


1. ตรรกศาสตรเ์บื้องต้น

ในการศกึษาวชิาคณติศาสตรพ์บวา่การใช้ถ้อยคำ ถอืเปน็เร ือ่งสำคัญมากทีต้่องเลอืกใช้

อยา่ง ชัดเจนและรัดกมุ ถ้าจะกำหนดคำใหมข่ึ้นมากจ็ะต้องมกีารบอกความหมายให้

ชัดเจนและ รัดกมุโดยเรยีกวา่การนยิาม คำบางคำทีจ่ะไมน่ยิามเราเรยีกวา่ คำอนยิาม โดย

เมือ่เราตกลงให้ คำบางคำเปน็คำอนยิามแล้วเราจะนยิามคำอืน่ ๆ ได้โดยอาศัยคำอนยิาม

ซึง่เรยีกวา่ บทนยิาม นอกจากนี้ ข้อความทีส่มมตุหิรอืตกลงกันวา่เปน็จรงิโดยไมพ่สิจูน์ เรา

เรยีกวา่ สัจพจน์

จากคำอนยิาม บทนยิาม และสัจพจน์ สามารถพสิจูน์ ทฤษฎบีท โดยอาศัยตรรกศาสตร์

เรยีกสิง่ซึง่ประกอบด้วย คำอนยิาม บทนยิาม สัจพจน์ และทฤษฎบีทวา่ โครงสร้างของ

ระบบคณติศาสตร์

ในบทนี้จะแนะนำเก ีย่วกับตรรกศาสตรเ์บ ื้องต้นซึง่เปน็พื้นฐานสำคัญทีจ่ะชว่ยในการ

ศกึษาวชิาคณติศาสตรใ์ห้ได้ผลดยี ิง่ขึ้น

1.1 ประพจน์

ประพจน์ คอื ประโยคหรอืข้อความทีม่คีา่ความจรงิหรอืเทจ็อยา่งใดอยา่งหนึง่เทา่น้ัน เรานยิมแทน
ประพจนด้์วยอักษรตัวพมิพเ์ลก็ เชน่ p,q, r, s

คา่ความจรงิของประพจนม์ ี 2 แบบด้วยกัน คอื

1. คา่ความจรงิของประพจนท์ ีเ่ปน็ จรงิ เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ T (True) เชน่ p มคีา่ความเปน็จรงิ
เปน็จรงิ เขยีนแทนด้วย p ≡ T

2. คา่ความจรงิของประพจนท์ ีเ่ปน็ เทจ็ เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ F (False) เชน่ p มคีา่ความเปน็จรงิ
เปน็เทจ็ เขยีนแทนด้วย p ≡ F
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2 1.2. ตารางคา่ความจรงิ

ตัวอยา่ง 1.1 จงพจิารณาวา่ประโยคหรอืข้อความตอ่ไปนี้เปน็ประพจนห์รอืไม ่ ถ้าเปน็จงบอกคา่
ความจรงิของประพจน์

1. 1 = 2− 1

2. สมชายเปน็คนดี

3. ฝนตกหรอืเปลา่

4. ชว่ยด้วย

5. 4 เปน็จำนวนเฉพาะ

6. อยา่มาย ุง่กับฉัน

7. ปนี ี้ทำนายวา่ อาหารจะอดุมสมบรูณ์

8. เดอืนสงิหาคมมี 31 วัน

9. โทรได้ไมอ้ั่น

1.2 ตารางคา่ความจรงิ

ตารางคา่ความจรงิ (Truth Table) คอืตารางทีแ่สดงคา่ความจรงิทีเ่ปน็ไปได้ท้ังหมดของประพจน์

ตัวอยา่ง 1.2

✓ เป็นประพจน์ ค่าความจริง คือ T
X

X

×

เป็นประพจน์ ค่า ความ จริง หรือ F 4=2.2

×

×

ผุ๊ประพจน์ คำความจำ คือ T

Xp
q p q rฝุ๋ T T T T T

T F T T F

ะณ๋บ รั๊ รั๋ งุ๋ : | กํ๋
2× 2 แบบ

F T T

F T F

F F 7

F F F

2×2×2 แบบ
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1.3 การเช ือ่มประพจน์

ตัวเช ือ่มทางตรรกศาสตรม์ ี 4 ชนดิด้วยกัน คอื

1. ตัวเช ือ่ม ”และ” (and) เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ ” ∧” กลา่วคอื p∧ q หมายถงึ p และ q

2. ตัวเช ือ่ม ”หรอื” (or) เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ ”∨ ” กลา่วคอื p∨ q หมายถงึ p หรอื q

3. ตัวเช ือ่ม ”ถ้า…แล้ว” (If …then) เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ ”→ ” กลา่วคอื p → q หมายถงึ ถ้า p

แล้ว q

4. ตัวเช ือ่ม ”กต็อ่เม ือ่” (if and only if) เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ ”↔” กลา่วคอื p↔ q หมายถงึ p ก็
ตอ่เม ือ่ q

ข้อความทางคณิตศาสตร์ท่ีเปน็บทนิยามต่าง ๆ ถ้านำมาเขียนเปน็ประโยคท่ีมีตัวเช่ือมจะมีความหมายเดียว
กับการใช้ตัวเช่ือม ก็ต่อเม่ือ เช่น

รปูสามเหล่ียมหน้าจ่ัว คือ รปูสามเหล่ียมท่ีมีด้านเท่ากันสองด้าน หมายความว่า รปูสามเหล่ียมใดจะเปน็รปู

สามเหล่ียมหน้าจ่ัว ก็ต่อเม่ือ รปูสามเหล่ียมน้ันมีด้านเท่ากันสองด้าน

นอกเหนอืจากตัวเช ือ่มแล้ว ยังมนีเิสธของประพจน์
นเิสธ ของประพจน์ p เขยีนแทนด้วย ∼ p หมายถงึ ประพจน์ ท ีม่คีา่ความจรงิตรงกันข้ามกับคา่ความ

จรงิของประพจน์ p
ข้อตกลงของประพจนใ์หมใ่นกรณที ีเ่ช ือ่มด้วยตัวเช ือ่มตา่ง ๆ มดัีงนี้

1. p∧ q เปน็จรงิในกรณที ี่ p ≡ q ≡ T กรณอี ืน่ ๆ เปน็เทจ็ทกุกรณี

2. p∨ q เปน็เทจ็ในกรณที ี่ p ≡ q ≡ F กรณอี ืน่ ๆ เปน็จรงิทกุกรณี

3. p→ q เปน็เทจ็ในกรณที ี่ p ≡ T และ q ≡ F เทา่น้ัน กรณอี ืน่ ๆ เปน็จรงิทกุกรณี

4. p↔ q เปน็จรงิในกรณที ี่ p ≡ q ≡ T หรอื p ≡ q ≡ F กรณอี ืน่ ๆ เปน็เทจ็ทกุกรณี

ตารางคา่ความจรงิของท้ัง 5 กรณี แสดงได้ดังนี้

p q ∼ p p∧ q p∨ q p→ q p↔ q

T T F T T T T

T F F F T F F

F T T F T T F

F F T F F T T

1) นํ้าหนัก ไม่ เกิน 50 และ ส่วน สูง น 160 Cต
.

4)
kg.

2) - งาน หรือ no งา e.
กัน Pitza ←> กัน

Pepsi

3) ถ้า ครบ 3 เดือน แล้ว เธอ ต้อง เอา เงิน มาคืน ฉัน
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ตัวอยา่ง 1.3 กำหนดให้ p เปน็ประพจนใ์ด ๆ จงหาคา่ความจรงิของประพจนต์อ่ไปนี้

1. p∧T ≡ ................

2. p∧F ≡ ................

3. p∧ p ≡ ................

4. p∧ ∼ p ≡ ................

5. p∨T ≡ ................

6. p∨F ≡ ................

7. p∨ p ≡ ................

8. p∨ ∼ p ≡ ................

9. T → p ≡ ................

10. F→ p ≡ ................

11. p→ T ≡ ................

12. p→ F ≡ ................

13. p→ p ≡ ................

14. p→∼ p ≡ ................

15. T ↔ p ≡ ................

16. F↔ p ≡ ................

17. p↔ p ≡ ................

18. ∼ p↔ p ≡ ................

ตัวอยา่ง 1.4 กำหนดให้ p,r เปน็จรงิ และ q เปน็เทจ็ จงหาคา่ความจรงิของรปูแบบประพจนต์อ่

ไปนี้

1. [(p∧ s)∨ (p∧ r)]→ (p∨ s)

P
f

P

F

T

p

P

กึ T F

T → T
,
T→ F

p

T → มีเท้อ แค่ แบบเดียวคือ T-> F

T T

T T→ T F → T

T" P T I.> F F→ F

T

Tฑึ
p→ ~p TIF

,
F→T

P
f T

~p F ←> T F ←> F

T

F

Il ค่าความ จริง ล่าง กัน

T i TT T จึ
± T → เท็จ กรณี เดียว คือ Tกุ๋ F

0→ T ± T

ย ไม่ตอง สนใจ
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2. [(q→ s)∨ r]∨ [(q↔ s)∧ r]

3. [(r↔ q)∨ (p→ q)]→ (p∨ ∼ q)

4. [(p↔ q)∨ (q→ r)]∨ ∼ s

ตัวอยา่ง 1.5 กำหนดให้ p,q, r และ s เปน็ประพจนท์ ีม่คีวามจรงิเปน็ จรงิ เทจ็ เทจ็ และ จรงิ ตาม
ลำดับ จงหาคา่ความจรงิของประพจน์ [(p∧ q)∨ r]→ (p∨ s)

ตัวอยา่ง 1.6 กำหนดให้ [(p→ q)∧ (p∨ r)]→ (s→ r) เปน็เทจ็ ข้อความตอ่ไปนี้ถกูหรอืผดิ

1. [(p↔ q)∧ (q↔ r)]∨ (r↔ s) เปน็เทจ็

2. [(∼ p∧ q)→ (∼ q∧ r)]→ (∼ r ∧ s) เปน็จรงิ

การหาค่าความจริงของประพจน์ท่ีมีตัวเช่ือมต้ังแต่สองตัวข้ึนไป จะหาค่าความจริงของประพจน์ย่อยในวงเล็บก่อน
แต่ถ้าประพจน์น้ันไม่ได้ใส่วงเล็บ ให้หาค่าของตัวเช่ือม ∼ ก่อนแล้วหาค่าความจริงของตัวเช่ือม ∧,∨ จากน้ันจึงหา
ค่าความจริงของตัวเช่ือม→ และลำดับสดุท้ายเปน็การหาค่าของความจริงของตัวเช่ือม↔

P
,
r ± T

, G ± F

T T

T 7

± T

FT 7 T

E T

Hฮ
.

เพราะ pvs ± T

i. ประพจน์ [ lpnglvr] → Lpvs )

เป็น จริง
+ TTTTT TFF

Hฬ
.

ถูก

ถูก



6 1.4. การสร้างตารางคา่ความจรงิ

1.4 การสร้างตารางคา่ความจรงิ

ตัวอยา่ง 1.7 กำหนดให้ p และ q เปน็ประพจน์ จงสร้างตารางคา่ความจรงิของ

(p→ q)→ (∼ p∧ ∼ q)

p q p→ q ∼ p∧ ∼ q (p→ q)→ (∼ p∧ ∼ q)

1.5 รปูแบบของประพจนท์ ีส่มมลูกัน

ในวชิาตรรกศาสตร์ ถ้ารปูแบบของประพจนส์องรปูแบบใดมคีา่ความจรงิตรงกันกรณตีอ่กรณี แล้วจะ
สามารถนำไปใช้แทนกันได้ เรยีกสองรปูแบบของประพจนดั์งกลา่ววา่ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ตัวอยา่ง 1.8 จงสร้างตารางแสดงคา่ความจรงิของ p→ q และ ∼ p∨ q

p q p→ q ∼ p∨ q

ตัวอยา่ง 1.9 จงสร้างตารางแสดงคา่ความจรงิของ ∼ (p∨ q) และ ∼ p∧ ∼ q

p q ∼ (p∨ q) ∼ p∧ ∼ q

ตัวอยา่ง 1.10 จงสร้างตารางแสดงคา่ความจรงิของ p→ q และ ∼ q→∼ p

T T T F F

T F F F T

F T T F F

F F T T T

สมมูลกัน

T

ญื๋ฐุ๋ ฐื๋ P→8 ± -pug

⇒
T T F f

ำ PVG) ± mpnmq
T F F F

f T F F

F F T T
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p q p→ q ∼ q→∼ p

ตัวอยา่ง 1.11 จงสร้างตารางแสดงคา่ความจรงิของ p↔ q และ (p→ q)∧ (q→ p)

p q p↔ q (p→)∧ (q→ p)

การตรวจสอบวา่รปูแบบประพจน์ 2 รปูแบบสมมลูกันหรอืไม ่ สามารถทำได้ 2 วธิคีอื

1. โดยการเขยีนตารางแสดงคา่ความจรงิ

2. โดยใช้รปูแบบประพจนท์ ีส่มมลูกันทีท่ราบอยูก่อ่นมาพจิารณา

รปูแบบประพจนท์ ีส่มมลูกันทีค่วรทราบ

1. การแจกแจง
p∨ (q∧ r) ≡ (p∨ q)∧ (p∨ r)

p∧ (q∨ r) ≡ (p∧ q)∨ (p∧ r)

2. การเปลีย่นตัวเช ือ่ม
p→ q ≡∼ p∨ q ≡∼ q→∼ p

p↔ q ≡ (p→ q)∧ (q→ p)

3. การเตมินเิสธ
∼ (p∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

∼ (p∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

T

ญื๋รุ๋ รุ๋
P→8 ± mq→~p

± npvq

+ T T ำ P←78 ± Cp→ g) ^cq→ pg
T F F F

F T F F

F F T T

①

สม

ก
ns
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ตัวอยา่ง 1.12 จงพจิารณาวา่รปูแบบของประพจนต์อ่ไปนี้สมมลูกับรปูแบบของประพจนใ์นข้อใด

1. (p∧ q)→ r

(a) (p→ r)∨ (q→ r) (b) (p→ r)∧ (q→ r)

2. (p→ r)∧ (q→ r)

(a) ∼ (p∨ q)→ r (b) ∼ (p∨ q)∨ r

1.6 สัจนรัินดร์

บทนยิาม 1.1 รปูแบบของประพจนท์ ีม่คีา่ความจรงิทกุกรณี เรยีกวา่ สัจนรัินดร์

ตัวอยา่ง 1.13 จงพจิารณาคา่ความจรงิของประพจน์ [(p→ q)∧ p]→ q

p q (p→ q)∧ p [(p→ q)∧ p]→ p

การตรวจสอบความเปน็สัจนรัินดรข์องประพจน์
สามารถทำได้ 2 วธิไีด้แก ่

1. พจิารณาจากตารางแสดงคา่ความจรงิของประพจน์

2. วธิกีารหาข้อขัดแย้ง โดยวธินี ี้ จะสมมตุใิห้รปูแบบของประพจนท์ ีก่ำหนดให้เปน็เทจ็ หากมข้ีอขัด
แย้งกับทีส่มมตไิว้ แสดงวา่รปูแบบของประพจนน้ั์น เปน็สัจนรัินดร์
และถ้าไมม่ข้ีอขัดแย้งกับทีส่มมตไิว้ แสดงวา่รปูแบบของประพจนน้ั์นไมเ่ปน็สัจนรัินดร์

ก→s ± n Ivs

0

Cpnq) → r
± nlpnf) Vr

± (~ p v nq ) Vr

± cnrpvn g)vrvr

0
± Cpvr ) v (nqvr )

± Cp →r ) v Cq→ r)

(p→ rlncq→ rl ± (npvr ) ^ Lmqvr )

± lnp ^ rrg) V r
± ข (pvq ) Vr

เป็น สัจนิรันดร์

ศู๋ศู๋ ผู้

สมมติให้เป็น เทำ _[
เกิดข้อ ขัดแย้ง ⇒ เป็น สัจนิรันดร์
ไม่ เกิด ข้อขัดแย้ง ⇒ ไม่ เป็น สัจนิรันดร์
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ตัวอยา่ง 1.14 จงตรวจสอบวา่รปูแบบของประพจน์ [(p→ q)∧ p]→∼ q เปน็สัจนรัินดรห์รอืไม ่

ตัวอยา่ง 1.15 ประพจนต์อ่ไปนี้เปน็สัจนรัินดรห์รอืไม ่

1. (p→ q)→ [(p∨ q)→ r]

2. (p∨ q)→ [(p∧ q)→ r]

3. [(p→ q)∧ (q→ r)]→ (p→ r)

4. [(p→ r)∧ (q→ r)]→ [(p∧ q)→ r]

สมมติให้ [ lp→g) np ] → ~ q เป็น เท็จ
F
f- \ ไม่ เกิดข้อขัดแย้ง
T F

④
กำ

+
"งึ i. ไม่เป็นสวนนกรื

/\
T T

T F T F F

สมมติให้ ( p→ g) → [ cpvq) → r]
เป็น F

ถ้า P± q± กุ r± F แล้ว จะ ไม่ เกิดข้อขัดแย้ง
i. ไม่เป็น สัจนิรันดร์

TTT F T TT F F

สมมส lpv g) → [ Cpnq) →
r] เป็น F

ไม่ เกิด ข้อขัดแย้ง
ไม่ เป็น สัจนิรันดร์

T T T
T F T F

F T F F

สมมติ [ cp →g) ncq→ r ง ]
→ lp → r ) เป็น F

เกิด ข้อ ขัดแย้ง
เป็น สัจ นิรันดร์

T F T Tt F F

สมมส [ cp → r ) nlq→ r
)] → [ Cp ^g) → r] เป็น F

เกิด ข้อขัดแย้ง i. เป็น สัจนิรันดร์
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5. [(p→ r)∧ (q→ s)∧ (p∧ q)]→ (r ∨ s)

6. (p↔ q)↔ [(q∨ r)∨ (p∨ q)]

T T T TTTT F FFF

6พระ เ±T
,

น ÷ F pำ r เกิด ข้อขัดแย้ง

a.
° เป็น สื่อนิรันดร์

สมมติ ให้ เป็น เที่จ
Casel Case2

T F fff F FFF T

( P←>g) ←> [Cqvr ) v Cpvq)
] lptg)←> [cqvr) vcpvop]

ไม่ เกิดข้อขัดแย้ง

i. ไม่ เป็น สัจนิรันดร์
Remark

ถ้า เกิด ข้อขัดแย้งทั้ง 2 cases แล้ว จะ เป็น สัจนิรันดร์

ถ้าไม่ เกิด ข้อขัดแย้ง ขอ แค่ การปั เถียง ก็พอ เรา จะสรุป ได้ว่า

Cdsel Casez สรูบ
ไม่ เป็น สีนิรันดร์

มีข้อ เสนอนิรันดร์
ขัดนา
%
สดแ4

ไม่มี มันฐื๊แ ไม่ เป็นสัจนิรันดร์

มี ไม่มี }
ไม่มี ไม่มี
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1.7 การอ้างเหตผุล

การอ้างเหตผุลคอื การอ้างวา่ เม ือ่มข้ีอความ p1,p2,p3, . . . ,pn ชดุหนึง่ แล้วสามารถสรปุ ข้อความ q ได้
การอ้างเหตผุลประกอบด้วยสว่นสำคัญ 2 สว่นคอื

• เหต/ุข้อความ เชน่ p1,p2, . . . ,pn

• ผล/ข้อสรปุ เชน่ q

การอ้างเหตผุลอาจจะสมเหตสุมผลหรอืไมส่มเหตสุมผลกไ็ด้ ซึง่สามารถตรวจสอบได้โดยใช้
ตัวเช ือ่ม ∧ เช ือ่มเหตท้ัุงหมดเข้าด้วยกัน และใช้ ตัวเช ือ่ม→ เช ือ่สว่นทีเ่ปน็เหตกัุบผลดังนี้

p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ · · ·∧ pn→ q

และเราสามารถสรปุวา่การอ้างเหตผุลนี้สมเหตสุมผลหรอืไมโ่ดยพจิารณาจาก
ความเปน็สัจนรัินดรข์อง p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ · · ·∧ pn→ q

ความเปน็สัจนรัินดรข์อง p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ...∧ pn→ q ผลสรปุ
เปน็สัจนรัินดร์ การอ้างสมเหตสุมผล
ไมเ่ปน็สัจนรัินดร์ การอ้างไมส่มเหตสุมผล

ตัวอยา่ง 1.16 การอ้างอเหตผุลตอ่ไปนี้ สมเหตสุมผลหรอืไม ่

1. เหต ุ 1) p∧ q
2) ∼ p∨ r
3) ∼ r

ผลสรปุ q

การอ้างเหตผุลนี้ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. เหต ุ 1) ถ้า อา่วคยุในห้อง แล้ว เรนนค์ยุในห้อง
2) ถ้า เรนนค์ยุในห้อง แล้ว จะยตุกิารสอบ
3) ไมม่กีารยตุกิารสอบ

ผลสรปุ อา่วไมค่ยุในห้อง

การอ้างเหตผุลนี้ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

เหตุ
mrhrn

ผล

เหตุ→ ผล

T -7 F

F T T F

(แย 1 ^ 1~ pvr ) ^ lnr) → q

[เกิด ข้อขัดแย้วาสนา
เป็นลือนิรันดร์

สมเหตุสมผล
p ย รื๊ฬั่ "ฬู๋ฅุ๋กื๊ TF f FT
ย r CP→ยาก Cqmggnnr → ~ p

vr Ssr
np

เป็น ล้อ นิรันดร์

สมเหตุสมผล แ p→q ÷ mq → ~ P

เหตุ { 2) 8→r ± ~ r → mq

3) mr
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3. เหต ุ 1) ถ้าสมชายขยันแล้วเขาจะสอบได้
2) ถ้าสมชายไมข่ยันแล้วพอ่แมจ่ะเสยีใจ
3) สมชายสอบไม ่ไ่ด้

ผลสรปุ พอ่แมเ่สยีใจ

การอ้างเหตผุลนี้ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. เหต ุ 1) p→ q

2) q→ s

3)∼ s

ผลสรปุ ∼ p

การอ้างเหตผุลนี้ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5. เหต ุ 1) p→ (r ∨ s)
ผลสรปุ ∼ p∨ (r ∨ s)

การอ้างเหตผุลนี้ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

การทดสอบการอ้างเหตผุล สามารถทำได้โดยการเทียบกับรปูแบบท่ีพบบ่อย ยกตัวอย่างเช่น

1. ถ้า ... แล้ว
เหต ุ
1. p→ q

2. p
ผล q

2. หรือ
เหต ุ
1. p∨ q
2. ∼ p

ผล q

3. และ
เหต ุ
1. p∧ q
ผล p

p → น

เหตุ { ~ p → r ผล r

nq

สมเหตุสมผล

สมเหตุสมผล
} สมมูล กัน

สมเหตุสมผล

|
P^ย
ย
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เหต ุ
1. p∧ q
ผล q

4. การถ่ายทอด
เหต ุ
1. p→ q

2. q→ r

ผล p→ r

5. เติม ” หรือ ”
เหต ุ
1. p
ผล p∨ q

1.8 ประโยคเปดิ

บทนยิาม 1.2 ประโยคเปดิ คอื ประโยคบอกเลา่หรอืประโยคปฎเิสธทีม่ตัีวแปรและเมือ่
แทนตัวแปรด้วยสมาชกิในเอกภพสัมพัทธแ์ล้วได้ประพจน์

ตัวอยา่ง 1.17 ประโยคใดตอ่ไปนี้เปน็ประโยคเปดิ

1. 2x +1 = 3

2. x > 1

3. x2 − 1

4. 1 < 5

• สัญลักษณ์แทนประโยคเปดิใดๆ ท่ีมี x เปน็ตัวแปร เขียนแทนด้วย P(x)

• ประโยคเปดิสามารถเช่ือมกันได้ด้วย . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• รปูแบบประพจน์ท่ีสมมลูกัน เม่ือเขียนเปน็ประโยคเปดิก็จะยังคงสมมลูกันด้วย

1.9 ตัวบง่ปรมิาณ

ในวชิาคณติศาสตรจ์ะพบวา่มกีารใช้ข้อความ

✓ มีตัวแปร เมื่อ แทนค่า × จะได้ประพจน์
✓

× มีตัวแปร แต่ แทนคำ × ลา ไป แล้วไม่ประพจน์
× ไม่มีตัวแปร

V
,
^
,
→
,
←> และ ~

p→g ± npvq Plx) → QCX) ± ~ PCX) VQCX)
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• สำหรับ x ทกุตัว

• สำหรับ x บางตัว

เราเรยีกข้อความทีบ่ง่บอกปรมิาณของคา่ตัวแปร x วา่ ตัวบง่ปรมิาณ (Quantifier)
และเขยีนแทนด้วยสัญลักษณต์อ่ไปนี้

ตัวบง่ปรมิาณ สัญลักษณ์
มบีางตัว (for some)
สำหรับทกุตัว (for all)

ตัวอยา่ง 1.18 จงเขยีนข้อความตอ่ไปนี้ในรปูสัญลักษณ์ เม ือ่เอกภพสัมพัทธเ์ปน็เซตของ
จำนวนจรงิ

1. สำหรับ x ทกุจำนวน x + x = 2x

2. มจีำนวนจรงิ x ซึง่ x +0 = 2x

3. สำหรับ x ทกุจำนวน ถ้า x เปน็จำนวนเตม็ แล้ว x เปน็จำนวนจรงิ

4. จำนวนจรงิทกุจำนวนเปน็จำนวนเตม็

5. จำนวนเตม็บางจำนวนยกกำลังสองแล้วเทา่กับ 1

1. การเขียนสัญลักษณ์แทนประโยคท่ีมีตัวบ่งปริมาณ จะต้องเขียนเอกภพ
สัมพัทธ์กำกับไว้เสมอ
2. ถ้าในกรณีท่ีเอกภพสัมพัทธ์เปน็เซตของจำนวนจริง มักนิยมละการเขียนเอกภพสัมพัทธ์

ตัวอยา่ง 1.19 จงเขยีนข้อความตอ่ไปนี้ในรปูสัญลักษณ์ เม ือ่ A,B เปน็เซตใด ๆ

1. A = B กต็อ่เม ือ่ สมาชกิทกุตัวของ A เปน็สมาชกิของ B และสมาชกิทกุตัวของ B เปน็
สมาชกิของ A

2. A ! B กต็อ่เม ือ่ มสีมาชกิบางตัวของ A ไมเ่ปน็สมาชกิของ B

]- ×
ltx

Kx [×+× =2×] , U = IR

Kx [×€[ → × EIR ] , U = 1R

]× [ ×EI ^ ×2=1 ]
,
U = IR

A =B ←> ltx [ × EA → ×EB] ^ Yx [XEB→ xtA]

A¢BG ]- × [ × EA ^ ×¢ B ]
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1.10 คา่ความจรงิของประโยคเปดิทีม่ตัีวบง่ปรมิาณตัวเดยีว

บทนยิาม 1.3 บทนยิามของคา่ความจรงิของประโยคเปดิทีม่ตัีวบง่ปรมิาณตัวเดยีวเปน็ดังนี้

1. ∀x[P(x)] มคีา่ความจรงิเปน็จรงิ กต็อ่เม ือ่ แทน x ทกุตัวในเอกภพสัมพัทธล์งใน P(x) แล้วได้
คา่ความจรงิเปน็จรงิ

2. ∀x[P(x)] มคีา่ความจรงิเปน็เทจ็ กต็อ่เม ือ่ แทน x บางตัวในเอกภพสัมพัทธล์งใน P(x) แล้ว
ได้คา่ความจรงิเปน็เทจ็

3. ∃x[P(x)] มคีา่ความจรงิเปน็จรงิ กต็อ่เม ือ่ แทน x บางตัวในเอกภพสัมพัทธล์งใน P(x) แล้ว
ได้คา่ความจรงิเปน็จรงิ

4. ∃x[P(x)] มคีา่ความจรงิเปน็เทจ็ กต็อ่เม ือ่ แทน x ทกุตัวในเอกภพสัมพัทธล์งใน P(x) แล้วได้
คา่ความจรงิเปน็เทจ็

ตัวอยา่ง 1.20 จงหาคา่ความจรงิของประโยคทีม่ตัีวบง่ปรมิาณตอ่ไปนี้ เม ือ่ U = {−1,0,1}

1. ∀x[(x < 0)→ (x2 > 0)]

x x < 0 x2 > 0 x < 0→ x2 > 0

2. ∀x[(x < 0)]→∀x[(x2 > 0)]

3. ∃x[(x < 0)∧ (x − 1 = 0)]

x x < 0 x − 1 = 0 (x < 0)∧ (x − 1 = 0)

4. ∃x[x < 0]∧∃x[x − 1 = 0]

E T

- | T T
-

0 F F งึ

| F T T

F

± 1

7.× [ 1×<o) ^ × = เ ] E F

T T

± T
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ตัวอยา่ง 1.21 ให้ U = {−2,0,1,1.5,2} ข้อความตอ่ไปนี้มคีา่ความจรงิเปน็อยา่งไร

1. ∃x[x เปน็จำนวนเฉพาะ และ x เปน็จำนวนคี]่

2. ∃x[x เปน็จำนวนเฉพาะ หรอื x เปน็จำนวนคี]่

3. ∀x[x เปน็จำนวนเฉพาะ และ x เปน็จำนวนคี]่

4. ∀x [ถ้า x เปน็จำนวนนับ แล้ว x +3 เปน็จำนวนเฉพาะ]

5. ∀x [ถ้า x +3 เปน็จำนวนเฉพาะ แล้ว x เปน็จำนวนนับ]

ตัวอยา่ง 1.22 จงหาคา่ความจรงิของประโยคทีม่ตัีวบง่ปรมิาณตอ่ไปนี้ เม ือ่ U = {−1,0,1}

1. ∃x(x2 " 0)→∀x(x2 " 1)

2. ∃x(x +1 > 0)∧∃x[(x2 " 1)]

3. ∃x[(x +1 > 0)∧ x2 " 1]

4. ∀x(x2 > 0∨ x = 0)

Hฬ

F

T

F

F

F

Hฬ

F

T

T

T
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ตัวอยา่ง 1.23 จงพสิจูนว์า่เซตวา่งเปน็สับเซตของทกุ ๆ เซต

1.11 สมมลูและนเิสธของประโยคทีม่ตัีวบง่ปรมิาณ

1. เม ือ่เปลีย่นประพจนท์ ีส่มมลูกันเปน็ประโยคเปดิ กจ็ะได้ประโยคเปดิทีส่มมลูกันด้วย

ตัวอยา่ง 1.24 กำหนดให้ P(x) และ Q(x) เปน็ประโยคเปดิ ประโยค

∀x[P(x)]→∃x[∼Q(x)]

สมมลูกับประโยคในข้อใดตอ่ไปนี้
1. ∀x[∼ P(x)]→∃x[Q(x)]
2. ∀x[Q(x)]→∃x[∼ P(x)]
3. ∃x[P(x)]→∀x[Q(x)]
4. ∃x[∼Q(x)]→∀x[P(x)]

2. การหานเิสธของข้อความทีเ่ปน็ประโยคเปดิกับตัวบง่ปรมิาณ นัน่คอื ข้อความทีม่คีา่
ความจรงิตรงกันข้ามกับข้อความเดมิเสมอ โดยมหีลักการอย ูว่า่

ประโยคเปดิและตัวบง่ปรมิาณ นเิสธของประโยคเปดิและตัวบง่ปรมิาณ
∀x[p(x)] ∼ ∀x[p(x)] ≡ ∃x[∼ p(x)]
∃x[p(x)] ∼ ∃x[p(x)] ≡ ∀x[∼ p(x)]

ตัวอยา่ง 1.25 จงหานเิสธของข้อความตอ่ไปนี้

1. ∀x[x +3 > 5]

2. จำนวนจรงิทกุจำนวนเปน็จำนวนคี่

ACB ←> Kx [ × EA → × £ B ]

ให้ S เป็น เขตใด ๆ ⑦
¢ cs ←> Kx [ XE ¢ → xes]

ไหรับ × ใดๆ × E d เป็น เท็จ เพาะ ¢ ไม่มี สมาชิก

ri XE ¢ → × c- 5 เป็น จริง ไหรับทุก × ES

ก
± ~ ]× [~QCXJ] → ~ 4×[pm]
-

Kx [@ c×ง] → ] × Epc×ง]
•

นิเสธคือ ]- × [ × +3 E 5 ]

มีจำนนจำ บาง จำนวน ไม่เป็นถนนคี่
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3. ∃x[x2 < 0]

4. มจีำนวนจรงิบางจำนวนเปน็จำนวนคู่

5. ∀x[x < 0]∨∃x[x2 < 0]

6. ∀x[x " 0]→∃x[x " 0]

7. ∀x[P(x)→Q(x)]

1.12 แบบฝกึหัด

1. กำหนดให้เอกภพสัมพัทธค์อืเซตของจำนวนจรงิ และให้ P(x) และ Q(x) เปน็ประโยคเปดิ ถ้า
∀x[P(x)]∧∀x[∼Q(x)] มคีา่ความจรงิเปน็จรงิ แล้ว ประโยคในข้อใดตอ่ไปนี้มคีา่ความจรงิเปน็เทจ็
1. ∀x[P(x)→Q(x)]
2. ∃x[∼ P(x)∨ ∼Q(x)]
3. ∃x[P(x)∧ ∼Q(x)]
4. ∀x[P(x)→∼Q(x)]

2. กำหนดให้ p และ q เปน็ประพจนใ์ดๆ ประพจนใ์นข้อใดตอ่ไปนี้เปน็สัจนรัินดร์
1. ∼ p∨ (∼ p∧ q)
2. (q∨ ∼ q)∧ (p→∼ q)
3. ∼ (p→∼ q)→ q

4. (∼ p∨ q)→ (∼ p∧ ∼ q)
5. (∼ p∧ q)→ (∼ q∧ p)

สนวนจำ × ทุก จำนวน
,
×ำเอ

จำนวนจำ × ทุก ถนน
ไม่ เป็น จันูนุ

tx [×710 ] ^ 4× [ ห้าเอ ]

Kx [ X =10] ^ YX [ ×=0 ]

Zx [ pcx) การ 0 (×ว ]

0

0
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3. กำหนดให้ p, q และ r เปน็ประพจน์ โดยที่ (p ∨ r)↔ (∼ p∧ ∼ q) เปน็ประพจนท์ ีม่คีา่ความจรงิ
เปน็จรงิ ข้อใดตอ่ไปนี้ถกูต้อง
1. (q↔ r)∨ p มคีา่ความจรงิเปน็จรงิ
2. (p→ q)∨ (r→ p) มคีา่ความจรงิเปน็จรงิ
3. (r→ q)∧ (p∧ q) มคีา่ความจรงิเปน็จรงิ
4. (q→ p)∨ (q∧ r) มคีา่ความจรงิเปน็เทจ็
5. (r ∨ q)↔ (p→∼ r) มคีา่ความจรงิเปน็เทจ็

4. กำหนดให้ p, q, r, s และ t เปน็ประพจนซ์ึง่ p→ (q ∧ r) มคีา่ความจรงิเปน็เทจ็ และ p↔ (s ∨ t)
มคีา่ความจรงิเปน็จรงิ ประพจนใ์นข้อใดตอ่ไปนี้มคีา่ความจรงิเปน็จรงิ
1. (q∧ s)→ (p∧ q)
2. (s∧ t)→∼ q

3. (q∨ s)↔ p

4. (p→ r)→ s

5. กำหนดให้ p, q และ r เปน็ประพจน์ จงพจิารณาข้อความตอ่ไปนี้
(ก) ประพจน์ p→ (p→ (q∨ r)) สมมลูกับประพจน์ p→ (q∨ r)
(ข) ประพจน์ p∧ (q→ r) สมมลูกับประพจน์ (q→ p)∨ ∼ (p→∼ r)

ข้อใดตอ่ไปนี้ถกู
1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู
2. (ก) ถกู และ (ข) ผดิ
3. (ก) ผดิ และ (ข) ถกู
4. (ก) ผดิ และ (ข) ผดิ

0

0

0
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6. กำหนดให้ p, q, r และ s เปน็ประพจนใ์ดๆ ประพจน์ [(p∧ ∼ q)∨ ∼ p] → [(r ∨ s) ∧ (r∨ ∼ s)]

สมมลูกับประพจนใ์นข้อใดตอ่ไปนี้
1. p→ r

2. q→ r

3. (p∨ r)∧ (q∨ r)
4. (q∨ r)∧ (q∨ s)

7. กำหนดให้ A, B, C เปน็ประพจนใ์ดๆ ข้อใดตอ่ไปนี้ถกูต้อง
1. ถ้า A↔ B มคีา่ความจรงิเปน็จรงิ แล้ว (B∧C)→ (∼ A→ C) มคีา่ความจรงิเปน็เทจ็
2. ประพจน์ A→ [(A∧B)∨ (B∨C)] เปน็สัจนรัินดร์
3. ประพจน์ [(A∧B)→ C]→ [(A→ B)→ (A→ C)] เปน็สัจนรัินดร์
4. ประพจน์ (A→ C)∧ (B→ C) สมมลูกับประพจน์ (A∧B)→ C

8. กำหนดให้ p, q และ r เปน็ประพจนใ์ดๆ พจิารณาประพจนต์อ่ไปนี้
(ก) (∼ p→ q)→ (∼ q→ p) เปน็สัจนรัินดร์
(ข) (p→ q)↔ (∼ p∧ q) ไมเ่ปน็สัจนรัินดร์
(ค) (p→ q)∨ (∼ r→∼ q) สมมลูกับ p→ r

ข้อใดตอ่ไปนี้ถกูต้อง
1. ข้อ (ก) และ (ข) ถกู แต ่ (ค) ผดิ
2. ข้อ (ก) และ (ค) ถกู แต ่ (ข) ผดิ
3. ข้อ (ข) และ (ค) ถกู แต ่ (ก) ผดิ
4. ข้อ (ก) (ข) และ (ค) ถกูท้ังสามข้อ
5. ข้อ (ก) (ข) และ (ค) ผดิท้ังสามข้อ

0

0

0


