
 

แคลคูลัส 1 

Calculus I 

 

 

 

 

 

 

 

โครงการตํารา คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยศลิปากร 

 



แคลคูลัส 1 (Calculus I) 

ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวทิยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยศิลปากร 
 

พิมพ์คร้ังที่ 2 พ.ศ. 2561  จาํนวน 3,000 เล่ม 
 

ลิขสิทธิ์ของ   ภาควิชาคณิตศาสตร ์คณะวิทยาศาสตร ์มหาวิทยาลัยศิลปากร 
 
 
 

สงวนสิทธ์ิตามพระราชบญัญตัิลิขสิทธิ์ 2537 
ห้ามคัดลอกเนือ้หากอ่นได้รับอนุญาต 
 
 
ข้อมูลทางบรรณานุกรมหนังสือ 
 

มหาวิทยาลัยศลิปากร. ภาควิชาคณติศาสตร ์
  

           แคลคูลัส 1 (Calculus I)  / ภาควิชาคณติศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยศิลปากร ; คณะผู้
เรียบเรียง, ฉวีวรรณ รัตนประเสรฐิ...[และคนอื่น ๆ].  นครปฐม : โรงพิมพ์มหาวิทยาลัยศิลปากร, 2559. 

           313 หน้า : ภาพประกอบ 
 

           ISBN 978-974-641-593-4 
 
           1. แคลคูลสั. (1) ฉวีวรรณ รัตนประเสรฐิ.  (2) ชื่อเรือ่ง. 

 
 

QA300 ม56 
 

 

 
 
 

จัดพิมพโ์ดย   ภาควิชาคณิตศาสตร ์คณะวิทยาศาสตร ์มหาวิทยาลัยศิลปากร 
อําเภอเมอืงนครปฐม จังหวดันครปฐม 73000 โทรศัพท์ 0-3424-5320-1  โทรสาร  0-3427-3042 

 
พิมพ์ที่  โรงพิมพ์มหาวิทยาลยัศิลปากร อําเภอเมืองนครปฐม จังหวัดนครปฐม 73000 โทรศัพท์ 0-3425-5814    
 



แคลคลูสั 1  

Calculus I 

 

ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวทิยาศาสตร  

มหาวิทยาลัยศลิปากร 
 

 

 

 

 

 

คณะผูเรียบเรียง     คณะบรรณาธิการ 

ศาสตราจารย ดร.ฉวีวรรณ รัตนประเสริฐ  รองศาสตราจารย ดร.นวรัตน อนนัตชืน่ 

รองศาสตราจารย ดร.นวรัตน อนนัตชืน่  ผูชวยศาสตราจารย ดร.มาลินี ชัยยะ 

ผูชวยศาสตราจารย ดร.นพดล ชุมชอบ  อาจารย ดร.จิตติศักด์ิ รักบุตร 

อาจารย ดร.วรกฤษณ ศุภพร    อาจารย ดร.รัตนา ศรทีศัน 

อาจารยธนญิฐอร หาวสุด 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



คํานํา 

ภาควิชาคณิตศาสตรไดมอบหมายใหคณะบรรณาธิการรวบรวม เรียบเรียงและปรับปรุงตําราแคลคูลัส 1 

จากเอกสารประกอบการสอนซึ่งเปนผลงานการเขียนที่ผานมารวมสิบปของคณาจารยในภาควิชา ฯ เพื่อใช

ประกอบการเรียนการสอนในรายวิชา 511 101  แคลคูลัส 1 และ รายวิชา 511 104 แคลคูลัสสําหรับวิศวกร 1 

โดยเนื้อหาในตําราเลมนี้ประกอบไปดวยเรื่อง ลิมิตและความตอเนื่อง อนุพันธ การประยุกตของอนุพันธ กฎ

ของโลปตาล และ ลําดับ อนุกรม และอนุกรมกําลังของจํานวนจริง และเพื่อเปนการทบทวนความรูพื้นฐานใน

การศึกษารายวิชาดังกลาวนี้ คณะบรรณาธิการไดใสเนื้อเร่ืองที่เปนความรูพ้ืนฐานไวในภาคผนวก 1 เพื่อใหงาย

และสะดวกสําหรับนักศึกษาในการศึกษาทบทวนดวยตนเอง สําหรับในภาคผนวก 2 คณะบรรณาธิการไดใส

เฉลยแบบฝกหัดไวใหเพื่อใหนักศึกษาใชเปนเครื่องมือในการตรวจสอบการทําแบบฝกหัด 

การจัดทําตําราฉบับนี้ลุลวงไปไดดวยดีดวยทุนสนับสนุนการเขียนตําราจากกองทุนวิจัยและสรางสรรค

คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยศิลปากร และการสนับสนุนในดานตาง ๆ จากภาควิชา ฯ ตลอดจนความ

รวมมือและรวมใจของคณาจารยในภาควิชา ฯ และนักศึกษาทั้งที่เปนผูเรียนและที่เปนผูสอนทบทวนที่ให

ขอเสนอแนะและชวยตรวจสอบความถูกตองของเอกสาร และทายสุดดวยความกรุณาของทานผูทรงคุณวุฒิทั้ง
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บทที่  1 

ลิมิตและความตอเนื่อง 

Limits  and  Continuity 
 

 

 ในทางวิทยาศาสตรและคณิตศาสตร  เรามักพบปญหาที่ตองคํานวณคาดวยการพิจารณาการ

เปลี่ยนแปลงคาของปริมาณหนึ่งซึ่งขึ้นกับอีกปริมาณหนึ่ง   ที่เปลี่ยนแปลงคาเขาใกลคาคงตัวคาหนึ่งอยู

เสมอ  ตัวอยางเชนในการหาสูตรการคํานวณความยาวเสนรอบวงของวงกลม เราเลือกที่จะคํานวณความ

ยาวเสนรอบรูปของรูปหลายเหลี่ยมดานเทาแนบในวงกลมนั้นซึ่งจะมีคาขึ้นกับความยาวดานของรูปหลาย

เหลี่ยม   แลวพิจารณาวาความยาวเสนรอบรูปเปล่ียนแปลงเขาใกลจํานวนจริงใด  เมื่อรูปหลายเหลี่ยมเพิ่ม

จํานวนเหลี่ยมมากขึ้นหรือก็คือความยาวดานของรูปหลายเหลี่ยมมีคานอยลงเขาใกลศูนย  หรือปญหา

เกี่ยวกับอัตราเร็วของวัตถุซึ่งเคลื่อนที่ตามสมการ    ( )S S t=   ซึ่งขึ้นกับเวลา  ถาเราตองการทราบ

อัตราเร็วของวัตถุ  ณ  ชั่วขณะเวลา 0t  เราจะคํานวณอัตราเร็วเฉลี่ยของวัตถุในชวงเวลา   [ ]0 0,t t h+   เมื่อ 

0h >  ซึ่งคือคาของอัตราสวน 

             
( ) ( )0 0S t h S t

h
+ −

 
แลวพิจารณาวาอัตราสวนนี้เปลี่ยนแปลงคาเขาใกลจํานวนจริงใด   เมื่อชวงเวลา   [ ]0 0,t t h+    มีขนาด

เล็กลง ๆ  หรือนั่นคือเมื่อ h   เขาใกลศูนยเปนตน 

 ในบทนี้ เราจะศึกษาลักษณะการเปลี่ยนแปลงดังกลาวขางตน กับฟงกชัน(คาจริง)ใด ๆ โดยแสดง

การเขียนบทนิยามอยางถูกตองในเชิงคณิตศาสตร พรอมทั้งพิสูจนบางทฤษฎีบทเพื่อชวยการคํานวณคา

เหลานี้ไดงายขึ้น 
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a 

 
x 

 
x 

1.1 ลิมิตของฟงกชัน 

ให  f  เปนฟงกชันซึ่งขึ้นกับตัวแปรอิสระ x   ถา x   เขาใกลคาคงตัว a   แลวคา ( )f x  เขาใกลคา

คงตัว L  เพียงตัวเดียว จะเรียก L  วา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  (limit of ( )f x  as x  

approaches a )  โดยจะเขียนแทนดวยสัญลักษณ  lim ( )
x a

f x
→

 นั่นคือ   

lim ( )
x a

f x L
→

=  

และกลาววาลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  หาได  (limit of ( )f x  as x  approaches a  exists) 

หรือ   lim ( )
x a

f x
→

  หาได  นอกเหนือจากกรณีนี้ จะกลาววาลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  หา

ไมได  (limit of ( )f x  as x  approaches a  does not exist) หรือ   lim ( )
x a

f x
→

  หาไมได   

 โดยทั่วไปเมื่อกลาววา “ x  เขาใกล a ” ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ x a→  เราหมายถึงการ

พิจารณา x  ในบริเวณใกล ๆ รอบ ๆ a  ซึ่ง  x a≠  โดยจะกลาววา x  เขาใกล a  จากทางซาย ถา 

x a<  และเขียนแทนดวยสัญลักษณ x a−→  และกลาววา x  เขาใกล a  จากทางขวา ถา x a>  และ

เขียนแทนดวยสัญลักษณ x a+→  ดังแสดงความหมายเหลานี้ในรูป 1.1.1 
 

 

 
 

          รูป 1.1.1 
 

 ถาคาของ ( )f x  เขาใกลคาคงตัว L1  เมื่อ x a−→  เราจะเรียก L1  วา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  

เขาใกล a  จากทางซาย  (limit of ( )f x  as x  approaches a  from the left ) และเขียนแทนดวย

สัญลักษณ lim ( )
x a

f x
−→

 นั่นคือ  

1lim ( )
x a

f x L
−→

=  

 ในขณะที่จะเรียกคาคงตัว L2  วา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  จากทางขวา (limit of ( )f x  as 

x  approaches a  from the right)   ถาคา ( )f x  เขาใกล L2  เมื่อ x a+→  และเขียนแทนดวย

สัญลักษณ lim ( )
x a

f x
+→

 นั่นคือ 

2lim ( )
x a

f x L
+→

=  

 
x

 
x
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   เราเรียกสัญลักษณ lim
x a−→

( )f x  หรือ lim
x a+→

( )f x  วาลิมิตดานเดียว หรือลิมิตทางเดียว (one-

sided  limit)  ของ ( )f x  ที่ a  และเรียกสัญลักษณ lim
x a→

( )f x วาลิมิตสองดาน (two-sided  limit) 
 

 จากที่กลาวมาขางตน จะเห็นวาลิมิตของ f ที่ a  หาได เมื่อลิมิตดานเดียวที่ a  ทั้งสองดานหาได 

และมีคาเทากัน (โดยจะเห็นไดจากตัวอยาง 1.1.1 และตัวอยาง 1.1.2) สวนลิมิตของ f ที่ a  หาไมได เมื่อ

ลิมิตดานเดียวของ f  ที่ a  หาไดทั้งสองดาน แตไมเทากัน (ศึกษาจากตัวอยาง 1.1.3 และตัวอยาง 1.1.4) 

หรือลิมิตดานใดดานหนึ่งที่ a หาไมได (ศึกษาจากตัวอยาง 1.1.5) 
 

 เพื่อใหเขาใจความหมายของลิมิตไดดียิ่งขึ้น กอนจะใหบทนิยามของลิมิต จะขอยกตัวอยางการ

พิจารณาลิมิตของฟงกชันโดยกราฟ  พอสังเขปดังนี้ 
 

ตัวอยาง 1.1.1  พิจารณาฟงกชัน f ที่นิยามโดย sin( ) xf x x=  สําหรับทุก ๆ x ≠ 0  ซึ่งกราฟของ f  

แสดงดังรูป  1.1.2   แมวาฟงกชัน f จะไมนิยามที่ 0x =  แตก็อาจพิจารณาคา ( )f x  เมื่อ x  เขา 0  ซึ่ง

จากรูปจะเห็นวาคา sinxx เขาใกล 1 ทั้งเมื่อ 0x −→  และเมื่อ 0x +→  ดังนั้น  

                       
0 0

sin sinlim   1  lim
x x

x x
x x− +→ →

= =  

เราจึงสรุปไดวา  
0

sinlim   1
x

x
x→

=  

 

 

 
 

      

 

 

รูป  1.1.2 

                                                                                           
 

 

 

− π3 −π  π π32− π 2π

y 

x

1 

0
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ตัวอยาง 1.1.2  พิจารณาฟงกชัน f  และ g  ที่นิยามโดย ( ) sinf x x= และ ( ) cosg x x=  สําหรับทุก

จํานวนจริง x  ซึ่งกราฟของ f และ g  แสดงดังรูป  1.1.3 และ รูป  1.1.4  ตามลําดับ 

 

 

 

 

 

 

 

    รูป  1.1.3 

 จากกราฟจะเห็นไดวา 
0 0

lim sin 0 lim sin
x x

x x
− +→ →

= =   ดังนั้น 
0

limsin 0
x

x
→

=   

และ 
2 2

lim sin 1 lim sin
x x

x x
π π− +

→ →

= =  ซึ่งทําใหไดวา 
2

lim sin 1
x

x
π

→
=   

 

 

 

 

 

 
 

   รูป  1.1.4 

 จากกราฟจะเห็นไดวา 
0 0

lim cos 1 lim cos
x x

x x
− +→ →

= =  เพราะฉะนั้น 
0

lim cos 1
x

x
→

=   

และ lim cos 1 lim cos
x x

x x
π π− +→ →

= − =  ซึ่งจะไดวา lim cos 1
x

x
π→

= −                                                         

 

 

 

                 

1

π3  π2  π

π
2  π3

2  π5
2  π− 2  

−π  

π− 3
2  

− π2

π− 5
2  

− π3
x 

y 

1 

-1 

0 

( ) sinf x x=

π
2

π  

π3
2  π5

2  

π2  

π− 2  

−π  

π− 3
2  

− π2  

π− 5
2  

x 

y 

( ) cosg x x=  

-1 

1 

0 
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x 

รูป  1.1.6           รูป  1.1.7 

1 2 3 4 

2 

1 

3 
( )y f x= 1  

y 

ตัวอยาง 1.1.3   ให f เปนฟงกชันซึ่งกราฟของ f  แสดงดังรูป 1.1.5   

 

 

 

 

 
 

     รูป 1.1.5 

จะเห็นวาขณะที่ x  เขาใกล 2  จากทางซายคา ( )f x  เขาใกล 1 นั่นคือ 
2

lim
x −→

( )f x =  1  และขณะที่ x  

เขาใกล 2  จากทางขวาคา ( )f x  เขาใกล 3  นั่นคือ 
2

lim
x +→

( )f x =  3  ดังนั้น 
2

lim ( )
x

f x
→

 หาไมได จากรูป 

1.1.5  เชนกัน จะเห็นวา (2)f  =  1.5                                                                                          
 

ขอสังเกต  ตัวอยาง 1.1.3  แสดงใหเห็นวาลิมิตซาย ลิมิตขวาและคาของฟงกชันที่จุดนั้นอาจตางกันได

ทั้งหมด 
 

ตัวอยาง 1.1.4  ให 1f  และ 2f  เปนฟงกชันซึ่งกราฟของฟงกชันทั้งสองแสดงดังรูป 1.1.6 และรูป  1.1.7  

ตามลําดับ 

 

 

 

 

 

 

 

จากรูป 1.1.6 และรูป 1.1.7  จะเห็นวากราฟของ 1f  และ 2f  เปนกราฟรูปเดียวกันกับกราฟของ 

f  ในตัวอยาง 1.1.3 ตางกันที่ (2) 1.5f =  ซึ่งไมเทากับ  
2

lim ( )
x

f x
+→

  และ 
2

lim ( )
x

f x
−→

 ในขณะที่ 

1 12
(2) 1 lim ( )

x
f f x

−→
= =  และ 2 (2)f  ไมนิยาม  อยางไรก็ตามลิมิตของฟงกชัน  1f   และ  2f  ที่ 2  หา

ไมไดเชนเดียวกัน  ทั้งนี้เพราะวา 

1 2 3 4 

2 

1 

3 
( )y f x= 2  

y  

x 

1 2 3 4

2 

1 

3 
( )y f x=  

y  

 

x  
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2
lim
x −→

1( )f x =   
2

lim
x −→

2 ( )f x =   1 

และ    

2
lim
x +→

 1( )f x =   
2

lim
x +→

2 ( )f x =   3  

 
ขอสังเกต  1.  จากตัวอยาง 1.1.3  และตัวอยาง 1.1.4 อาจกลาวไดวาลิมิตซายและลิมิตขวาของฟงกชัน

ไมข้ึนตอกันและไมข้ึนกับคาของฟงกชันที่จุดนั้น 

      2.  ฟงกชัน 2f  ในตัวอยาง 1.1.4 แสดงใหเห็นวาลิมิตซายและลิมิตขวาของฟงกชันสามารถ

หาได  แมวาคาของฟงกชันที่จุดนั้นจะไมนิยามก็ตาม  
 

ตัวอยาง  1.1.5   ให f  เปนฟงกชันซึ่งกราฟของฟงกชันแสดงดังรูป  1.1.8 

 

 

 

 

 

รูป  1.1.8 

จากรูป 1.1.8 เมื่อ x  เขาใกล 6 จากทางซาย ( )f x มีคาเขาใกล 1 ดังนั้น 
6

lim
x −→

( )f x = 1  แตเมื่อ x  

เขาใกล 6  ทางดานขวา คาของฟงกชัน f แปรเปลี่ยนมากมายในชวง 3−  ถึง 3  โดยจะเห็นวาเมื่อ x  เขาใกล 

6 จากทางขวามากยิ่งขึ้นเทาใดก็ตาม  คา ( )f x ก็แปรเปลี่ยนมากยิ่งขึ้นเชนกัน ซึ่งกลาวไดวาไมมีคาคงตัวคา

ใดเลยในชวง [ 3,3]−  นี้ที่คา ( )f x  เขาใกลคานั้น  เพราะฉะนั้น  
6

lim
x +→

( )f x หาไมได     

                                        

 

ขอสังเกต จากตัวอยาง 1.1.5 แสดงใหเห็นวามีบางฟงกชันที่หาลิมิตซายหรือลิมิตขวาไดเพียงอยางเดียว 

 

 

 

 
 

1 
2 
3 

-1 
-2 
-3 

y 

x 
( )y f x=

 
1 2 3 4 5 6 
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( )y f x=  

y 

x2 ( )y g x=  

y

x 
-3 

ตัวอยาง 1.1.6  ให f  เปนฟงกชันซึ่งกราฟของฟงกชันแสดงดังรูป 1.1.9 

                                                     

 

 

 

 

 

รูป  1.1.9 

  

จากรูป 1.1.9  จะเห็นวาขณะที่ x  เขาใกล 0  จากทางขวา ( )f x  มีคามากขึ้นเรื่อย ๆ โดยไมมีที่

ส้ินสุด  ดังนั้น 
0

lim
x +→

( )f x  หาไมได ซึ่งการหาลิมิตไมไดในกรณีนี้ เราจะเขียนแทนดวยสัญลักษณ 

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞  

แตขณะที่ x  เขาใกล 0  จากทางซาย ( )f x  มีคานอยลงเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด  ดังนั้น 
0

lim
x −→

( )f x  หา

ไมได ซึ่งการหาลิมิตไมไดในกรณีนี้ เราจะเขียนแทนดวยสัญลักษณ 

0
lim ( )
x

f x
−→

= −∞  

 
 

ตัวอยาง 1.1.7 ให f  และ g  เปนฟงกชันซึ่งกราฟของฟงกชันแสดงดังรูป 1.1.10 และรูป 1.1.11  

ตามลําดับ 

 

                                  

 

 

 

 

 

   รูป  1.1.10                      รูป 1.1.11 

( )y f x=  

y

x
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 จากรูป 1.1.10  จะเห็นวาขณะที่ x  เขาใกล 2 จากทางซายและจากทางขวา ( )f x  มีคาลดลง

เร่ือย ๆ  โดยไมมีที่ส้ินสุด ซึ่งการหาลิมิตไมไดในกรณีนี้  เราจะเขียนแทนดวยสัญลักษณ  

2
lim
x→

( )f x =   −∞  

 จากรูป  1.1.11  จะเห็นในทํานองเดียวกันวาขณะที่ x   เขาใกล 3−  ทั้งจากทางซายและจาก

ทางขวา ( )f x  มีคาเพิ่มข้ึนเรื่อย ๆ  โดยไมมีที่ส้ินสุด ซึ่งการหาลิมิตไมไดในกรณีนี้  เราจะเขียนแทนดวย

สัญลักษณ  

3
lim
x→−

( )g x = +∞  

 
                                                                                      

 ในกรณีทั่วไป การพิจารณาลิมิตของฟงกชัน f  ที่คาคงตัว a   ถา ( )f x  มีคาเพิ่มข้ึนเรื่อย ๆ  

โดยไมมีที่ส้ินสุด ขณะที่ x  เขาใกล a  จากทางซาย หรือจากทางขวา หรือจากทั้งสองทาง เราจะเขียนแทน

ดวยสัญลักษณ  

lim
x a−→

( )f x =   +∞   หรือ   lim
x a+→

( )f x =   +∞    หรือ    lim
x a→

 ( )f x =   +∞     

ตามลําดับ และอานวา  “ลิมิตของ  ( )f x  เมื่อ  x  เขาใกล  a  จากทางซาย (หรือ x  เขาใกล  a  จาก

ทางขวา หรือ x  เขาใกล  a  ตามลําดับ)  เทากับบวกอนันต”  

 แตถา ( )f x  มีคาลดลงเรื่อย ๆ  โดยไมมีที่ส้ินสุด ขณะที่ x  เขาใกล a  จากทางซาย หรือจาก

ทางขวา หรือจากทั้งสองทาง เราจะเขียนแทนดวยสัญลักษณ  

     lim
x a−→

( )f x =   −∞   หรือ  lim
x a+→

( )f x =   −∞    หรือ    lim
x a→

 ( )f x =  −∞     

ตามลําดับ  และอานวา  “ลิมิตของ  ( )f x  เมื่อ  x  เขาใกล  a  จากทางซาย ( หรือ x  เขาใกล  a  จาก

ทางขวา หรือ x  เขาใกล  a  ตามลําดับ)  เทากับลบอนันต”     
 

 จากตัวอยางที่กลาวมา จะเห็นวาการหาลิมิตของฟงกชันเปนการพิจารณาลักษณะการ

เปลี่ยนแปลงคาของฟงกชันเมื่อตัวแปรอิสระเขาใกลคาคงตัวตัวหนึ่ง แตอยางไรก็ตามในเรื่องของลิมิตนี้เรา

ยังอาจพิจารณาลักษณะการเปลี่ยนแปลงคาของฟงกชันเมื่อตัวแปรอิสระของฟงกชันเพิ่มข้ึนหรือลดลงเรื่อย ๆ   

โดยไมมีที่ส้ินสุด 
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 ถาตัวแปรอิสระ x  มีคาเพิ่มข้ึนเรื่อย ๆ  โดยไมมีที่ส้ินสุด จะเขียนแทนดวยสัญลักษณ x →+∞  

และอานวา “ x   เขาใกลบวกอนันต”  ในทํานองเดียวกันถา x  มีคาลดลงเรื่อย ๆ  โดยไมมีที่ส้ินสุด  เราจะ

เขียนแทนดวยสัญลักษณ x →−∞  และอานวา “ x  เขาใกลลบอนันต” 

 ถา x →+∞  หรือ x →−∞  แลวคาของ ( )f x  เขาใกลคาคงตัว L  เพียงจํานวนเดียว จะเขียน

แทน  L  ดวยสัญลักษณ   lim ( )
x

f x
→+∞

  หรือ  lim ( )
x

f x
→−∞

 นั่นคือ  จะเขียน 

   lim
x→+∞

( )f x = L    หรือ   lim
x→−∞

 ( )f x =  L     

ตามลําดับ  เราเรียก  lim ( )
x

f x
→+∞

 วา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ  x   เขาใกลบวกอนันต  และเรียก  

lim ( )
x

f x
→−∞

 วา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ   x   เขาใกลลบอนันต   

 ถา x →+∞  แลว ( )f x  มีคาเพิ่มข้ึนเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด  หรือลดลงเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด    

จะเขียนแทน   ดวยสัญลักษณ    

                              lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞   หรือ  lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞   

และอานวา  “ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ  x   เขาใกลบวกอนันตเทากับบวกอนันต”  และ  “ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ   

x   เขาใกลบวกอนันตเทากับลบอนันต” ตามลําดับ   ขอตกลงทางสัญลักษณสําหรับกรณีที่  x →−∞  

แลว ( )f x  มีคาเพิ่มข้ึนเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด  หรือลดลงเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด  จะเปนไปในทํานอง

เดียวกัน  

ตัวอยางตอไปนี้แสดงการพิจารณาลิมิตของฟงกชันเมื่อตัวแปรอิสระ x  เพิ่ม ข้ึนหรือลดลง

เ ร่ือย  ๆ  โดยไมมีที่ส้ินสุด 
 

ตัวอยาง  1.1.8   ให f  เปนฟงกชันซึ่งกราฟของฟงกชันแสดงดังรูป 1.1.12 

 

 

                                 

 

 

รูป  1.1.12 

 ขณะที่  x →+∞   จะเห็นวากราฟของ f  เขาใกลเสนตรง 4y =  ดังนั้นคาของ ( )f x  เขาใกล  4   

นั่นคือ  lim
x→+∞

( )f x =  4  

y 

4 

-1 
x 

( )y f x=

1y = −

4y =  



 10

 ขณะที่ x →−∞  จะเห็นวากราฟของ f  เขาใกลเสนตรง 1y = −  ดังนั้นคาของ ( )f x  เขาใกล  1−   

นั่นคือ  lim
x→−∞

 ( )f x =  1−                                                                                           
 

ตัวอยาง  1.1.9   ให f  เปนฟงกชันซึ่งกราฟของฟงกชันแสดงดังรูป 1.1.13 

 

 

                   

 

 
 

รูป  1.1.13 

ขณะที่ x→−∞  จะเห็นวา ( )f x  มีคาเพิ่มข้ึนเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด  เพราะฉะนั้น 

lim
x→−∞

( )f x =  +∞  

และขณะที่ x→+∞  คาของ ( )f x  กวัดแกวงขึ้นลงตามแนวเสนตรง y = 2−  และเมื่อ x  ยิ่ง

มากขึ้นการกวัดแกวงของ ( )f x  โดยมีเสนตรง y  = 2−  เปนแกนจะยิ่งแคบลงดังรูป ทําใหเห็นไดชัดวา

คาของ ( )f x เขาใกล 2−  นั่นคือ lim
x→+∞

( )f x = 2−                                             
 

ตัวอยาง  1.1.10  ให f เปนฟงกชันซึ่งกราฟของฟงกชันแสดงดังรูป 1.1.14 

                             

 

 

 

 

 
 

  

ขณะที่ x→−∞   จะเห็นวา ( )f x  มีคาลดลงเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด  ดังนั้น lim ( )
x

f x
→−∞

 = −∞  

 แตในขณะที่ x→+∞  คาของ ( )f x  กวัดแกวงขึ้นลงอยางสม่ําเสมอในชวง [ 3,3]−  นั่นคือหาคา

คงตัวคาหนึ่งคาใดไมไดที่ ( )f x  จะเขาใกลคานั้น ดังนั้น lim
x→+∞

( )f x  จึงหาไมได                                               

-2 

y 

x

( )y f x=  y = -2 

( )y f x=  

y 

-3 

3
( )y f x=

x 

รูป 1.1.14 
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แบบฝกหัด  1.1 
 

 ให  f  เปนฟงกชันซึ่งกราฟของฟงกชันแสดงดังรูป สําหรับกราฟในขอ 1-6 จงหา 

lim
x a+→

( )f x , lim
x a−→

( )f x  , lim
x a→

( )f x , ( )f a , lim
x→−∞

( )f x และ lim
x→+∞

( )f x  

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

• 

2 

y 

x 

( )y f x=  

2=a

1. 

( )y f x=  

y 

x 
0a =

2. 

1 

y 

x 

0=a  

3. 

y 

x 4 

4a =

4. 

y 

x 
3 

3a =  

5. y 

x -2 
2a = −

6. 
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1.2 บทนิยามของลิมิต 

ให  a  เปนคาคงตัว และ I  เปนชวงเปด  เราเรียก I  วาชวงเปดรอบ  a  ถา a I∈   

ตัวอยางเชน  (0,4)   เปนชวงเปดรอบ  1  และยังมีชวงเปดรอบ 1 อีกมากมายนับไมถวนเชน  ( 3,2)− , 

( , 2)−∞  และ  ( 5, )− +∞  เปนตน 

 กําหนดให a  และ L  เปนคาคงตัว และ I  เปนชวงเปดรอบ  a   และให f  เปนฟงกชันที่นิยาม

บน I  อาจจะยกเวนไดที่ a  จากหัวขอ 1.1 เราไดใหความหมายสัญลักษณ   

     lim
x a→

( )f x =  L                                            (1.2.1)  

ซึ่งหมายถึง ( )f x มีคาเขาใกล  L  เมื่อ  x  มีคาเขาใกล  a  ดังนั้นการเขียนบทนิยามทางคณิตศาสตร

ใหกับสัญลักษณใน (1.2.1) เราตองแปลความหมายคําวา “เขาใกล” ใหเปนความหมายทางคณิตศาสตร

เสียกอน 

 ในหัวขอ 1.1 เราไดใหความหมายของขอความ  “ (ตัวแปรอิสระ) x  เขาใกล a ”  โดยหมายความ

วา x  ถูกกําหนดใหมีคาที่ใกลเคียง a  เทาใดก็ได ไมวา x  จะนอยกวา a  หรือมากกวา a  แตไมเทากับ 

a  ซึ่งความหมายดังกลาวสามารถเขียนเชิงคณิตศาสตรไดโดย กําหนดชวงเปด  ( , )a aδ δ− +  ใด ๆ  โดย

ที่  0δ >  ซึ่งเปนชวงเปดรอบ a  แทนขอความ “ใกลเคียง a  เทาใดก็ได“ จากการกําหนดดังกลาว  ทําให

เราใหความหมายของขอความ  “ x  เขาใกล a ”  เชิงคณิตศาสตรไดดังนี้   

 
    

“ (ตัวแปรอิสระ) x  เขาใกล a ” หมายถึง  ทุก ๆ 0δ >  จะมี 0x  ใน ( , )a aδ δ− +  โดยที่ 0x a≠  

และ x   มีคาเทากับ 0x   
 

 

ลําหรับขอความ “ (ตัวแปรตาม) ( )f x  เขาใกล L ” เราจะหมายความในทํานองเดียวกัน เพียงแตกรณี

หลังนี้ ( )f x  อาจเทากับ L  ไดสําหรับบางคา x    

จากการใหความหมายเชิงคณิตศาสตรของการเขาใกลคาคงตัวของทั้งตัวแปรอิสระและตัวแปร

ตามที่กลาวมาขางตน  เราสามารถใหความหมายเชิงคณิตศาสตรของสัญลักษณใน (1.2.1) โดยจะอธิบาย

ใหเห็นดังนี้   
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โดยการใหความหมายของขอความ   “ ( )f x  เขาใกล L ”  เราควรจะกําหนดจํานวนจริง 0ε >   

ใด ๆ เสียกอน  ตอไป เพื่อจะใหไดขอความ  “ ( )f x  เขาใกล L ”  เราตองการทราบคาของตัวแปรอิสระ x  

ที่ทําให  ( )f x  มีคาในชวงเปด  ( , )L Lε ε− +  ซึ่งควรจะพิจารณาจากการที่ตัวแปรอิสระ x  เขาใกล  a   

ดังนั้น  การมีของคาของตัวแประอิสระ  x  ดังกลาว  จึงมีความหมายเดียวกันกับการมีของชวงเปด 

( , )a aδ δ− +  โดยที่ 0δ >   ซึ่งมีสมบัติวา ถา  0x x=  สําหรับบาง  0 ( , )x a aδ δ∈ − +  โดยที่  0x a≠  

แลว  ( ) ( , )f x L Lε ε∈ − +  (ดูรูป 1.2.1)  

 

 

 

 

                                                       
 

        
 

          รูป  1.2.1 
 

การอธิบายขางตนนําไปสูการเขียนบทนิยามของลิมิตดังนี้  
 

บทนิยาม 1.2.1 ให f  เปนฟงกชันและมีบางชวงเปดรอบคาคงตัว a  ที่ f  ไดนิยามไวทุกจุดในชวงนี้ซึ่ง

อาจยกเวนไดที่ a  และ L  เปนคาคงตัว เราเรียก L  วา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  และเขียน

แทนดวย lim
x a→

( )f x =  L  ถาสําหรับแตละจํานวนจริงบวก ε  จะมีจํานวนจริงบวก δ  ที่ทําให   

| ( ) |f x L− < ε  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง 0 <  | |x a− < δ  

 

ตัวอยาง 1.2.2  จงแสดงวา 
2

lim
x→

 (3 5) 1x − =  โดยใชบทนิยาม 1.2.1    

วิธีคิด กอนที่จะพิสูจน เราลองมาพิจารณาวาถากําหนด ε > 0 มาให แลวเราควรจะหา δ > 0   เปน

เทาใดที่จะทําให 

             | (3 5) 1|  x − − <  ε                                   (1.2.2)                          

x 

y 

x1  a x2  

L 

a δ−  a δ+    

L+ ε  

L- ε  δ  δ  

( )y f x=  

x0  
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เมื่อ x  สอดคลองกับอสมการ 0  | 2 |  x< − < δ  และเพื่อจะหา δ  เราจะเขียน  (1.2.2) ใหมดังนี้ 

            | 3 6 |  x ε− <          หรือก็คือ         3 | 2 |  x ε− <  

ซึ่งทําใหไดวา 

2 3x ε− <  

เราจึงทราบวาจะตองเลือก  3
εδ ≤   ในการพิสูจน 

วิธีทํา กําหนดให ε  เปนจํานวนจริงบวก เลือก 3
εδ ≤  ดังนั้นเมื่อ x  สอดคลองกับอสมการ 

0 | 2 |x< − < 3
ε  แลวจะได  

  ( ) (3 5) 1 | 3 6 | 3 | 2 | 3 3f x L x x x ε ε− = − − = − = − < =                                                       
 

 

ขอสังเกต   

1.  ในการแสดงวา lim
x a→

( )f x =  L  เราตองหา δ >  0  เพื่อใหเงื่อนไขของบทนิยาม 1.2.1 เปนจริง 

ดังนั้น δ  ที่หาไดจึงขึ้นกับคา ε  ที่กําหนดมาดังตัวอยาง 1.2.2 

2.  จํานวนจริงบวก δ  ในบทนิยาม 1.2.1 มีไดหลายคา เชนถาทราบวา 1δ  เปนจํานวนจริงบวกที่ทําให

เงื่อนไขของบทนิยาม 1.2.1 เปนจริง แลวจํานวนจริงบวก 2δ  ใด ๆ ที่นอยกวา 1δ  ก็จะทําใหเงื่อนไขของ

บทนิยาม 1.2.1  เปนจริงดวย เพราะวา   ถา  0 <  | |x a− 2δ<   แลว   0 <  | |x a− 2δ< 1δ<     ดังนั้น

ในตัวอยาง 1.2.2  เราอาจเลือก δ  เปน  4
ε  หรือ 5

ε  หรือ 6
ε  

 

ตอไปจะเปนการใหบทนิยามของลิมิตทางเดียว ซึ่งการใหบทนิยามหรือความหมายของสัญลักษณ  

lim ( )
x a

f x L
−→

=  และ lim ( )
x a

f x L
+→

= นั้นสามารถอธิบายไดเชนเดียวกับลิมิตสองทางที่ไดกลาวมาแลวกอน

หนานี้ ตางกันเพียงแตลิมิตทางเดียวนั้น คาของตัวแปรอิสระ x  จะนอยกวาหรือมากกวา a  เพียงอยางใด

อยางหนึ่ง 
 

บทนิยาม 1.2.3 ให f  เปนฟงกชันและมีบางชวงเปดรอบ a  ที่ f ไดนิยามไวทุกจุดในชวงนี้ซึ่งอาจ

ยกเวนไดที่ a  และ L   เปนคาคงตัว  

1. เราเรียก L  วา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  ทางซาย และเขียนแทนดวย 

lim ( )
x a

f x L
−→

=   ถาสําหรับจํานวนจริงบวก ε  มีจํานวนจริงบวก δ  โดยที่  

| ( ) |f x L− < ε   



 15

  a-δ  a +δ  a
x 

L 

y 

L- ε  

L+ ε  

  a-δ  a
x

y

L 

L+ ε  

L- ε  

a + δ  a
x

y

L 

L+ ε  

L- ε  

 สําหรับทุก ๆ  x  ซึ่ง a − δ < x < a  

2. เราเรียก L  วา ลิมิตของ  ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  ทางขวา และเขียนแทนดวย 

lim ( )
x a

f x L
+→

=  ถาสําหรับจํานวนจริงบวก ε  มีจํานวนจริงบวก δ  โดยที่  

| ( ) |f x L− < ε  

  สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง a < x < a + δ  
 

 กอนการใหตัวอยางการแสดงลิมิตดานเดียวเปนจริง จะขอเปรียบเทียบความหมายของบทนิยาม 

1.2.1  กับบทนิยาม 1.2.3 ดังนี้  

ในบทนิยาม 1.2.1 กลาววาเมื่อกําหนด ε 0>  มาให เราตองหา δ 0>  ที่ทําให ( )f x  

สอดคลองกับอสมการ 

                                  | ( ) |f x L− < ε                       (1.2.3) 

 ถา x  สอดคลองกับอสมการ  0 | |x a< − < δ  หรือกลาวอีกอยางหนึ่งก็คือ x  เปนสมาชิกของ 

เซต ( , ) ( , )a a a aδ δ− ∪ +  ดังรูป 1.2.2 (ก) 

 สําหรับบทนิยาม 1.2.3 (1) ตองการให (1.2.3) เปนจริงเฉพาะเมื่อ x  เปนสมาชิกของเซต  

( , )a aδ−  ดังรูป 1.2.2 (ข) เทานั้น  ในขณะที่บทนิยาม 1.2.3 (2) ตองการให (1.2.3) เปนจริงเฉพาะเมื่อ 

x  เปนสมาชิกของเซต  ( , )a a δ+  ดังรูป 1.2.2 (ค) เทานั้น 

 

 

 

 

 

 

 
 

           (ก)          (ข)        (ค) 

   รูป 1.2.2   
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L 

x

y 

N
N  

L+ ε  
L- ε  L 

x 

y 

N−  

L+ ε  
L- ε  

 

ตัวอยาง 1.2.4   จงแสดงวา 
0

lim 0
x

x
+→

=   

วิธีทํา  กําหนดให ε  เปนจํานวนจริงบวก  เลือก 0 δ<  2ε≤ ดังนั้นเมื่อใดที่ x  สอดคลองกับอสมการ 

0 0x δ< < +  หรือ 20 x δ ε< < ≤  จะได x ε<  และเนื่องจาก x x=   จึงได 

     ( )  f x L x ε− = <                                        

 

ขอสังเกต  เนื่องจากฟงกชันซึ่งนิยามโดย ( )f x = x  มีโดเมนคือเซตของจํานวนจริงไมเปนลบ ดังนั้น 

0
lim 0
x

x
+→

=  เทานั้นที่เปนจริง สวนการเขียน 
0

lim 0
x

x
−→

=  หรือ 
0

lim 0
x

x
→

=  จึงเปนการเขียนประโยคที่

ไมมีความหมาย                                                 
  

ในหัวขอ 1.1 ไดกลาวถึงลิมิตตอไปนี้เมื่อ L   เปนคาคงตัวดวยเชนกันคือ          

                lim
x→−∞

( )f x =  L    และ   lim
x→+∞

( )f x =  L                          

เราจึงตองพิจารณาการใหความหมายทางคณิตศาสตรของ “ x →+∞ ” และ “ x →−∞ ” ซึ่งโดยการ

สังเกตจากรูป 1.2.3 และรูป 1.2.4   

 

 

 

 
 

( )f x  สอดคลอง ( )f x L− < ε  เมื่อ x N>  

รูป 1.2.3 

( )f x  สอดคลอง  ( )f x L− < ε  เมื่อ x N< −  

รูป 1.2.4 
 

เราสามารถแปลความหมายไดตามลําดับดังนี้ 

1. x →+∞  หมายความวาเมื่อกําหนดจํานวนบวก N  ไมวา N  จะมีคามากเทาใดก็ตามจะ

ยังคงมี x  ซึ่ง x N>    

 2. x →−∞  หมายความวาเมื่อกําหนดจํานวนบวก N  ไมวา N  จะมีคามากเทาใดก็ตามจะ

ยังคงมี x  ซึ่ง x N< −   
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เมื่อนําความหมายเหลานี้รวมกับความหมายของ “ ( )f x  เขาใกล L” ดังที่เคยกลาวมา แลวจะได

บทนิยามตอไปนี้ 
 

บทนิยาม 1.2.5  ให f  เปนฟงกชันที่ไดนิยามไวบนชวงอนันต ( , )a +∞  และ L  เปนคาคงตัว เราเรียก 

L  วา ลิมิตของ  ( )f x  เมื่อ x →+∞  และเขียนแทนดวย lim
x→+∞

( )f x = L   ถาสําหรับแตละ 0ε >  

จะตองมีจํานวนจริงบวก N  ที่ทําให 

| ( ) |f x L ε− <  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง x N>  (ดังรูป 1.2.3) 
 

บทนิยาม 1.2.6   ให f  เปนฟงกชันที่ไดนิยามไวบนชวงอนันต ( ,  )a−∞   และ L  เปนคาคงตัว เราเรียก 

L  วา ลิมิตของ  ( )f x  เมื่อ x → −∞  และเขียนแทนดวย lim
x→−∞

( )f x = L   ถาสําหรับแตละ 0ε >  

จะตองมีจํานวนจริงบวก N  ที่ทําให 

| ( ) |f x L ε− <  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง x N< −  (ดังรูป 1.2.4) 

 

ตัวอยาง 1.2.7  จงแสดงวา  lim
x→−∞

1x 0=  

วิธีทํา กําหนดให ε  เปนจํานวนจริงบวก เราเลือก 1N ε≥  แลวไดวาเมื่อ x  สอดคลองกับอสมการ 

x N< −  จะทําให  1x ε< −   ซึ่งสมมูลกับ  1x ε− >  

เนื่องจาก  1
ε  เปนจํานวนบวก  จึงได x  เปนจํานวนลบ  ดังนั้น   

  1| |  x x ε= − >    ซึ่งสมมูลกับ     1| |  x ε<  

ทําใหไดวา  

  1 1( ) 0  | |  f x L x x ε− = − = <                                                           

 

 ในหัวขอ 1.1 ไดพิจารณาลิมิตของฟงกชันดวยรูป ในลักษณะตาง ๆ  ตอไปนี้คือ 

                 lim ( )
x a

f x
→

= +∞               (1.2.4) 

 lim ( )
x a

f x
+→

= +∞  (1.2.5) 

                  lim ( )
x a

f x
−→

= +∞    (1.2.6)   



 18

M  

y 

x 
a -δ  a +δ  

                  lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞    (1.2.7) 

       lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞    (1.2.8) 

                  lim ( )
x a

f x
→

= −∞    (1.2.9) 

                 lim ( )
x a

f x
+→

= −∞                                     (1.2.10)  

                 lim ( )
x a

f x
−→

= −∞   (1.2.11) 

 lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞                                           (1.2.12) 

                lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞                                    (1.2.13) 
  

เรากลาววาลิมิตใน (1.2.4) - (1.2.13) หาไมได เพราะวาคา ( )f x  ใน (1.2.4) - (1.2.8)  มีคา

เพิ่มข้ึนเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด ในขณะที่คา ( )f x ใน (1.2.9) - (1.2.13) มีคาลดลงเรื่อย ๆ โดยไมมีที่

ส้ินสุด  และเพื่อจะใหบทนิยามของลิมิตเหลานี้ เราตองพิจารณาความหมายของขอความ “ ( )f x  มีคา

เพิ่มข้ึนเรื่อย  ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด”  และในที่นี้จะพิจารณาเพื่อใหบทนิยามของ (1.2.4) และ (1.2.8) เทานั้น 

สําหรับบทนิยามลิมิตที่เหลือสามารถนิยามไดในทํานองเดียวกัน 

 เมื่อกลาววา ( )f x  มีคาเพิ่มข้ึนเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุดในขณะที่ x  เขาใกล a  ทั้งจากทางซาย

และจากทางขวาของ a  เราหมายความวาเมื่อกําหนดจํานวนจริงบวก M  มาใหไมวา M  จะมีคามาก

เทาใดก็ตาม  เรายังคงหา x  ที่อยูใกล ๆ a  ไดทั้งที่มากกวา a  และนอยกวา a  และทําให  ( )f x  มีคา

มากกวา M  ดังรูป 1.2.5 

 

 

 

 
                                          

                                                   

                                                         รูป 1.2.5 
 

 จะเห็นวาเมื่อกําหนดจํานวนจริงบวก M ลงบนแกน y  จะมี x  ที่อยูระหวางจุด a δ− และ a δ+  

ที่ทําให 

            ( )f x M>              (1.2.14)  
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y 

M−  

x 
a-δ  a+δ  

และจากรูป 1.2.5 จะเห็นวาไมวา M  จะมีคามากเทาใด ก็จะสามารถหา δ  ที่เล็กพอที่ทําให  (1.2.14) 

เปนจริง เมื่อ  a δ− x< <  a δ+    จึงสรุปเปนบทนิยามไดดังนี้ 
 

บทนิยาม 1.2.8 ให f เปนฟงกชันและมีบางชวงเปดรอบคาคงตัว a  ที่ f  ไดนิยามไวทุกจุดใน ชวงนี้ซึ่ง

อาจยกเวนไดที่ a  เรากลาววา  ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  มีคาเทากับ +∞  และเขียนแทน

ดวย lim
x a→

( )f x = +∞  ถาสําหรับแตละจํานวนจริงบวก M  มีจํานวนจริงบวก δ  ที่ทําให  

                                          ( )f x M>  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง 0 x a δ< − <     
 

 ในทํานองเดียวกันเมื่อกลาววา ( )f x  มีคาลดลงเรื่อย ๆ โดยไมมีที่ส้ินสุด ในขณะที่ x  เขาใกล  

a  ทั้งจากทางซายและจากทางขวาของ a  เราหมายความวาเมื่อกําหนดจํานวนจริงบวก  M  มาใหไมวา 

M  จะมีคามากเทาใดก็ตาม เรายังคงหา x  ที่อยูใกล ๆ a   ได  ทั้งที่มากกวา a  และนอยกวา a  และทํา

ให ( )f x มีคานอยกวา  M−  ดังรูป 1.2.6   

                                            

 
 

 

 
                                        

                                                                   

    รูป 1.2.6 
 

จะเห็นวาเมื่อกําหนดจํานวนจริงลบ M−  โดยที่  0M >  ลงบนแกน y  จะมี x  ที่อยูระหวาง 

a δ−  และ a δ+  ที่ทําให 

         ( )f x M< −              (1.2.15) 

และไมวา  M  จะมีคามากเทาใด  ก็ยังคงหา δ  ที่เล็กพอที่ทําให  (1.2.15)  เปนจริงเมื่อ a δ− x< <  

a δ+  จึงสรุปเปนบทนิยามไดดังนี้ 
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บทนิยาม 1.2.9  ให f  เปนฟงกชันและมีบางชวงเปดรอบคาคงตัว a  ที่ f  ไดนิยามไวทุกจุดใน ชวงนี้

ซึ่งอาจยกเวนไดที่ a   เรากลาววา  ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  มีคาเทากับ −∞  และเขียน

แทนดวย  lim
x a→

( )f x = −∞   ถาสําหรับแตละจํานวนจริงบวก M  มีจํานวนจริงบวก δ  ที่ทําให  

( )f x M< −  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง  0  | |  x a δ< − <  
 

ตัวอยาง 1.2.10  จงแสดงวา  
0

lim
x→ 2

1
x  = +∞  

วิธีทํา  กําหนดให M  เปนจํานวนจริงบวก เลือก δ 1
M

≤  จะไดวาเมื่อ x  สอดคลองกับอสมการ 

0  | 0 |  x δ< − <  หรือ ก็คือ  1| |  x
M

<  ซึ่งสมมูลกับ  2 1| |x
M

<  

เนื่องจาก 2 2 2| |  | |x x x= =   จึงไดวา    2 2
1 1| ( ) |   | |  | |f x L Mx x− = = >                                    

 

แบบฝกหัด 1.2   
  

1.   จงใชบทนิยาม 1.2.1  ในการแสดงวาลิมิตเปนจริงในขอตอไปนี้ 

       1.1   
3

lim(4 5) 7
x

x
→

− =     1.2    2

0
lim 1
x

x xx→

+ =   
 

2.   จงใชบทนิยาม 1.2.3  ในการแสดงวาลิมิตดานเดียวเปนจริงในขอตอไปนี้ 

       2.1  
4

lim 4 0
x

x
+→

− =              2.2    
0

lim 0
x

x
−→

− =  

        2.3  
2

lim ( ) 2
x

f x
+→

=   เมื่อ 
, 2

( )
3 , 2
x x

f x
x x

>⎧
= ⎨ ≤⎩

  

       2.4   
1

lim ( ) 3
x

f x
−→

=   เมื่อ 
2 1 , 1

( )
2 , 1

x x
f x

x x
⎧ + >

= ⎨
+ <⎩

 

3.   จงใชบทนิยาม 1.2.5 และบทนิยาม 1.2.6  ในการแสดงวาลิมิตเปนจริงในขอตอไปนี้   

       3.1  1lim 02x x→+∞
=+  3.2   lim

x→−∞

4 1 2
2 5

x
x
−

=
+

  

      3.3  lim
x→+∞

1
1

x
x

=
+

  3.4   lim
x→−∞

1
1

x
x

=
+

 

 

4.   จงใชบทนิยาม 1.2.8  และบทนิยาม 1.2.9  ในการแสดงวาลิมิตเปนจริงในขอตอไปนี้ 
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       4.1  
3

lim
x→ ( )2

1
3x

−
= −∞

−
   4.2   

1
lim
x→

 1
| 1|x

= +∞
−

  

5. ให f  เปนฟงกชันที่นิยามบนชวงเปด ( , )a b  เรากลาววา  ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  

ทางขวา มีคาเทากับ −∞  และเขียนแทนดวย lim
x a+→

( )f x = −∞   ถาสําหรับแตละจํานวนจริงบวก M  

มีจํานวนจริงบวก δ  ที่ทําให  

( )f x M< −  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง    a x a< < +δ  

จากบทนิยามขางตน จงแสดงวา 
1

lim
x +→

1
1 x

= −∞
−

 

6. ให f  เปนฟงกชันที่นิยามบนชวงเปด ( , )b a  เรากลาววา  ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  เขาใกล a  

ทางซาย มีคาเทากับ +∞  และเขียนแทนดวย  lim
x a−→

( )f x = +∞   ถาสําหรับแตละจํานวนจริงบวก M  

มีจํานวนจริงบวก δ  ที่ทําให  

( )f x M>  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง   a x a− < <δ  

จากบทนิยามขางตน จงแสดงวา 
1

lim
x −→

1
1 x

= +∞
−

 

7.  ให f  เปนฟงกชันที่ไดนิยามไวบนชวงอนันต ( ,  + )a ∞  เรากลาววา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x →+∞  

มีคาเทากับ +∞  และเขียนแทนดวย lim
x→+∞

( )f x =+∞   ถาสําหรับแตละจํานวนจริงบวก M  มีจํานวน

จริงบวก N  ที่ทําให  

( )f x M>  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง x N>  

จากบทนิยามขางตน จงแสดงวา 2lim ( 3)
x

x
→+∞

− = +∞  

8.  ให f  เปนฟงกชันที่ไดนิยามไวบนชวงอนันต ( , )a−∞  เรากลาววา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x → −∞  

มีคาเทากับ −∞  และเขียนแทนดวย lim
x→−∞

( )f x =−∞   ถาสําหรับแตละจํานวนจริงบวก M  มีจํานวน

จริงบวก N  ที่ทําให  

( )f x M< −  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง x N< −  

จากบทนิยามขางตน จงแสดงวา 3lim ( 5)
x

x
→−∞

− = −∞  
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1.3 สมบัติและทฤษฎีบทของลิมิต 

 ในหัวขอนี้เราจะศึกษาสมบัติบางประการของลิมิตของฟงกชัน เพื่อที่จะชวยใหการหาลิมิตทําได

งายขึ้น  ทฤษฎีบทแรกที่จะกลาวถึงนี้กลาววา ถา lim ( )
x a

f x
→

 หาได แลวจะมีหนึ่งเดียว ซึ่งจะเห็นวาสอด 

คลองกับแนวคิดเรื่องลิมิตที่ไดกลาวไวต้ังแตตนในหัวขอ 1.1 

 

ทฤษฎีบท 1.3.1  ถา f  เปนฟงกชันซึ่ง 1lim ( )
x a

f x L
→

=  และ 2lim ( )
x a

f x L
→

=  เมื่อ 1L , 2L  และ  a  เปน

คาคงตัว แลว 1L = 2L                                                                                   

บทพิสูจน  จะขอละการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ไวเปนแบบฝกหัด        � 

 

ทฤษฎีบท  1.3.2   ถา a  และ k   เปนคาคงตัว แลว  lim
x a

k k
→

=   

นั่นคือ  ลิมิตของฟงกชันคาคงตัวเทากับคาคงตัวนั้น 

บทพิสูจน กําหนดให ε  เปนจํานวนจริงบวก เราจะหา δ 0>  ที่ทําให  | |  k k ε− <  เมื่อใดก็ตามที่ x  

สอดคลองกับอสมการ 0  | |  x a δ< − <    แตเนื่องจาก 0 | |  k k ε= − <  เสมอ โดยไมข้ึนกับคา x  ใด ๆ   

ดังนั้นจึงเลือก δ  เปนจํานวนจริงบวกตัวใดก็ได  ก็จะทําใหเราไดตามที่ตองการ                            �   
                     

ทฤษฎีบท 1.3.3  ถา a  เปนคาคงตัว แลว lim
x a

x a
→

=   

บทพิสูจน กําหนดให ε  เปนจํานวนจริงบวก เลือก 0 δ ε< ≤  ดังนั้นเมื่อ x  สอดคลองกับอสมการ 

0  | |  x a δ< − <  จะได   | ( ) |   | |  f x L x a δ ε− = − < ≤                                          � 

 

ทฤษฎีบท 1.3.4  ถา ,k a  และ L  เปนคาคงตัว และ lim ( )
x a

f x L
→

=  แลว  

    lim ( )  lim ( )  
x a x a

kf x k f x kL
→ →

= =   

บทพิสูจน  กําหนดให  ε   เปนจํานวนจริงบวก เรามีสองกรณีที่จะพิจารณาดังนี้ 

 กรณี 1   k 0= :  จะได  lim ( )
x a

kf x
→

= lim 0 ( )
x a

f x
→

= lim 0 0 0
x a

L
→

= =  

 กรณี 2 k 0≠ :  จะไดวา | |  0k >   เราจะหา 0δ >  ที่ทําให | ( ) |kf x kL ε− <  เมื่อ x  

สอดคลองกับอสมการ   

                        0 | |x a δ< − <                     (1.3.1) 
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จากขอสมมติที่วา  lim ( )
x a

f x L
→

=  ทําใหมี 1 0δ >  ที่ทําให 

                    | ( ) |  | |f x L k
ε− <  

เมื่อ x   สอดคลองกับอสมการ 

                     10  | |  x a δ< − <                                         (1.3.2) 

ดังนั้นจึงเลือก 10 δ δ< ≤  เพื่อวาเมื่อ x  สอดคลองกับ (1.3.1) แลว x  จะสอดคลองกับ (1.3.2) ดวย ซึ่ง

ทําใหไดวา 

   ( )  ( )   | |kf x kL k f x L k k
ε ε− = − < =                                      � 

 

ทฤษฎีบท 1.3.5  ถา f  และ g  เปนฟงกชันซึ่ง 1lim ( )
x a

f x L
→

=  และ  2lim ( )
x a

g x L
→

=  เมื่อ 1L , 2L และ 

a  เปนคาคงตัว แลว 

1.   ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

± = lim ( )
x a

f x
→

± lim ( )
x a

g x
→ 1 2L L= ±     

นั่นคือ “ลิมิตของผลบวกหรือผลตางของฟงกชันจะเปนผลบวกหรือผลตางของคาลิมิต” 

2.   lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

= lim ( )
x a

f x
→ 1 2lim ( )

x a
g x L L

→
=     

นั่นคือ “ลิมิตของผลคูณของฟงกชันจะเปนผลคูณของคาลิมิต” 

3.   ( )lim ( )x a

f x
g x→

=  
lim ( )
lim ( )
x a

x a

f x
g x

→

→

= 1

2

L
L   เมื่อ 2 0L ≠  

นั่นคือ “ลิมิตของผลหารของฟงกชันจะเทากับผลหารของคาลิมิตถาคาลิมิตของฟงกชันที่เปนตัวหารไมเปน

ศูนย” 

4.   lim ( )n
x a

f x
→

=  lim ( )n
x a

f x
→

=  1
n L  เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวก  (ในกรณีที่  n  เปนจํานวน

เต็มบวกคู  คา ( )f x  ตองมากกวาหรือเทากับ 0  สําหรับทุก ๆ จุด x  ใกล ๆ a  ) 

นั่นคือ “ลิมิตของรากที่ n  ของฟงกชันจะเทากับรากที่ n  ของคาลิมิตเมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวก

ใด ๆ และคา ( )f x  จะตองไมนอยกวาศูนย สําหรับทุก ๆ จุด x  ใกล ๆ a  ในกรณีที่ n  เปนจํานวนเต็มบวกคู” 
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บทพิสูจน   เราจะพิสูจนเฉพาะขอ 1 เทานั้น สวนการพิสูจนขออ่ืน ๆ ผูสนใจศึกษาไดจากบรรณานุกรม  

กําหนดให ε  เปนจํานวนจริงบวก  เราจะแสดงวามีจํานวนจริงบวก δ  ที่ทําให 

       ( ) ( )1 2( ) ( )f x g x L L+ − + < ε  

เมื่อ x  สอดคลองกับอสมการ 

 0  | |  x a δ< − <                                        (1.3.3) 

แตทฤษฎีบทกําหนดวา 1lim ( )
x a

f x L
→

=  และ 2lim ( )
x a

g x L
→

= เราจึงมี 1 0δ >  และ 2 0δ >  ที่ทําให   

 1| ( ) |   2f x L ε− <  (1.3.4) 

เมื่อ x  สอดคลองกับอสมการ 

 10  | |  x a δ< − <                                            (1.3.5) 

และ 

 2| ( ) |   2g x L ε− <   (1.3.6) 

เมื่อ x  สอดคลองกับอสมการ         

 20  | |  x a δ< − <  (1.3.7) 

ตามลําดับ ดังนั้นเราจึงเลือก δ  ของ (1.3.3) ใหนอยกวา 1δ  และ 2δ  เพื่อวาเมื่อ x  สอดคลองกับ 

(1.3.3) แลว x  จะสอดคลองกับ (1.3.5) และ (1.3.7) ซึ่งจะทําให ( )f x และ ( )g x สอดคลองกับ (1.3.4) 

และ (1.3.6) ตามลําดับ  นั่นคือเลือก δ  ดังนี้ 

   1 2  min{ , }δ δ δ≤  

ซึ่งทําใหได 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x g x L L f x L g x L+ − + = − + −   

                                              1 2| ( ) | | ( ) |f x L g x L≤ − + −  2 2
ε ε ε< + =            

ดังนั้น โดยบทนิยามของลิมิต จะไดวา  

( ) 1 2lim ( ) ( )
x a

f x g x L L
→

+ = +  

 จากผลที่ไดนี้กอปรกับ ทฤษฎีบท 1.3.4   เราก็จะไดวา 

                       
( ) ( )

1 2

lim ( ) ( ) lim ( ) ( ( )) lim ( ) lim( ( ))

lim ( ) lim ( )
x a x a x a x a

x a x a

f x g x f x g x f x g x

f x g x L L
→ → → →

→ →

− = + − = + −

= − = −
             

                                                                                                                                                      �    
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หมายเหตุ  ถา A  เปนเซตของจํานวนจริง เราใชสัญลักษณ min A  แทนจํานวนจริงตัวนอยสุดของ

สมาชิกใน A  นั่นคือ min A A∈  และ min A x≤  สําหรับทุก ๆ สมาชิก x  ใน A   

 ถา A  เปนเซตจํากัด นั่นคือ A 1 2{ , , , }nx x x= …  เมื่อ n  เปนจํานวนนับใด  ๆเราอาจแทน min A  

ดวย  1 2min{ , , , }nx x x…  หรือ 1 2min( , , , )nx x x…  
 

ขอสังเกต แมวาทฤษฎีบท 1.3.5 จะกลาวสําหรับฟงกชันเพียงสองฟงกชันเทานั้นก็ตาม แตผลของทฤษฎี

บทก็ยังคงเปนจริงสําหรับฟงกชัน n  ฟงกชัน เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวก นั่นคือถา 1 2, , , nf f f…  เปน

ฟงกชัน n  ฟงกชัน ซึ่ง 

        1lim ( )
x a

f x
→

, 2lim ( )
x a

f x
→

 , . . . ,  lim ( )nx a
f x

→
  

หาไดทั้งหมดแลว 

1 2lim[ ( ) ( ) ( )]nx a
f x f x f x

→
± ± ± =… 1lim ( )

x a
f x

→
± 2lim ( )

x a
f x

→
±… ± lim ( )nx a

f x
→

 

และ 

1 2lim[ ( ) ( ) ( )]nx a
f x f x f x

→
⋅ ⋅ ⋅ =… 1lim ( )

x a
f x

→
⋅ 2lim ( )

x a
f x

→
⋅… lim ( )nx a

f x
→

⋅            (1.3.8) 

โดยเฉพาะอยางยิ่งถา 1 2, , , nf f f… เปนฟงกชันเดียวกันใหชื่อวา f  แลว (1.3.8) จะกลายเปน 

          lim[ ( )]n

x a
f x

→
[lim ( )]n

x a
f x

→
=                  (1.3.9) 

ซึ่งผลของ (1.3.9) และทฤษฎีบท 1.3.2 ทําใหไดวา 

       lim lim
n

n n

x a x a
x x a

→ →
⎡ ⎤= =⎣ ⎦    

ผลของทฤษฎีบท 1.3.5 ยังคงเปนจริงสําหรับลิมิตซาย  ลิมิตขวาและลิมิตเมื่อตัวแปรอิสระเขาใกล

คาอนันต จึงจะกลาวรวมเปนทฤษฎีบทโดยไมพิสูจนดังนี้ 
 

ทฤษฎีบท  1.3.6   ให “ lim ” แทนไดดวย  lim
x a→

 , lim
x a−→

 , lim
x a+→

, lim
x→+∞

 หรือ lim
x→−∞

 อยางใดอยางหนึ่ง 

ถา 1L = lim ( )f x  และ 2L =  lim ( )g x  โดยที่ f  และ g  เปนฟงกชัน 1L  และ 2L  เปนคาคงตัว แลว 

1.   lim[ ( ) ( )]f x g x± =  lim ( )f x ± lim ( )g x 1 2L L= ±  

2.   lim[ ( ) ( )]f x g x⋅ =  lim ( )f x ⋅ lim ( )g x 1 2L L= ⋅  

3.   ( )lim ( )
f x
g x = lim ( )

lim ( )
f x
g x = 1

2

L
L   , 2L 0≠  
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4.   lim ( )n f x lim ( )n f x= 1
n L= เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ 1 0L ≥  ในกรณีที่ n  

เปนจํานวนเต็มคู               

ตอไปนี้เปนตัวอยางของการหาลิมิตของฟงกชันโดยใชทฤษฎีบท 1.3.6 
 

ตัวอยาง  1.3.7  จงหา  2

5
lim( 4 3)
x

x x
→

− +   

วิธีทํา  2

5
lim( 4 3)
x

x x
→

− +  2

5
lim
x

x
→

=
5

lim 4
x

x
→

−
5

lim3
x→

+  

     ( )2

5
lim
x

x
→

=
5

4 lim
x

x
→

−
5

lim3
x→

+   25 4(5) 3 8= − + =                                
 

บทนิยาม  1.3.8  สําหรับจํานวนจริง x  ใด ๆ จะเรียกฟงกชัน P  ซึ่งนิยามโดย 

1
1 1 0( ) n n

n nP x c x c x c x c−
−= + + + +…  

เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวกหรือศูนย และ 1 1 0, , , ,n nc c c c− …  เปนคาคงตัว  วา พหุนาม (polynomial) 

และจะเรียกฟงกชัน f  วา ฟงกชันตรรกยะ (rational function) เมื่อ ( )( )
( )

P xf x
Q x

=  โดยที่ P  และ Q  

ตางเปนพหุนาม 
 

ตัวอยาง  1.3.9  จงแสดงวา ลิมิตของพหุนามเทากับคาของพหุนามที่จุดนั้น   

นั่นคือ                  1 1
1 1 0 1 1 0lim( )n n n n

n n n nx a
c x c x c x c c a c a c a c− −

− −→
+ + + + = + + + +… …  

วิธีทํา 1
1 1 0lim( )n n

n nx a
c x c x c x c−

−→
+ + + +…  1

1 1 0lim lim lim limn n
n nx a x a x a x a

c x c x c x c−
−→ → → →

= + + + +…  
1

1 1 0lim lim lim limn n
n nx a x a x a x a

c x c x c x c−
−→ → → →

= + + + +…       

1
1 1 0

n n
n nc a c a c a c−

−= + + + +…              
 

ขอสังเกต โดยการประยุกตผลของตัวอยาง 1.3.9 กับการคํานวณลิมิตในตัวอยาง 1.3.7 ก็จะไดผล

เหมือนกัน ดังนี้ 

  2

5
lim( 4 3)
x

x x
→

− +  
5

lim ( )
x

P x
→

=  (5)P= 25 4(5) 3 8= − + =  
 

ตัวอยาง  1.3.10   จงหา  
2

lim
x→

35 4
3

x
x
+
−  

 

วิธีทํา การหาลิมิตในตัวอยางนี้ จะประยุกตผลของตัวอยาง 1.3.9  และทฤษฎีบท 1.3.5 ขอ 3  ดังนี้ 

           ( )33
3

2
2

2

lim5 4 5 2 45 4lim 443 lim 3 2 3
x

x
x

xx
x x

→

→
→

+ ++ = = = −− − −
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ทฤษฎีบทตอไปนี้เปนการใหลักษณะเฉพาะของลิมิตสองทางในรูปของลิมิตทางเดียว  ซึ่ง

สอดคลองกับแนวคิดของลิมิตที่กลาวไวในหัวขอ 1.1 เชนกัน   
  

ทฤษฎีบท  1.3.11 ให f  เปนฟงกชันซึ่งนิยามบนชวงเปดรอบ a  แตอาจไมนิยามที่ a  และ L  เปนคา

คงตัว แลว  lim ( )
x a

f x L
→

=  ก็ตอเมื่อ lim ( )
x a

f x
+→

= lim ( )
x a

f x L
−→

=  

บทพิสูจน  ( )⇐   กําหนดให   

                               lim ( )
x a

f x
+→

= lim ( )
x a

f x L
−→

=                                   (1.3.10) 

และ ε  เปนจํานวนจริงบวก เราตองการพิสูจนวา lim ( )
x a

f x L
→

= นั่นคือจะหา 0δ >  ที่ทําให 

        | ( ) |   f x L ε− <  (1.3.11) 

เมื่อ x  สอดคลองกับอสมการ 

        0  | |  x a δ< − <   (1.3.12) 

แตเพราะ (1.3.10) ดังนั้นจะมี 1 0δ >  และ 2 0δ >  ที่ทําให (1.3.11) เปนจริง เมื่อใดก็ตามที่ x  

สอดคลองกับอสมการ 

         1a x a δ< < +   (1.3.13) 

และ 

         2a x aδ− < <  (1.3.14) 

ตามลําดับ เราจึงเลือก 1 2min{ , }δ δ δ≤ ดังรูป 1.3.1 เพื่อวาเมื่อใดก็ตามที่ x  สอดคลองกับ   (1.3.12) 

แลว x  จะสอดคลองกับ (1.3.13) และ (1.3.14) ดวยและทําใหได (1.3.11) และขอใหสังเกตวารูป 1.3.1 

แสดงใหเห็นในกรณี  1δ δ=  

 

 

 

 
 

รูป 1.3.1 
 

δ  δ  

a + δ1  a - δ2  a 
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 ( )⇒  สมมติวา lim ( )
x a

f x L
→

=  และให ε  เปนจํานวนจริงบวก ดังนั้นจะมี 0δ >  ที่ทําให 

| ( ) |  f x L ε− <  เมื่อใดก็ตามที่ x  สอดคลองกับอสมการ 

          0  | |  x a δ< − <            (1.3.15) 

ซึ่ง x  สอดคลองกับ (1.3.15)  ก็ตอเมื่อ x  สอดคลองกับ 

      a x aδ− < <      และ     a x a δ< < +  

ซึ่งทําใหไดวา lim ( )
x a

f x L
+→

=  และ lim ( )
x a

f x L
−→

=                                                         �             

 

 ยังมีสมบัติของลิมิตที่สําคัญเกี่ยวกับอสมการอยูอีกสมบัติหนึ่งซึ่งเราจะกลาวไว ณ ที่นี้ โดยขอละการ

พิสูจน  แตสําหรับประโยชนและการประยุกต  นักศึกษาจะไดพบในเรื่องอินทิกรัล ในวิชาแคลคูลัส 2 ตอไป 

 

ทฤษฎีบท  1.3.12 ให f  และ g  เปนฟงกชันซึ่งนิยามไวที่จุดใกล ๆ กับ a  แตอาจไมนิยามที่ a   และ

สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 

1.    lim ( )
x a

f x
→

 และ lim ( )
x a

g x
→

 ทั้งสองหาได   

 และ     2.   ( ) ( )f x g x≤  สําหรับทุก ๆ x  ในโดเมนของ f  และ g   

 แลว 

                1.   lim ( )
x a

f x
→

≤ lim ( )
x a

g x
→

 

 และ     2.   ถา lim ( )
x a

f x
→

= lim ( )
x a

g x
→

 และ h  เปนฟงกชันซึ่ง ( ) ( ) ( )f x h x g x≤ ≤  

 สําหรับทุก ๆ x  ในโดเมนของ f  และ g  แลว lim ( )
x a

f x
→

= lim ( )
x a

h x
→

= lim ( )
x a

g x
→

                       

 บทพิสูจน   จะขอละการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ไวเปนแบบฝกหัด                                                     � 

  

       ตอไปจะเปนตัวอยางอยางงายตัวอยางหนึ่งของการประยุกตใชทฤษฎีบท 1.3.12 ในการหาลิมิต  

สําหรับตัวอยางอื่นที่นาสนใจ จะกลาวถึงในหัวขอตอไป 
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ตัวอยาง  1.3.13   จงแสดงวา  2 2

0
1lim (sin ) 0

x
x x→

=  

วิธีทํา  สําหรับ 0x ≠  จะไดวา 2 10 sin 1x≤ ≤  ซึ่งเมื่อคูณตลอดอสมการดวย 2 0x > จะได 

    2 2 210 sinx xx≤ ≤  

แต 2

0
lim 0
x

x
→

=  ทําใหไดวา 2 2

0
1lim (sin ) 0

x
x x→

=                                                       

 

 

แบบฝกหัด  1.3 

1.   จงหาลิมิตในขอตอไปนี้ 
 

       1.1   
4

lim
t→

1
3t +

 1.2    
2

lim
x→ 2

2x
x
−  

       1.3   
2

lim
x→

22
3x  1.4    

2
lim
t→−

23 4t +  

       1.5   3

1/3
lim (27 9 1)
x

x x
→

+ +   1.6    
1

lim
x→

( )3 32 1x x− − −  

       1.7    
1

lim
t −→

( )2 1t t− − −                    1.8  
2

3

9lim
1x

x
x+→

−
+

 

      1.9    23

3lim
4x

x
x−→

−
+

                                      1.10   
3

0

( 2) 1 1
lim

1x

x x
x−→

+ + + +
−

 

 

2.   กําหนดให  lim ( ) 4
x a

f x
→

= −  และ  lim ( ) 7
x a

g x
→

=   จงหาลิมิตตอไปนี้ 
 

  2.1    lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

      2.2    lim[ ( ) ( ) ( )]
x a

f x f x g x
→

+   

  2.3    2lim[( ( )) 3 ( ) ( ) 5 ( )]
x a

f x f x f x g x
→

+ +     2.4    ( ) ( )
lim

2 ( )x a

g x f x
g x→

+
−
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1.4 เทคนิคการคํานวณลิมิต 

 การคํานวณลิมิตของฟงกชัน สวนใหญใชทฤษฎีบทของลิมิตดังเชนตัวอยางในหัวขอ 1.3 แตยังคงมี

เทคนิคอื่น ๆ ซึ่งใชกับแตละลักษณะของฟงกชันที่ไมสอดคลองกับทฤษฎีบทของลิมิตอีกเชนกัน  ในหัวขอนี้ 

จะรวบรวมเทคนิคที่สําคัญและใชกันแพรหลายพอสังเขป 
 

ตัวอยาง  1.4.1  จงหา  
2

lim
x→

2 4
2

x
x
−
−  

วิธีทํา   การหาลิมิตในตัวอยางนี้ จะทําเชนเดียวกับในหัวขอ 1.3 ไมได  เนื่องจากทฤษฎีบท 1.3.5  ขอ 3 

ไมรวมกรณีที่ 2 0L =  และถาเราแทนคา x 2=  ในนิพจน 
2 4

2
x
x
−
−  เราจะไดนิพจนที่ไมมีความหมายในรูป 

0
0

 ซึ่งทําใหสรุปผลอยางใดไมได แตเพราะวาลิมิตเมื่อ x  เขาใกล 2  เราพิจารณาเมื่อ 2x ≠  ทําใหไดวา 

2 0x − ≠  สําหรับทุก ๆ  x   ในชวงที่กําลังพิจารณา  ดังนั้น  

          
2

lim
x→

2 4
2

x
x
−
−  

2
lim
x→

=  ( 2)( 2)
( 2)

x x
x

− +
−  

2
lim( 2)
x

x
→

= + 2 2 4= + =                              

ขอสังเกต  เราหาลิมิตในตัวอยาง 1.4.1  โดยการเอา 2x −  หารทั้งเศษและสวน ดังนี้          

  
2 4

2
x
x
−
−

( 2)( 2) 2( 2)
x x xx
− += = +−      สําหรับทุก ๆ  2x ≠  

ดังนั้นฟงกชัน h  และ f  ซึ่งนิยามตามลําดับโดย 

            ( )h x =
2 4

2
x
x
−
−     และ   ( ) 2f x x= +   

แมจะเปนฟงกชันที่ตางกัน เนื่องจากฟงกชันทั้งสองมีโดเมนไมเทากัน แตลิมิตของทั้งสองฟงกชัน  เมื่อ x  

เขาใกล 2  เทากัน  จึงสามารถเขียนไดวา 

    
2

lim
x→

( 2)( 2)
( 2)

x x
x

− +
− 2

lim( 2)
x

x
→

= +  

 

เทคนิคการคํานวณลิมิต  1 

     การคํานวณลิมิตของฟงกชันในรูป lim
x a→

 ( )
( )

f x
g x  เมื่อ lim ( ) 0

x a
g x

→
=  (โดยเฉพาะ ( )

( )
f a
g a อยูในรูป 0

0
)  

ตองอาศัยวิธีทางพีชคณิตในการกําจัดพจนที่ทําให ( )g x  เปนศูนย  
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ตัวอยาง  1.4.2   จงหา 
0

lim
x→

 1 1x
x
+ −  

วิธีทํา   ดวยเหตุผลเดียวกับตัวอยาง 1.4.1 แตในกรณีนี้เราไมสามารถแยกตัวประกอบได เราจึงพยายาม

แปลงรูปเศษสวน ดวยการทําใหตัวเศษไมมีเครื่องหมายกรณฑ ดังนี้ 

      1 1x
x
+ −   1 1x

x
+ −=

1 1
1 1

x
x
+ +
+ +

 ( 1) 1
( 1 1)
x

x x
+ −=
+ +

      

                               
( 1 1)

x
x x

=
+ +

 1
1 1x

=
+ +

   สําหรับทุก ๆ  0x ≠  

เมื่อแทนคา 0x = ใน 1 1x+ +  แลวจะไมไดคาของนิพจนเปนศูนยอีก จึงประยุกตทฤษฎีบท  1.3.5  ขอ 3  

ได  เพราะฉะนั้น  

              
0

1 1lim
x

x
x→

+ −  
0

1lim
1 1x x→

=
+ +

1
2=                                            

 

ตัวอยาง  1.4.3   จงหาลิมิตในขอตอไปนี้  

1.    
0

lim
x→

  
1 1

2 2xx
−

+      2.   
0

lim
x +→ 4 2

x
x+ −

      3.   
1

lim
x +→−

2 1
1

x
x
−
+

 

วิธีทํา   1.  สําหรับโจทยขอนี้  เราจะจัดรูปนิพจนใหม  ดังนี้ 

      
1 1

2 2xx
−

+  2 2
2 (2 )

x
x x
− −= +  1

2( 2)x= − +  เมื่อ 0x ≠  

เพราะฉะนั้น 

     
0

1 1
2 2lim

x
x
x→

−
+   

0
lim
x→

= 1
2( 2)x +

−  1
4= −     

                      

         2.   
0

lim
x +→ 4 2

x
x+ −

        
0

lim
x +→

=  ( 4 2)
( 4 2)( 4 2)

x x
x x

+ +

+ − + +
 

    
0

lim
x +→

=
( 4 2)
4 4

x x
x

+ +
+ −

  
0

lim
x +→

= ( 4 2)x+ +    

    4 2 4= + =  
 

          3.   
1

lim
x +→−

2 1
1

x
x
−
+

 
1

lim
x +→−

= ( 1)( 1)
1

x x
x

− +
+

 
1

lim
x +→−

= ( 1) 1x x− + 0=                       
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                                      เทคนิคการคํานวณลิมิต  2   

 ถา ( ) ( ) ( )f x g x h x≤ ≤  สําหรับทุก ๆ x  ในชวงเปด ( , )a aδ δ− +   ที่ไมรวม a   ชวงหนึ่ง

และ  lim ( )
x a

f x
→

=  lim ( )
x a

h x
→

  แลว   lim ( )
x a

f x
→

= lim ( )
x a

g x
→

= lim ( )
x a

h x
→

    
 

 

 

ตัวอยาง  1.4.4   จงแสดงวา  
0

lim
t→

sin 1t
t =  

วิธีทํา พิจารณาวงกลมหนึ่งหนวยและให t  เปนมุมที่วัดจากแกน x  ทางดานบวก ทวนเข็มนาฬิกาขึ้นไป

โดยที่ 0 2t π< <  ดังรูป 1.4.1  

 

 

 

 

                                                                       รูป 1.4.1 

ดังนั้นแขนของมุม t  จะตัดวงกลมหนึ่งหนวยที่จุด (cos ,sin )P t t  และพบเสนตั้งฉากกับแกน x   ซึ่งผาน

จุด (1,0)B  ที่ (1, tan )Q t  เราจึงไดความสัมพันธ   

 0 <   พื้นที่ของ  OBPΔ <   พื้นที่ของจักรภาค OBP  <  พื้นที่ของ  OBQΔ  

และเพราะพื้นที่ของจักรภาค OBP  เทากับ 1
2 (ความกวางของมุม)(รัศมี) 2  ทําใหได 

 21 1 10 (1)(sin ) ( )(1) (1)(tan )2 2 2t t t< < <    หรือ  sin tan0 2 2 2
t t t< < <  

เมื่อคูณตลอดดวย  2 0sint >    จะได 

 1 sin
t

t< <  1
cost     หรือ    sin1 cost tt> >   เมื่อ 0 2t π< <  

และดวยการกระทําในลักษณะสมมาตรกับแกน x  จะได 

  sin1 cost tt> >   เมื่อ  0
2

tπ
− < <   

เพราะฉะนั้น sincos 1tt t< <  เมื่อ 
2

tπ
− < <

2
π  และ 0t ≠   แต 

0
lim cos 1
t

t
→

=  จึงไดวา 

           
0

lim
t→

sin 1t
t =                                               

 

 

0 

P(cos t, sin t) 

B(1, 0) 
t • 

• 

0 

P(cos t, sin t) 

B(1, 0) 
t • 

• 

0 

Q(1, tan t) 

B(1, 0) 
t • 

• • 
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ตัวอยาง  1.4.5   ตัวอยางตอไปนี้จะแสดงการหาลิมิตโดยอาศัยผลของตัวอยาง 1.4.4 

 1.    
0

lim
t→

1 cos t
t

−  
0

 lim
t→

= ( )1 cos t
t

− ( )1 cos 
1 cos 

t
t

+
+    

0
lim
t→

=
2sin

(1 cos )
t

t t+  

                ( )0
sin  lim

t
t

t→
= ( )0

sin lim1 cos t
t

t→ +   0(1)   0
1 1
⎛ ⎞= =⎜ ⎟+⎝ ⎠

    

2.     
0

lim
t→

sin 
2

t
t =  1

2 0
lim
t→

sin t
t =  1

2  

 

3.     
0

lim
θ→

sin(3 )  =θ
θ  3

3 0
lim
θ→

sin(3 )
3
θ

θ  =  3  

  

4.     
0

lim
x→ sin

x
x  =  

0
lim
x→

1
sinxx

 =

0

1
sinlim

x

x
x→

  =  1  

 

 5.    
0

lim
x→

sin( )
sin( )

ax
bx   =     

0
lim
x→

sin( )ax
ax ax

bx  sin( )
bx

bx  โดยที่  0a ≠ และ 0b ≠  

          =    a
b ( )0

sin( )lim
ax

ax
ax→ ( )0

lim sin( )bx
bx

bx→
=   a

b (1)(1)   =   a
b  

 

 6.    
0

lim
y→

tan y
y  =  ( )0

sin 1lim cosy

y
yy→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =
0

sinlim
y

y
y→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ 0

1
limcos
y

y
→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =  1 

 

 7.    
0

lim
y→

 
2

21 cos
y

y−
=  

0
lim
y→

 
2

2sin
y

y  = ( )2

0
lim siny

y
y→

 =   1                                                
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เทคนิคการคํานวณคาลิมิต  3 

     ถาฟงกชัน f  นิยามตางกันเมื่อ x a−→ และเมื่อ  x a+→ เราจะหา lim ( )
x a

f x
−→

 และ lim ( )
x a

f x
+→

 

แลวพิจารณาวาคาทั้งสองเทากันหรือไม 
   

 

 

ตัวอยาง 1.4.6  จงหาลิมิต ในขอตอไปนี้ 

1.   
1

lim ( )
x

f x
→

 เมื่อกําหนด 
3

2

2 , 1
( )

2 2 , 1
x x x

f x
x x

⎧ − <⎪= ⎨
− ≥⎪⎩

            2.   
2

| 2|lim 2x

x
x→

−
−  

วิธีทํา  1. เนื่องจาก 
1

lim ( )
x

f x
−→

= 3

1
lim(2 ) 1
x

x x
−→

− =  แต 
1

lim ( )
x

f x
+→

= 2

1
lim(2 2) 0
x

x
+→

− =  

เพราะฉะนั้น  
1

lim ( )
x

f x
→

 หาไมได 

 2.  เชนเดียวกันเมื่อจะหา 
2

lim
x→

| 2|
2

x
x
−
−   เราพิจารณา   

2
lim
x −→

| 2|
2

x
x
−
−  

2
lim
x −→

=  ( 2)
2

x
x
−− −   

2
lim ( 1) 1
x −→

= − = −   

และ   
2

lim
x +→

| 2|
2

x
x

−

−
 

2
lim
x +→

= ( 2)
2

x
x

−

−
   

2
lim 1 1
x +→

= =  

เพราะฉะนั้น 
2

lim
x→

| 2|
2

x
x

−

−
 หาไมได                                                                  

ตัวอยาง  1.4.7   จงหา 
0

lim
x→

1 1x
x

− + −
 

วิธีทํา แมวา 

1 x− +  
1 ,   1 

    
1 ,  1 

x x
x x

− + ≥⎧
= ⎨ − <⎩

 

แตโจทยตองการหาลิมิตเมื่อ 0x →  และโดยความหมายของลิมิต ทําใหเราสามารถพิจารณา x  ในชวง

เปด 1 1( , )2 2−  ซึ่งเปนชวงเปดรอบ  0   เทานั้น  ซึ่งในชวงเปดดังกลาว  1 0x− + <  เสมอ  ดังนั้นโดย

นิยามของคาสมบูรณ เราจะได 

 
0

lim
x→

 
1 1x

x
− + −

  
0

 lim
x→

= ( 1 ) 1x
x

− − + −  
0

lim
x→

= 1 1x
x

− −  

                                  
0

 lim
x→

= ( )x
x−            

0
lim( 1)  1
x→

= − = −                              
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เทคนิคการคํานวณคาลิมิต  4 

     เทคนิคนี้จะเปนการหา ( )lim
( )x a

f x
g x+→

   โดยที่ lim ( ) 0
x a

f x
+→

≠  แต  lim ( ) 0
x a

g x
+→

=  และเราไม

สามารถใชกระบวนการทางพีชคณิตที่จะเขียน ( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x h x
g x k x+ +→ →

=  โดยที่ lim ( ) 0
x a

k x
+→

≠  ได  

การคํานวนลิมิตดังกลาวสามารถทําไดโดยอาศัยความจริงเกี่ยวกับลิมิตดังตอไปนี้   

(1) ถา  1lim
( )x a g x+→

= +∞  และ  lim ( ) 0
x a

f x
+→

>  แลว  ( )lim
( )x a

f x
g x+→

= +∞  

(2) ถา  1lim
( )x a g x+→

= +∞  และ  lim ( ) 0
x a

f x
+→

<  แลว  ( )lim
( )x a

f x
g x+→

= −∞  

(3) ถา  1lim
( )x a g x+→

= −∞  และ  lim ( ) 0
x a

f x
+→

>  แลว  ( )lim
( )x a

f x
g x+→

= −∞  

(4) ถา  1lim
( )x a g x+→

= −∞  และ  lim ( ) 0
x a

f x
+→

<  แลว  ( )lim
( )x a

f x
g x+→

= +∞  

สําหรับลิมิตทางซาย และลิมิตสองทางสามารถพิจารณาไดในทํานองเดียวกัน   

 

ตัวอยาง 1.4.8  จงหา  
4

2lim ( 4)( 2)x

x
x x+→

−
− +    และ 

4

2lim ( 4)( 2)x

x
x x−→

−
− +  

วิธีทํา  การหาลิมิตของตัวอยางนี้ไมสามารถประยุกตทฤษฎีบท 1.3.5 ไดเชนกันและฟงกชันในตัวอยางก็

ไมสามารถใชวิธีการทางพีชคณิตอื่นใดเชนในตัวอยางตาง ๆ ขางตนเพื่อทําใหลิมิตตัวหารไมเปนศูนยได 

เมื่อเปนเชนนี้เราจะพิจารณาลิมิตซายและลิมิตขวาเมื่อ 4x →  ของ 2
( 4)( 2)

x
x x

−
− +  ดังตอไปนี้   

 พิจารณา 
4

lim
x +→

2
( 4)( 2)

x
x x

−
− +  จะเห็นวา  

4

12lim ( 2) 3x

x
x+→

− = −+   และ 
4

1lim
4x x+→
= +∞

−
  จึงไดวา  

4

2lim ( 4)( 2)x

x
x x+→

− = −∞− +  

ตอไปพิจารณา
4

lim
x −→

2
( 4)( 2)

x
x x

−
− +   จะเห็นวา  

4

12lim ( 2) 3x

x
x−→

− = −+   และ 
4

1lim
4x x−→
= −∞

−
  จึงไดวา  

                                               
4

2lim ( 4)( 2)x

x
x x−→

− = +∞− +                                                     
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ตัวอยาง 1.4.9  จงหา  20

1lim
x

x
x→

−    

วิธีทํา  เนื่องจาก   
0

lim( 1) 1
x

x
→

− = −   และ  20

1lim
x x→

= +∞  จึงไดวา  20

1lim
x

x
x→

−
= −∞                                                     

 

ตอไปเราจะกลาวถึงการหาลิมิตของฟงกชันตรรกยะ ในขณะที่ x  เขาใกลบวกอนันตหรือลบอนันต  

แตกอนอื่นจะพิจารณาลิมิตของฟงกชันตอไปนี้กอนคือ lim
x→+∞

1x    และ   lim
x→−∞

1x  ซึ่งจะมีประโยชนอยาง

มากในการหาลิมิตประเภทนี้ 

 พิจารณาคาของฟงกชัน  f  ซึ่งนิยามโดย 1( )f x x=  เมื่อ x→+∞  ซึ่งจะเห็นชัดเมื่อแทนคา x  

ที่ทําใหคํานวณ 1x  ไดงายดังนี้ 
 

x  1 10  100  1000  10000  … 

1
x

 1 0.1  0.01  0.001  0.0001  … 

  

และจะเห็นวาคาของ  1x   เขาใกล  0  เมื่อ  x→+∞  นั่นคือ   

    lim
x→+∞

1x  = 0  

เชนเดียวกันเมื่อพิจารณาคาของฟงกชันซึ่งนิยามโดย 1x  เมื่อ x→−∞   จะเห็นวาคาของ 1x  เขาใกล 0

เมื่อ x→−∞  นั่นคือ     

    lim
x→−∞

1x = 0  

 จากผลดังกลาวและเมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวก  จะได 

              lim
x→+∞

1
nx = ( )1lim 0

x

n

x→+∞
=                                (1.4.1) 

และ 

              lim
x→−∞

1
nx =  ( )1lim 0

x

n

x→−∞
=                                           (1.4.2) 

ซึ่งผลของ (1.4.1) และ (1.4.2) อาจพิจารณาไดจากกราฟของฟงกชัน  f  ที่นิยามโดย  1( ) nf x
x

=  ดังรูป 

1.4.2  และรูป 1.4.3 
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y 

x 

 

 

 

 

 

 

 
 

     ny x= 1  เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวกคู         ny x= 1  เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวกคี่ 

      รูป  1.4.2        รูป  1.4.3 

 

เทคนิคการคํานวณคาลิมิต  5 

     ให 1
1 1 0( ) ...n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + +  และ  

         1
1 1 0( ) ...m m

m mQ x b x b x b x b−
−= + + + +  

 เปนพหุนามโดยที่  0na ≠  และ  0mb ≠  แลวในการหา  ( )
lim

( )

k

jx

P x
Q x→+∞

 โดยที่ j  

และ k  เปนจํานวนเต็มบวก  สามารถทําไดโดยเขียน  ( )P x และ  ( )Q x  ใหมในรูป

ตอไปนี้ ตามลําดับ 
1

1 0 1 01 1
1( ) ... ...

n
n nn n

n nn n n n n

a x a a aa x aP x x a x a
x x x x x x

−
− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + = + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

1
1 0 1 01 1

1( ) ... ...
m

m mm m
m mm m m m m

b x b b bb x bQ x x b x b
x x x x x x

−
− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + = + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

จากนั้นใชความจริงเกี่ยวกับลิมิตที่วา  1lim 0
x x→+∞

=    ในการหา ( )
lim

( )

k

jx

P x
Q x→+∞

  ตอไป 

    สําหรับ  ( )
lim

( )

k

jx

P x
Q x→−∞

 สามารถทําไดในทํานองเดียวกัน  โดยใชความจริงเกี่ยวกับ

ลิมิตที่วา  1lim 0
x x→−∞

=    แทน    

 

 

 

y 

x 
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ตัวอยาง  1.4.10  จงหา lim
x→+∞

3 5
6 8

x
x
+
−  

วิธีทํา  โดยทฤษฎีบท 1.3.5  จะไดวา   

 lim
x→+∞

3 5
6 8

x
x
+
−  lim

x→+∞
=

( )
( )

53

86

x x
x x

+

−
 

( )
( )

5 53 lim 3
lim  8 8lim 66

x

x

x

xx

xx

→+∞

→+∞

→+∞

+
= =

−

+
−

 

                          
5 1lim 3 lim 3 5 lim 3 (5)(0) 1   8 1 6 (8)(0) 26 8 limlim 6 lim

x x x

xx x

x x

xx

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞→+∞ →+∞

+ + +
= = = =

−−−
                                                   

 

ตัวอยาง  1.4.11  จงหา  lim
x→−∞

2

3
4
2 5

x x
x
−
−   

วิธีทํา  โดยทฤษฎีบท 1.3.5  จะไดวา   

2
2

3
3

3 3

1 14 4
4lim lim lim2 5 5 52 2

x x x

x
x x x x
x

x x
x x

→−∞ →−∞ →−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3

141lim lim 52
x x

x
x

x
→−∞ →−∞

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟−

⎝ ⎠

 

                    ( )
3

1lim 4
1 4lim 0 0

5 2lim 2

x

x

x

x
x

x

→−∞

→−∞

→−∞

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

          

 

ตัวอยาง  1.4.12  จงหา  
2

3
2

4 5 2lim 6 8 4x

x x
x x→+∞

+ +
− +  

วิธีทํา  โดย ทฤษฎีบท 1.3.5 จะไดวา  

             
2

22 2
3 3 32 2

2
2

5 24
4 5 2 4 5 2lim lim lim6 8 4 6 8 4 8 46x x x

x
x x x x x x
x x x x x

x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞→+∞ →+∞ →+∞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ +
+ + + += =− + − +

− +
 

                                              
22

3 33 3

2 2

5 25 2 lim 44 4 2lim 8 4 8 4 6 36 lim 6

x

x

x

x xx x

x x x x

→+∞

→+∞

→+∞

⎛ ⎞+ ++ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠= = = =
⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 

 

ตัวอยาง 1.4.13  จงหา 
43 2lim 1x

x
x→+∞

−
+  

วิธีทํา   เนื่องจาก 
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4
4 44

3

3 32 2
3 2lim lim lim1 1 11 1

x x x

x
x x xxx

x
x x

→+∞ →+∞ →+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

และจาก  3lim
x

x
→+∞

= +∞   และ   
4

3 2
lim 2

11
x

x

x
→+∞

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠ = −
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

  จึงไดวา 
43 2lim 1x

x
x→+∞

− = −∞+                         

 

ตัวอยาง 1.4.14  จงหา 
6

2

7 5 10lim
8 9x

x x
x x→+∞

+ +
+ +

 

วิธีทํา   เนื่องจาก   

      

6
5 66 6 5 6

2 2
2

22

5 10 5 107 77 5 10
8 98 98 9 11

x
x xx x x x x

x x xx
x xx x

⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎛ ⎞+ + ⎝ ⎠= = ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎛ ⎞ ⎝ ⎠ + ++ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                                
( )23 35 6 5 6

2 2

2 2

5 10 5 107 7

8 9 8 91 1

x xx x x x
x x

x x x x

⎛ ⎞ + + + +⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + + + +⎝ ⎠⎝ ⎠

   เมื่อ  0x ≠  

 และเมื่อ  x →+∞  คาของ  3x  จะมากกวา  0  เสมอ  ซึ่งทําใหไดวา  3 3x x=   เราจึงไดวา                                             

6 3 5 6 5 6

2 2

2 2

5 10 5 107 77 5 10lim lim lim8 9 8 98 9 1 1
x x x

x x x x x x xx
x x x

x x x x
→+∞ →+∞ →+∞

+ + + +⎛ ⎞+ +
= =⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠ + + + +

 

       พิจารณา     
5 6

2

5 107
lim 8 91
x

x x

x x
→+∞

+ +

+ +
    จะไดวา                   

5 65 6 5 6

2 2 2

5 105 10 5 10 lim 77 lim 7
lim 78 9 8 9 8 91 lim 1 lim 1

xx

x

x x

x xx x x x

x x x x x x

→+∞→+∞

→+∞

→+∞ →+∞

⎛ ⎞+ ++ + + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

และจาก  lim
x

x
→+∞

= +∞   เราจึงไดวา   

                
6 5 6

2

2

5 1077 5 10lim lim 8 98 9 1
x x

x x x xx
x x

x x
→+∞ →+∞

+ ++ +
= = +∞

+ + + +
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ตัวอยาง 1.4.15  จงหา  
2 2lim

3 6x

x
x→−∞

+
−

    

วิธีทํา เนื่องจาก   

2
22 2 2 2

2 2 21 1 12
6 663 6 3 33

x
xxx x x x

x x xx
x xx

⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎝ ⎠= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠ − −−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  เมื่อ  0x ≠  

 และเมื่อ  x →−∞  คาของ  x  จะนอยกวา  0  เสมอ  ซึ่งทําใหไดวา  x x= −   เราจึงไดวา  

2 2 2
2 21 12lim lim lim6 63 6 3 3

x x x

x x x x
x x

x x
→−∞ →−∞ →−∞

+ ++ −⎛ ⎞= = −⎜ ⎟− ⎝ ⎠ − −
 

ดังนั้น   

                                                      
22

2lim 1
2 1lim

63 6 3lim 3

x

x

x

xx
x

x

→−∞

→−∞

→−∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟+ ⎝ ⎠= − = −
− ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

                                

 

ตัวอยาง 1.4.16  จงหา 
2 2lim

3 6x

x
x→+∞

+
−

  

วิธีทํา   โดยผลในตัวอยาง 1.4.15  เราทราบวา  

2 2
212
63 6 3

xx x
x x

x

+⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ −

   เมื่อ  0x ≠  

แตในตัวอยางนี้ เราพิจารณาลิมิตเมื่อ x →+∞  ซึ่งคาของ  0x >  เสมอ  เราจึงได  x x=  ดังนั้น   

2 2 2
2 21 12lim lim lim6 63 6 3 3

x x x

xx xx x
x x x

x x
→+∞ →+∞ →+∞

+ +⎛ ⎞+ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠ − −
 

                                                        
2

21 1lim 6 33
x

x

x
→+∞

+
= =

−
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ให   lim  แทน  lim
x→+∞

 หรือ  lim
x→−∞

  และ  ∞   แทน  +∞   หรือ  −∞   อยางใดอยางหนึ่ง  ในกรณีที่  

lim ( )f x = ∞  และ  lim ( )g x = ∞   เราจะไดวา lim( ( ) ( ))f x g x+ = ∞  แตสําหรับ  

lim( ( ) ( ))f x g x−   เราไมสามารถสรุปไดวาหาไดหรือหาไมได  ซึ่งจะไดศึกษาตอไปในบทที่  4  อยางไรก็

ตาม เราจะใหตัวอยางในการหาลิมิตลักษณะนี้พอสังเขป 

 

ตัวอยาง 1.4.17   จงหา 2 2lim ( )
x

x x x x
→−∞

+ + −  

วิธีทํา  สังเกตวา 2lim
x

x x
→−∞

+ = +∞   และ 2lim
x

x x
→−∞

− = +∞   เราจึงได 

                                                2 2lim ( )
x

x x x x
→−∞

+ + − = +∞                                      

 

ตัวอยาง 1.4.18   จงหา 2 2lim ( 4 )
x

x x x x
→−∞

+ − −    

วิธีทํา   เนื่องจาก  2lim 4
x

x x
→−∞

+ = +∞   และ 2lim
x

x x
→−∞

− = +∞   เราไมสามารถสรุปเกี่ยวกับ  

2 2lim ( 4 )
x

x x x x
→−∞

+ − −  วาลิมิตหาไดหรือหาไมได   การหา  2 2lim ( 4 )
x

x x x x
→−∞

+ − −  สามารถ

ทําไดวิธีหนึ่งดังนี้ 

เนื่องจาก                 

                            2 2 1 1lim ( 4 ) lim 4 1
x x

x x x x x x
x x→−∞ →−∞

⎛ ⎞
+ − − = + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

                                                                      1 1lim 4 1
x

x
x x→−∞

⎛ ⎞
= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

และจาก lim
x

x
→−∞

= +∞   และ 1 1lim 4 1 4 1 1
x x x→−∞

⎛ ⎞
+ − − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  เราจึงได                                

                                           2 2lim ( 4 )
x

x x x x
→−∞

+ − − = +∞                                                
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ตัวอยาง 1.4.19  2 2lim ( )
x

x x x x
→−∞

+ − −    

วิธีทํา  เชนเดียวกันกับ  ตัวอยาง 1.4.18  เราไมสามารถสรุปเกี่ยวกับ 2 2lim ( )
x

x x x x
→−∞

+ − −  

 วาหาได หรือหาไมได   ทั้งนี้เพราะวา  2lim
x

x x
→−∞

+ = +∞   และ 2lim
x

x x
→−∞

− = +∞     

และโดยใชวิธีการในตัวอยาง 1.4.18  ในการหา 2 2lim ( )
x

x x x x
→−∞

+ − −   เราได 

2 2 1 1lim ( ) lim | | 1 1
x x

x x x x x
x x→−∞ →−∞

⎛ ⎞
+ − − = + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

แตจาก  lim
x

x
→−∞

= +∞    และ  1 1lim 1 1 1 1 0
x x x→−∞

⎛ ⎞
+ − − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 เราจึงไมสามารถสรุปไดเชนกันวา  

2 2lim ( )
x

x x x x
→−∞

+ − −   วาหาได หรือหาไมได  (ซึ่งลิมิตประเภทนี้จะไดศึกษาตอไปในบทที่  4) 

สําหรับการหา 2 2lim ( )
x

x x x x
→−∞

+ − −   เราสามารถทําไดดังนี้ 

( )2 2lim
x

x x x x
→−∞

+ − −  ( )
2 2

2 2

2 2
 lim

x

x x x xx x x x
x x x x→−∞

+ + −
= + − −

+ + −
  

                                  lim
x→−∞

=
2 2

2 2

2 lim
1 11 1

x

x x x x x
x x x x x x

x x

→−∞

+ − +
=

+ + − + + −
   

                                 2lim
1 11 1

x

x

x
x x

→−∞
=

⎛ ⎞
+ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 2 lim
1 11 1

x

x

x
x x

→−∞
=

⎛ ⎞
− + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

     

                                 2 lim 1
1 11 1

x

x x

→−∞

−
= = −

+ + −
                                                          

                                 

หมายเหตุ การหา  2 2lim ( )
x

x x x x
→−∞

+ + −  ในตัวอยาง 4.1.17  และ 2 2lim ( 4 )
x

x x x x
→−∞

+ − −  

ในตัวอยาง 4.1.18  สามารถใชวิธีการใน ตัวอยาง 1.4.19  ไดเชนกัน แตเราไมจําเปนตองใชวิธีการดังกลาว 

ทั้งนี้เพราะวาวิธีการหาลิมิตทีไดแสดงไวในตัวอยางทั้งสองนั้นงายกวามาก 
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แบบฝกหัด 1.4 

1.   จงหาลิมิตในขอตอไปนี้ 

      1.1  lim ( 2 )
h

h
→+∞

−   1.2  
5

lim
x→

 3 3 1x x− −  

      1.3  
2

lim
t→−

3 8
2

t
t
+
+  1.4  

1
lim
x +→

4 1
1

x
x
−
−  

       1.5  lim
x→+∞

2

2
4 4

6
x x
x x
− +
+ −  1.6   

1
lim
t→

3 2

3
5 3

3 2
t t t

t t
+ − +
− +  

       1.7  lim
x→+∞

1
12x+  1.8  lim

x→−∞ 2
2

2 1
x

x x
−

+ +  

       1.9  lim
s→+∞

7 5
3

7
3 4

2 1
s s

s
−
+  1.10  lim

y→+∞ 2

2
7 6

y
y

−

+
 

     1.11  lim
x→−∞

4

2
3

8
x x

x
+
−  1.12  

3
lim
x +→ 3

x
x−  

     1.13  
3

lim
x −→ 3

x
x−  1.14  lim

t→−∞

3

2
5 2

1
t

t
−
+  

     1.15  lim
t→+∞

3

3
6
6 3

t
t
−
+  1.16  

3
lim
x −→

1
| 3|x−  

     1.17  
0

lim
x→

3 3x
x

+ −  1.18  
2

lim
y −→

 ( 1)( 2)
1

y y
y

− −
+  

2.   กําหนดให  g  เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามโดย  
2 , 0

( )
2 , 0

t t
g t

t t
⎧ ≥

= ⎨
− <⎩

    

     จงหา  
0

lim ( )
t

g t
−→

 , 
0

lim ( )
t

g t
+→

 และ  
0

lim ( )
t

g t
→

 

3.   จงหาลิมิต ในขอตอไปนี้ 

3.1  
0

lim
x→

 sin(2 )x
x  3.2   

0
lim
x→

 2
2

sin
2

x
x  

3.3   
0

lim
x→

 2sinxx  3.4   
0

lim
x→

 2
1 cosx

x
−  

3.5   
0

lim
x→

 sin(3 )
cos(4 )

x
x x  3.6   

0
lim
x→

 tan( )
sin( )

ax
bx     

เมื่อ a และ b เปนคาคงตัวซึ่งไมเปนศูนยทั้งคู 
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1.5 ความตอเนื่องของฟงกชัน 

 แมเราจะเนนวาการหาลิมิตของฟงกชันที่จุดใดจุดหนึ่ง ไมใชการคํานวณคาหรือแทนคาของฟงกชัน  ณ  

จุดนั้น  แตมีกลุมของฟงกชันหลายกลุมที่เราสามารถคํานวณลิมิตดวยคาของฟงกชัน ณ จุดนั้น ตัวอยางเชน

กลุมของพหุนามหรือฟงกชันเชิงกําลังเปนตน และในกลุมของฟงกชันที่มีลักษณะเชนนี้ เราจะไดวา 

                 lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

=  

ซึ่งหมายความวาขอ (1), (2) และ (3) ทั้งสามขอตอไปนี้เปนจริงคือ 

1.   ฟงกชัน f  นิยามที่ c  

2.   ลิมิต lim ( )
x c

f x
→

 หาได 

และ  

            3.  lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

=  

 

                                                                                                      รูป 1.5.1 

 

พิจารณากราฟจากรูป 1.5.1 พบวาคา ( )f x  ไมนิยามที่ 1x c=  แตที่ 2c  นั้น 
2

lim ( )
x c

f x
→

  หา

ไมได สวนที่ 3c  แมวาคาของ ( )f x จะนิยามเปน 3( )f c และ 
3

lim ( )
x c

f x
→

 หาไดก็ตาม แตคาทั้งสองก็ไม

เทากัน และเมื่อเราลากเสนไปตามกราฟจะพบวาเสนที่ลากไปจะหยุดหรือตองยกปากกาขึ้นเมื่อผานจุด 

1c , 2c  หรือ 3c  กอนที่จะลากเสนตามกราฟตอไปได  เราจึงกลาววากราฟลักษณะเชนนี้ขาดความตอเนื่อง 

 เราเรียกฟงกชันซึ่งสอดคลองขอ (1), (2) และ (3) ขางตนที่ c  นั่นคือฟงกชันที่ลิมิตของฟงกชันที่ 

c  เทากับคาของฟงกชันที่ c  (ฟงกชันที่ดังกลาวจะมีเสนกราฟไมขาดหรือแยกออกจากกันที่จุดที่ c ) วา

ฟงกชันตอเนื่องที่ c  

 

 

( )y f x=

y

x 

( , ( ))c f c2 2  

( , ( ))c f c3 3  

a bc1  c2  c3  
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บทนิยาม 1.5.1 กําหนดให f  เปนฟงกชันและ c  เปนคาคงตัว จะกลาววา f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

(continuous function) ที่ c  ถาขอความ (1), (2) และ (3) ตอไปนี้เปนจริงพรอมกัน 

1.  ( )f c หาได  นั่นคือฟงกชัน f  นิยามที่ c  

2.   ลิมิตของ ( )f x เมื่อ x  เขาใกล c  หาได  นั่นคือมีจํานวนจริง L  ซึ่ง lim ( )
x c

f x
→

L=  

และ 3.  ( )L f c=  

สําหรับฟงกชัน f  ที่ไมสอดคลองกับขอใดขอหนึ่งในบทนิยาม 1.5.1 ที่ c  เราจะกลาววา f  ไมตอเนื่อง

ที่ c  (discontinuous at c ) 

 ถา D  เปนเซตยอยของจํานวนจริงซึ่ง f  ตอเนื่องที่ทุก ๆ สมาชิกของ D  เราจะกลาววา f  เปน

ฟงกชันตอเนื่องบน D  หรือกลาวสั้น ๆ วา f  ตอเนื่องบน D    

หมายเหตุ  เห็นไดอยางชัดเจนวา ถา f  ตอเนื่องบน D  และ D D′ ⊆  แลว  f  ตอเนื่องบน D′  ดวย   

จากบทนิยามของลิมิต ทําใหเขียนบทนิยามของฟงกชันตอเนื่องที่สมนัยกับบทนิยาม 1.5.1 ไดดังนี้   

 

บทนิยาม  1.5.2  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องที่คาคงตัว c  ถาสําหรับแตละจํานวนจริงบวก ε  จะมี

จํานวนจริงบวก δ  โดยที่  

( ) ( )f x f c− < ε  

สําหรับทุก ๆ x  ซึ่ง  | |x c δ− <    

 

ตัวอยาง 1.5.3  ให f  และ g  เปนฟงกชันที่นิยามตามลําดับโดย 

   
2 4( ) 2

xf x x
−= −        และ       

2 4 , 22( )
3 , 2

x xxg x
x

−⎧ ≠⎪ −= ⎨
⎪ =⎩

   

จงแสดงวาทั้ง f  และ g  เปนฟงกชันไมตอเนื่องที่ 2x =  

วิธีทํา f  เปนฟงกชันไมตอเนื่องที่ 2x =  เนื่องจาก (2)f ไมนิยาม สวน g  เปนฟงกชันไมตอเนื่องที่ 

2x =  เนื่องจาก (2) 3g =  ในขณะที่  

2
lim ( )
x

g x
→

=
2

lim
x→

2 4
2

x
x
−
− 2

lim( 2) 4
x

x
→

= + =  

ทําใหได         

                                                  
2

lim ( ) (2)
x

g x g
→

≠                                                      
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x 
b  a  

( )f a  

y 

x 

y 

ba x 

y 

b  a  

 

ในกรณีที่ฟงกชัน   f  นิยามบนชวงปด  [ , ]a b   จะเห็นวา  lim ( )
x a

f x
−→

 และ  lim ( )
x b

f x
+→

 ไมนิยาม  

ดังนั้นโดยบทนิยามของความตอเนื่อง เราไมสามารถระบุความตอเนื่อง หรือความไมตอเนื่องของฟงกชัน 

f  ที่จุด  a  และ  b  ซึ่งเปนจุดปลายของชวงปด [ , ]a b  ได   เพื่อจะใหครอบคลุมกรณีดังกลาว  เรา

จําเปนตองใหบทนิยามของความตอเนื่องทางขวา และความตอเนื่องทางซาย  ดังตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 1.5.4 ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องทางขวา (ทางซาย) ที่ c  ถาเงื่อนไขตอไปนี้เกิดขึ้นคือ  

 1.  ( )f c   หาได 

 2.  lim ( )
x c

f x
+→

หาได  ( lim ( )
x c

f x
−→

  หาได) 

และ  3. lim ( ) ( )
x c

f x f c
+→

=  ( lim ( ) ( )
x c

f x f c
−→

= ) 

 

และกลาววา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [ , ]a b   เมื่อ 

1.  f   เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงเปด ( , )a b  

2.  f   เปนฟงกชันตอเนื่องทางขวาที่  a  และ 

3.  f   เปนฟงกชันตอเนื่องทางซายที่  b  

 

 
 

 

 

 

 

 

รูป  1.5.2 รูป  1.5.3 รูป  1.5.4 

 พิจารณากราฟของฟงกชันในรูป 1.5.2 ถึงรูป 1.5.4 ซึ่งเปนกราฟของฟงกชันที่นิยามบนชวงปด 

[ , ]a b   จากกราฟ จะเห็นไดอยางชัดเจนวาฟงกชัน f ในแตละรูปตอเนื่องบนชวงเปด ( , )a b   

ในรูป 1.5.2  ฟงกชัน  f  ตอเนื่องทางซายที่  b   แตไมตอเนื่องทางขวาที่  a   ในขณะที่ฟงกชัน  

f   ในรูป 1.5.3  ตอเนื่องทางขวาที่ a  แตไมตอเนื่องทางซายที่  a  และฟงกชัน  f  ในรูป 1.5.4 ตอเนื่อง

ทางขวาที่ a  และตอเนื่องทางซายที่ b   ดังนั้นฟงกชัน  f  ในรูป 1.5.4  ตอเนื่องบนชวงปด [ , ]a b   แตใน

สองรูปที่เหลือไมตอเนื่องบนชวงปด  [ , ]a b  
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ตัวอยาง 1.5.5  จงแสดงวาฟงกชัน f  ที่นิยามโดย 2( ) 9f x x= −  ตอเนื่องบนชวงปด [ 3,3]−  

วิธีทํา จะเห็นวาโดเมนของฟงกชัน f  คือชวงปด [ 3,3]−  และที่แตละจุด c  ในชวงเปด ( 3,3)− เราจะได

โดยทฤษฎีบท 1.3.5 วา 

  lim ( )
x c

f x
→

= lim
x c→

29 x− ( )2lim 9
x c

x
→

= − 29 ( )c f c= − =   

สําหรับที่ 3x =  ไดวา 

            
3

lim ( )
x

f x
−→

=
3

lim
x −→

( )2 2

3
9 lim 9 (3)

x
x x f

−→
− = − =   

และที่ 3x = −  ไดวา 

            
3

lim ( )
x

f x
+→−

=
3

lim
x +→−

( )2 2

3
9 lim 9 ( 3)

x
x x f

+→−
− = − = −   

ซึ่งแสดงวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( 3,3)−  เปนฟงกชันตอเนื่องทางซายที่ 3x =  และเปนฟงกชัน

ตอเนื่องทางขวาที่ 3x = −  จึงสรุปไดวา f เปนฟงกชันตอเนื่องบน [ 3,3]−                       

 

ตัวอยาง  1.5.6   จากกราฟของฟงกชัน ( ) tanf x x=  ในรูป 1.5.5  จงพิจารณาวา f  ตอเนื่องที่ใดบาง 

 

 

 

 

 

      

                                                                                             

                                                รูป 1.5.5 

 

วิธีทํา  จากรูป 1.5.5  จะเห็นวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องทุก ๆ จุดยกเวนที่ 2x n ππ= +  เมื่อ n  เปนจํานวน

เต็มใด ๆ  เนื่องจาก ( ) tanf x x=   ไมนิยามที่ 2x n ππ= +  เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มใด ๆ                    
  

จากตัวอยาง 1.3.9  เราจะไดทฤษฎีบท 1.5.7  ตอไปนี้   
 

ทฤษฎีบท 1.5.7  พหุนามเปนฟงกชันตอเนื่องบนเซตของจํานวนจริง      
                                     

x 

y

2
π

2
π− 5

2
π

tany x=

1−
 

1
 

3
2
π3

2
π−
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ทฤษฎีบท 1.5.8  ให f  และ g  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ c  เมื่อ c  เปนคาคงตัว  แลว 

1.   f g±   และ fg  เปนฟงกชันตอเนื่องที่  c   

2.   f
g  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ c  ถา ( ) 0g c ≠  

บทพิสูจน  1.   เปนผลโดยตรงของทฤษฎีบท 1.3.5 

     2.   ถา ( ) 0g c = จะทําให f
g เปนฟงกชันไมตอเนื่องที่ c  เนื่องจาก ( )

( )
f c
g c หาไมได 

สมมติวา ( ) 0g c ≠ โดยทฤษฎีบท 1.3.5  ขอ 3 จะได 

  lim
x c→

( )
( )

f x
g x =  

lim ( )
lim ( )
x c

x c

f x
g x

→

→

=  ( )
( )

f c
g c =  ( )( )f cg  

ซึ่งทําใหได f
g  เปนฟงกชันตอเนื่องที่  c                                                                                     � 

 

ตัวอยาง 1.5.9 ให h  เปนฟงกชันที่นิยามโดย 
2

2
9( ) 5 6

xh x x x
−= − +  จงพิจารณาวา h  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

ที่คาคงตัวใดบาง 

วิธีทํา  เนื่องจากทั้งเศษและสวนของฟงกชัน h  เปนพหุนาม ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.5.7 ทําใหทราบวาพหุ

นามทั้งสองเปนฟงกชันตอเนื่อง และโดยทฤษฎีบท 1.5.8 ขอ 2 ทําใหทราบวา h  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ x  

สําหรับทุก ๆ  x  ยกเวนที่  2x ≠ และ 3x ≠   ซึ่งเปนรากของสมการ 2 5 6 0x x− + =                                                  
 

ตัวอยาง 1.5.9 เปนกรณีเฉพาะของฟงกชันตรรกยะ เราจะกลาวถึงความตอเนื่องของฟงกชันตรรก

ยะโดยทั่วไปในทฤษฎีบทตอไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 1.5.10 ฟงกชันตรรยะ ( )
( )

P x
Q x  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ทุก ๆ จํานวนจริง x  ยกเวนที่ x  ซึ่ง 

( ) 0Q x =         
  

ในกรณีของฟงกชันที่นิยามเปนชวง นั่นคือฟงกชันที่มีการนิยามในรูปแบบ   

                     1

2

( ) ,
( )

( ) ,
g x x a

f x
g x x a

<⎧
= ⎨ ≥⎩

                                      (1.5.1)  

ตัวอยางเชนฟงกชันคาสัมบูรณ  

            
( ) , ( ) 0

( )  | ( ) |  
( ) , ( ) 0

g x g x
f x g x

g x g x
≥⎧

= = ⎨− <⎩
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รูป 1.5.6 

เปนตน เราไมแนใจวาฟงกชันเหลานี้จะหาลิมิตไดที่ทุก ๆ สมาชิกในโดเมนของฟงกชันหรือไม โดยเฉพาะ

อยางยิ่ง ที่จุดแบงชวงของการนิยามคาฟงกชัน  เราจึงจําเปนตองมีทฤษฎีบทที่จะชวยตัดสินไดวา  ฟงกชัน

ลักษณะเชนนี้จะตอเนื่องที่จุดซึ่งสงสัยหรือไม อยางไร 

 

ทฤษฎีบท 1.5.11  กําหนดให f  เปนฟงกชันที่มีการนิยามดัง (1.5.1) แลว f  ตอเนื่องที่ aก็ตอเมื่อ 

     1( ) lim ( )
x a

f a g x
−→

= = 2lim ( )
x a

g x
+→

                                                                    

บทพิสูจน  จะละการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ไวเปนแบบฝกหัด            � 

 

ตัวอยาง  1.5.12  จงพิจารณาวาฟงกชันซึ่งนิยามดังตอไปนี้  ตอเนื่องที่ใดบาง 

1. 
2

5 , 1 2
( )

1 , 2 3
x x

g x
x x
− − ≤ ≤⎧

= ⎨
− < ≤⎩

  2.  ( )  | 4 |f x x= +             

วิธีทํา   1. โดยผลของทฤษฎีบท 1.5.7  พหุนามที่กําหนดโดย 1( ) 5g x x= −  และ 2
2 ( ) 1g x x= −  ตาง

เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ 1,2)−  และ (2,3]  ตามลําดับ  ดังนั้นถาจะสรุปถึงความตอเนื่องของ g  บน

ชวง [ 1,3]−  จึงเหลือเพียงตรวจสอบวา g  ตอเนื่องที่ 2x =  หรือไมเทานั้น  ซึ่งจะเห็นวา 

                                      
2

lim ( )
x

g x
−→

=
2

lim (5 ) 3
x

x
−→

− =  

 และ   

      
2

lim ( )
x

g x
+→

=  2

2
lim ( 1) 3
x

x
+→

− =  

ทําใหได  
2

lim ( ) 3 (2)
x

g x g
→

= =   จึงสรุปไดวา g  ตอเนื่องที่ 2x =   

เพราะฉะนั้น g  ตอเนื่องบนชวงปด [ 1,3]−    (กราฟของ  g  แสดงในรูป 1.5.6) 

 

 

 

 

 

 

 
 

-2 -1 1 2 3 4 

2 
1 

3 
4 
5 
6 
7 
 

x

y
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2. เนื่องจาก 
4 , 4

( )
4 , 4
x x

f x
x x
− − ≤ −⎧

= ⎨ + > −⎩
    

โดยผลของทฤษฎีบท 1.5.7 พหุนามที่กําหนดโดย 1( ) 4f x x= − −  และ 2 ( ) 4f x x= +  ตางเปน

ฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ), 4−∞ −  และ ( )4,− +∞  ตามลําดับ  ดังนั้นถาจะสรุปถึงความตอเนื่องของ f  

บน \  จึงเหลือเพียงการตรวจสอบวา f  ตอเนื่องที่ 4x = −  หรือไมเทานั้น  ซึ่งจะเห็นวา 

  
4

lim ( )
x

f x
−→−

=  
4

lim ( 4 ) 0
x

x
−→−
− − =    

และ  
4

lim ( )
x

f x
+→−

=
4

lim ( 4) 0
x

x
+→−

+ =    

ทําใหได 
4

lim ( ) 0 ( 4)
x

f x f
→−

= = −  ดังนั้น f  ตอเนื่องที่ 4x = −  เราจึงไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน \                         

  
ตัวอยาง 1.5.13  จงพิจารณาวาฟงกชันซึ่งนิยามดังตอไปนี้ตอเนื่องที่ใดบาง 

 1.    
2 2 3 , 33( )

3 , 3

x x xxf x
x

− −⎧ ≠⎪ −= ⎨
⎪ =⎩

               2.  
2

2
1( ) 1

xf x x
−= +          

วิธีทํา  1.  สําหรับ 3x ≠  เราจะไดวาฟงกชันตรรกยะ 
2 2 3( ) 3

x xf x x
− −= −  นิยามคาไดทุกจุด  จึงสรุปโดย

ทฤษฎีบท 1.5.10  ไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ทุก ๆ จํานวนจริงซึ่งไมเทากับ 3  และเราจะตรวจสอบ

ความตอเนื่องของ f  ที่ 3x =  โดยสังเกตวาสําหรับ 3x ≠  เราจะได 

                                  
2 2 3

3
x x

x
− −
−  ( 3)( 1) 13

x x xx
− += = +−    

เพราะฉะนั้น 
3

lim ( )
x

f x
→

=
3

lim( 1) 4 (3)
x

x f
→

+ = ≠  แสดงวา f ไมตอเนื่องที่ 3x =   ดังนั้น f ตอเนื่องบน 

\{3}\  

2. เนื่องจาก 
2

2
1( ) 1

xf x x
−= +  เปนฟงกชันตรรกยะ ดังนั้น f  จะเปนฟงกชันตอเนื่องที่ทุก ๆ จํานวนจริง

ซึ่ง 2 1 0x + ≠  และเพราะวาไมมีจํานวนจริง x ใดที่ทําให 2 1 0x + =  จึงสรุปวา f เปนฟงกชันตอเนื่องบน \                      

 

ตัวอยาง 1.5.14  จงพิจารณาวาฟงกชัน f  ซึ่งนิยามโดย   

    ( ) 3f x x= −  

สําหรับทุก ๆ  3x ≤   ตอเนื่องที่ใดบาง 
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วิธีทํา เนื่องจากฟงกชัน f  นิยามเฉพาะเมื่อ 3x ≤  เราจะพิจารณาความตอเนื่องของ f บนชวง ( ,3]−∞  

เนื่องจาก lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

= สําหรับทุก x  ซึ่ง 3x <  ดังนั้น f  จึงตอเนื่องที่ทุก ๆ x  ซึ่ง 3x <  และ

สําหรับ 3x =  เราก็เพียงแตพิจารณาวา f  ตอเนื่องจากทางซายที่ 3x =  หรือไมเทานั้น และเพราะวา 

   
3

lim ( )
x

f x
−→

=
3

lim
x −→

3 0 (3)x f− = =    

ดังนั้น f  ตอเนื่องบนชวง ( ,3]−∞                                                                      

 

 เราจะจบหัวขอนี้ดวยการกลาวถึงทฤษฎีบทที่สําคัญของความตอเนื่องของฟงกชันและไดมีการ

นําไปประยุกตใชอยางกวางขวาง 
 

ทฤษฎีบท  1.5.15  ในทฤษฎีบทนี้จะใชสัญลักษณ “ lim ” แทน lim
x c→

, lim
x c−→

, lim
x c+→

, lim
x→+∞

 หรือ lim
x→−∞

 อยาง

ใดอยางหนึ่ง 

 ถา lim ( )g x L=  และ f  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ L  แลว lim ( ( )) (lim ( ))f g x f g x=  

บทพิสูจน  จะแสดงวา lim ( ( )) ( )
x c

f g x f L
→

=  โดยกําหนดให ε  เปนจํานวนจริงบวก เนื่องจาก  f เปน

ฟงกชันตอเนื่องที่ L  จะได 

    lim ( ) ( )
u L

f u f L
→

=  

โดยใช u  เปนตัวแปรของฟงกชัน f  จะมี 1 0δ >  ที่ทําให ( )f u สอดคลองกับอสมการ 

    ( ) ( )  f u f L ε− <                    (1.5.2) 

เมื่อใดก็ตามที่ u  สอดคลองกับอสมการ  

     1u L δ− <                              (1.5.3) 

และเนื่องจาก lim ( )
x c

g x L
→

=  ดังนั้นจะมี 0δ >  ที่ทําให 

     1( )g x L δ− <                                       (1.5.4) 

เมื่อใดก็ตามที่ x  สอดคลองกับอสมการ 

    0 x c δ< − <                                                    (1.5.5) 
 

 ให ( )u g x=  แลวเมื่อ x  สอดคลองกับ (1.5.5) จะไดวา ( )g x สอดคลองกับ (1.5.4) ซึ่งก็คือ u  

สอดคลองกับ (1.5.3) และทําใหได ( )f u  นั่นคือ ( ( ))f g x  สอดคลองกับ  (1.5.2)  ซึ่งเปนอันจบการพิสูจน  �                         
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ตัวอยาง 1.5.16  จงแสดงวา ถา  lim ( )g x  หาได  แลว 

           1.  lim(sin( ( ))) sin(lim ( ))g x g x=  และ  lim(cos( ( ))) cos(lim ( ))g x g x=  

           2.  lim ( ) lim ( )g x g x=  

 

วิธีทํา  1.  เนื่องจากฟงกชันซายนและโคซายนเปนฟงกชันตอเนื่องบน \  ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.5.15   

ถา lim ( )g x  หาได  เราจะได 

lim(sin( ( ))) sin(lim ( ))g x g x=   และ   lim(cos( ( ))) cos(lim ( ))g x g x=  

 

2.   เนื่องจากฟงกชัน f  ที่นิยามโดย ( )f x x=   เปนฟงกชันตอเนื่องบน \  ดังนั้นถา 

lim ( )g x  หาได แลวโดยทฤษฎีบท1.5.15  จะไดวา        

  lim ( ) lim ( ( )) (lim ( )) lim ( )g x f g x f g x g x= = =                    

 

 ตัวอยาง 1.5.17  จากตัวอยาง 1.5.16  เราได 

         ( )( ) ( )( )2 2lim sin  sin lim sin 12x x
x x

x xπ π
π

π π→ →
= = =+ +  

      
2 2

2 2
1 1lim cos cos lim3 3x x

x x
x x
π π

→+∞ →+∞

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2
1/cos lim cos 11 3/x

x
x

π π
→+∞

+⎛ ⎞⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠
                              

และ 

        2

3
lim 5
x

x
→

− =   2

3
lim(5 ) 4   4
x

x
→

− = − =                                                    
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รูป  1.5.8 

x 

y 

a  

( )f a  

( )f b  

c  

b

( )y f x=  

ตัวอยาง  1.5.18   จงหาลิมิตในแตละขอตอไปนี้ 

 1.   
32

3

9lim
3x

x
x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

                                       2.   2

4
lim 13
x

x x
→

− +   

วิธีทํา  1. ให f และ g  เปนฟงกชันซึ่งนิยามโดย 3( )f x x=  และ 
2 9( ) 3

xg x x
−= −  ตามลําดับ  เนื่องจาก 

3
lim ( )
x

g x
→

=  
3

lim
x→

 
2 9

3
x
x
−
− 3

lim
x→

=  ( 3)( 3)
3

x x
x

− + =−  
3

lim( 3) 6
x

x
→

+ =  

และ f  ซึ่งเปนพหุนาม  เปนฟงกชันตอเนื่องบน \   ดังนั้น 

32

3

9lim
3x

x
x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠ 3

lim ( ( ))
x

f g x
→

= = ( ) 3

3
lim ( ) (6) 6 216
x

f g x f
→

= = =  

 

           2.  ให f และ g  เปนฟงกชันซึ่งนิยามโดย ( )f x x=  และ 2( ) 13g x x x= − +  แลวจาก 

2

4
lim( 13) 25
x

x x
→

− + =  และ f เปนฟงกชันตอเนื่องบน [0, )+∞  จะไดวา 

              2

4
lim 13
x

x x
→

− + 2

4
lim( 13)
x

x x
→

= − + = 25 5=                                      

 

ทฤษฎีบท 1.5.19 (ทฤษฎีบทคากลาง : Intermediate Value Theorem) 

ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [ , ]a b  ถา c  เปนคาคงตัวซึ่งอยูระหวาง ( )f a และ ( )f b  

[นั่นคือ ( ) ( )f a c f b< <  หรือ ( ) ( )f b c f a< < ]  แลวจะมี 0x ∈ [ , ]a b   ซึ่ง 0( )f x c=   
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รูป 1.5.8 แสดงความหมายทางเรขาคณิตของทฤษฎีบทคากลางวาถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน 

[ ,  ]a b  และถาเราทราบคาของ ( )f a และ ( )f b  แลวเราจะทราบวาคาที่อยูระหวางสองคานี้เปนคาของ

ฟงกชัน f  ที่จุด ๆ หนึ่งในโดเมนของ f  นั่นคือทุกคาที่อยูระหวาง ( )f a  และ ( )f b  อยูในเรนจของ f  

ทฤษฎีบทคากลางมีประโยชนในการพิสูจนผลที่นาสนใจมากมาย ตัวอยางเชนการหารากของพหุนาม ดัง

จะแสดงใหเห็นเปนตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง  1.5.20  จงแสดงวารากของพหุนาม 3 2( ) 1P x x x x= + + −  อยูในชวง [0,  1]  

วิธีทํา เนื่องจากพหุนามเปนฟงกชันตอเนื่อง จึงทําให 3 2( ) 1P x x x x= + + −  ตอเนื่องบน [0,  1]  และเรา

คํานวณไดวา 

(0) 1 0 2 (1)P P= − < < =  

ดังนั้นโดยทฤษฎีบทคากลางจะมี 0 [0,  1]x ∈  ซึ่ง 0( ) 0P x =  แสดงวา 0 [0,  1]x ∈  เปนรากของ ( )P x  

                            
ตัวอยาง 1.5.21   จงแสดงวามี  0x <   ที่ทําให  22x x=  

วิธีทํา พิจารณาฟงกชัน h  ซึ่งนิยามโดย 2( ) 2xh x x= −  สําหรับทุก ๆ [ 1,  0]x∈ −  เนื่องจากฟงกชันเชิง

กําลังและพหุนามเปนฟงกชันตอเนื่อง ทําใหไดวา h  ตอเนื่องบนชวงปด [ 1,  0]−  และเราคํานวณไดวา 

 1 2( 1) 2 ( 1)h −− = − − = 1 12 − = 1
2−       และ      0 2(0) 2 0 1 0 1h = − = − =  

ซึ่งทําใหได 

   1( 1) 0 1 (0)2h h− = − < < =  

ดังนั้นโดยทฤษฎีบทคากลาง  จะมี [ 1,0]x∈ −  (หรือ 0x < )  ที่ทําให 

   ( ) 0h x =  หรือ   22x x=                                                   
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แบบฝกหัด  1.5 
 

1. จงหาจุดในเซตของจํานวนจริงของแตละฟงกชันที่ทําใหฟงกชันไมตอเนื่องจากฟงกชันคาจริงที่
กําหนดในแตละขอตอไปนี้ 

            1.1   2
2( ) 3 2

xf x x x= − +  1.2  2( ) 1
xf x x= −  

            1.3  
2 , 4

( )
2 6 , 4
x x

f x
x x
− <⎧

= ⎨ − >⎩
 1.4  

2 1 , 0
( )

1 , 0
x x

f x
x x

⎧ − ≤
= ⎨

+ >⎩
 

 

2. ฟงกชันที่กําหนดในขอตอไปนี้ไมนิยามที่ 0x =  จึงเปนฟงกชันไมตอเนื่องที่ 0x =  

จงพิจารณาวาเราจะนิยามคาของ (0)f ในแตละขอเหลานี้เพื่อทําใหฟงกชันที่ถูกนิยามขึ้น     

ใหมตอเนื่องที่ 0x =  ไดหรือไม 

             2.1  ( ) | |
xf x x=  2.2  ( ) x xf x x

+=
2 2  

             2.3  |sin |( ) xf x x=  2.4  ( ) ( )f x x x= + 11  
 

3. กําหนดให  f  เปนฟงกชันซึ่งนิยามโดย 2

, 1
( )

, 1
ax b x

f x
cx dx e x

+ ≤⎧
= ⎨

+ + >⎩
  เมื่อ , , ,a b c d  และ 

e  เปนคาคงตัว จงหาความสัมพันธของ , , ,a b c d  และ e  เพื่อทําใหฟงกชัน f ตอเนื่องที่ 1 
 

4. กําหนดให f  เปนฟงกชันซึ่งนิยามโดย 
2

, 0 1
( ) 1 , 1 2

, 2

a xx
f x bx x

cx x

< <⎧
⎪= + ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

   

       จงหาคาคงตัว  ,  a b  และ c  ที่ทําให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( )0,∞            
 

5. จงสรางฟงกชัน f  และ g  ซึ่งฟงกชันทั้งสองตางเปนฟงกชันไมตอเนื่องที่ x c=  แตฟงกชัน 

f g+  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ x c=  
 

6. ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน [0,  1]  โดยที่ (0)f a=  และ (1)f b=  เมื่อ 0 a≤  และ 1b ≤   

จงแสดงวาสมการ ( )x f x=  มีรากอยางนอยรากหนึ่งในชวง  [0,  1]   
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