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คาํนํา
เอกสารประกอบการสอนวิชาหลกัการคณิตศาสตร์สําหรับครูเลม่นี Êเป็นสว่นหนึÉงของหลกัสตูรครุศาสตร

บณัฑิต สาขาวิชาคณิตศาสตร์ (ŝ ปี) (หลกัสตูรใหม่ พ.ศ. Śŝŝŝ) โดยมีวตัถปุระสงค์เพืÉอเป็นแหลง่เรียนรู้
เกีÉยวกบัหลกัการคณิตศาสตร์อนัประกอบไปด้วย ระบบสจัพจน์ ตรรกศาสตร์เบื Êองต้น วิธีการพิสจูน์ เซต
เบื Êองต้น ความสมัพนัธ์และฟังก์ชนั เซตจํากดัและเซตอนนัต์ ระบบจํานวนจริง และจํานวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น
และแนวคิดเกีÉยวกบัการจดัการเรียนรู้และกิจกรรมตา่ง ๆ ในระดบัมธัยมศกึษา โดยผู้ เขียนได้ใช้แนวทาง
การจดักิจกรรมการเรียนรู้แบบ ŝE เป็นรูปแบบการสอนแบบสืบเสาะหาความรู้ของสถาบนัสง่เสริมการ
สอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี ได้แบง่เนื Êอหาออกเป็น š บทประกอบไปด้วยบทนํา ตรรกศาสตร์ ระเบียบ
วิธีการพิสจูน์ เซต ความสมัพนัธ์ ฟังก์ชนั เซตจํากดัและเซตอนนัต์ ระบบจํานวนจริง และจํานวนเชิงซ้อน
เบื Êองต้น โดยคําศพัท์ทางคณิตศาสตร์ทีÉใช้ในเลม่นี Ê ผู้ เขียนจะใช้ตามพจนานกุรมศพัท์ทางคณิตศาสตร์
ฉบบัราชบณัฑิตยสภา พ.ศ.Śŝŝš

เนื Êอหาในเลม่นี Êเรียบเรียงมาจากประสบการณ์การสอนในวิชาหลกัการคณิตศาสตร์ ทฤษฎีจํานวน และ
ทฤษฎีเซต ทีÉสาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา ผู้ เขียนมุง่หวงัวา่
เอกสารประกอบการสอนเลม่นี Êจะเป็นเอกสารอา่นประกอบเพืÉอนําไปเรียนในวิชาดงักลา่วได้ดียิÉงขึ Êน

เนื ÊอหาทีÉกลา่วไว้ในวิชา "หลกัการคณิตศาสตร์สําหรับครู" เป็นคณิตศาสตร์ระดบัเบื Êองต้นเพืÉอพฒันา
พื Êนฐานความเข้าใจไปยงัระดบัสงู และนําไปประยกุต์ใช้ในการเรียนคณิตศาสตร์ในแขนงตา่ง ๆ อีกทั Êงยงั
เห็นการสร้างสิÉงตา่ง ๆ ขึ Êนอยา่งเป็นระบบระเบียบ ภายใต้สจัพจน์และกฎทางตรรกศาสตร์ทีÉยอมรับ ทําให้
ผู้ เรียนเห็นภาพของคณิตศาสตร์ได้อยา่งลกึซึ Êงมากขึ Êน โดยเฉพาะครูคณิตศาสตร์ทีÉจะถ่ายทอดสิÉงเหลา่นี Ê
ไปยงัลกูศิษย์ตอ่ไป

เอกสารประกอบการสอนเลม่นี Êจะเกิดขึ Êนไม่ได้ถ้าไมมี่ครูอาจารย์ทีÉคอยอบรมสัÉงสอนและเป็นแบบ
อยา่งทีÉดีแก่ผู้ เขียน โดยเฉพาะอยา่งยิÉง ศาสตราจารย์ ดร.พฒันี อดุมกะวานิช ภาควิชาคณิตศาสตร์และ
วิทยาการคอมพิวเตอร์ คณะวิทยาศาสตร์ จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั ผู้ เป็นต้นแบบของการสอนหลกัการ
คณิตศาสตร์ของผู้ เขียน รวมถงึบิดามารดาและพีÉน้อง อาจารย์ในสาขาวิชาคณิตศาสตร์ทีÉชว่ยอา่นและให้
คําแนะนําเพืÉอให้ตําราเลม่นี Êสมบรูณ์มากยิÉงขึ Êน และลกูศิษย์รุ่นปัจจบุนัทีÉช่วยหาคําผิดอยา่งตั Êงใจ สดุท้าย
หวงัวา่เอกสารประกอบการสอนเลม่นี Êจะเป็นประโยชน์แก่นกัศกึษาและผู้ ทีÉสนใจ

ธนชัยศ จําปาหวาย
Śŝŝš





แผนบริหารการจัดการเรียนรู้
ภาคเรียนทีÉ ř/Śŝŝš ระดับครุศาสตรบณัฑติ
MEDřŜŘř หลักการคณิตศาสตร์สาํหรับครู
(Mathematics Principle for Teacher)
หน่วยกติ ś(ś-Ř-Ş) สาขาวชิาคณิตศาสตร์

หมวดทีÉ ř หลักการและเป้าประสงค์ของรายวชิา
การเรียนการสอนคณิตศาสตร์เปลีÉยนแปลงตามยคุและสมยัมาโดยตลอด และต้องการพฒันารูปแบบ

การสอนและสืÉอนวตักรรมใหม่อยู่เสมอ เพืÉอให้ผู้ เรียนสามารถเรียนรู้ได้อยา่งเตม็ศกัยภาพของตนเอง การ
เรียนคณิตศาสตร์ในปัจบุนัผู้ เรียนต้องสามารถแสวงหาความรู้ได้ด้วยตนเอง ผา่นการลงมือปฏิบตัิ โดยมีผู้
สอนคอยให้คําแนะนํา อยา่งไรก็ตามสิÉงทีÉไม่คอ่ยจะเปลีÉยนแปลงเทา่ไรนกัคือ ธรรมชาติและโครงสร้างทาง
คณิตศาสตร์ ซึÉงเป็นความเข้าใจพื Êนฐานในศาสตร์วิชานี Ê รวมไปถงึการให้เหตผุลเชิงตรรกศาสตร์ซึÉงเป็นสิÉง
สําคญัในการพิสจูน์ข้อความตา่ง ๆ เพืÉอให้ทกุคนยอมรับความจริงทีÉเกิดขึ Êนอยา่งเป็นสากล อีกประการ
หนึÉงคือความเข้าใจเกีÉยวกบัเซตซึÉงเป็นมลูฐานของทกุสาขาในวิชาคณิตศาสตร์ และความเข้าใจนี Êจะทําให้
เข้าใจเรืÉอง ความสมัพนัธ์ และฟังก์ชนั ได้ดียิÉงขึ Êน สําหรับความหมายของเซตจํากดัและอนนัต์อาศยัความรู้
เกีÉยวกบัฟังก์ชนัมาช่วยอธิบายทําให้พิสจูน์บางอยา่งได้อยา่งเหลือเชืÉอเมืÉอใช้ความรู้สกึตดัสนิ สว่นสจัพจน์
ของจํานวนจริงนําไปพิสจูน์สมบตัิพื Êนฐานทําให้เกิดความเข้าใจและสามารถนําสิÉงเหลา่นี Êไปถ่ายทอดได้
ในอนาคต สําหรับการศกึษาจํานวนเชิงซ้อนอาศยัการขยายแนวคิดจากระบบจํานวนจริง และสมบตัิบาง
ประการสามารถนําไปแก้ปัญหาในจํานวนจริงได้ เปา้ประสงค์สดุท้ายคือผู้ เรียนสามารถเชืÉอมโยงเนื Êอหา
กบัหลกัสตูรคณิตศาสตร์ระดบัชั Êนมธัยมศกึษา และออกแบบการจดัการเรียนการสอนในแตล่ะเนื Êอหาได้
อยา่งเหมาะสม

หมวดทีÉ Ś ผลลัพธ์การเรียนรู้
หลงัจากทีÉศกึษาและเรียนรู้ในรายวิชาหลกัการคณิตศาสตร์สําหรับครูนกัศกึษาจะต้องมีความรู้ ความ

สามารถและคณุลกัษณะทีÉต้องการดงัตอ่ไปนี Ê
ř. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจธรรมชาติของคณิตศาสตร์ โครงสร้างและระบบทางคณิตศาสตร์
Ś. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจการให้เหตผุลเชิงตรรกศาสตร์ และแปลงประโยคภาษาเป็นตรรกศาสตร์

สญัลกัษณ์ได้
ś. เพืÉอให้นกัศกึษาสามารถเขียนบทพิสจูน์ในรูปแบบตา่ง ๆ ได้



(ś)
Ŝ. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจการดําเนินการบนเซต และเขียนพิสจูน์เกีÉยวกบัเซตได้
ŝ. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจความสมัพนัธ์ และตรวจสอบสมบตัิตา่ง ๆ เกีÉยวกบัความสมัพนัธ์ได้
Ş. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจฟังก์ชนั และพิสจูน์สมบตัิตา่ง ๆ เกีÉยวกบัฟังก์ชนัได้
ş. เพืÉอให้นกัศกึษานําความรู้เกีÉยวกบัฟังก์ชนัไปอธิบายเซตจํากดัและเซตอนนัต์ได้
Š. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจเกีÉยวกบัสมบตัิพื ÊนฐานเกีÉยวกบัจํานวนจริง
š. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจจํานวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น และพิสจูน์สมบตัิบางประการได้
řŘ. เพืÉอให้นกัศกึษาสามารถเชืÉอมโยงเนื Êอหากบัหลกัสตูรคณิตศาสตร์ระดบัชั Êนมธัยมศกึษาได้

หมวดทีÉ ś ลักษณะและการดาํเนินการ
คาํอธิบายรายวชิา

ธรรมชาติและโครงสร้างของคณิตศาสตร์ ตรรกศาสตร์เชิงคณิตศาสตร์ ระเบียบวิธีพิสจูน์ เซตเบื Êองต้น ความ
สมัพนัธ์และฟังก์ชนั และจํานวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น การเชืÉอมโยงเนื Êอหากบัหลกัสตูรคณิตศาสตร์ระดบัชั Êน
มธัยมศกึษา

จาํนวนชัÉวโมงของการจัดกจิกรรมการเรียนรู้
จํานวนชัÉวโมงของการจดักิจกรรมการเรียนรู้ไมน้่อยกวา่ ŝř ชัÉวโมงตอ่ภาคเรียน เวลาทีÉใช้สอนแบง่เป็น

การสอนภาคบรรยายทฤษฎี ŝř ชัÉวโมง
การสอนภาคปฏิบตัิ - ชัÉวโมง
การศกึษาด้วยตวัเอง řŘŚ ชัÉวโมง

มอบหมายงานให้นกัศกึษาทําการศกึษาเอกสาร และงานวิจยัทีÉเกีÉยวข้องกบัหลกัการคณิตศาสตร์ และสืÉอ
มลัติมีเดียทีÉเกีÉยวข้อง และให้ศกึษาเพิÉมเติมจากเวป็ไซต์เชิงวิชาการทีÉเกีÉยวข้อง

จาํนวนชัÉวโมงต่อสัปดาห์ทีÉอาจารย์ให้คาํปรึกษา
การให้คําปรึกษาเป็นรายบคุคล คนละไมน้่อยกวา่ ř ชัÉวโมงตอ่สปัดาห์

หมวดทีÉ Ŝ ผลลัพธ์การเรียนรู้ประจาํหน่วย
หลงัจากทีÉศกึษาและเรียนรู้ในรายวิชาหลกัการคณิตศาสตร์สําหรับครูนกัศกึษาจะต้องมีความรู้ ความ

สามารถและคณุลกัษณะทีÉต้องการดงัตอ่ไปนี Ê



(Ŝ)

ř. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจธรรมชาติของคณิตศาสตร์ โครงสร้างและระบบทางคณิตศาสตร์
Ś. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจการให้เหตผุลเชิงตรรกศาสตร์ และแปลงประโยคภาษาเป็นตรรกศาสตร์

สญัลกัษณ์ได้
ś. เพืÉอให้นกัศกึษาสามารถเขียนบทพิสจูน์ทั Êง Ş วิธี
Ŝ. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจการดําเนินการบนเซต และเขียนพิสจูน์เกีÉยวกบัเซตได้
ŝ. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจความสมัพนัธ์ และตรวจสอบสมบตัิตา่ง ๆ เกีÉยวกบัความสมัพนัธ์ได้
Ş. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจฟังก์ชนั และพิสจูน์สมบตัิตา่ง ๆ เกีÉยวกบัฟังก์ชนัได้
ş. เพืÉอให้นกัศกึษานําความรู้เกีÉยวกบัฟังก์ชนัไปอธิบายเซตจํากดัและเซตอนนัต์ได้
Š. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจเกีÉยวกบัสมบตัิพื ÊนฐานเกีÉยวกบัจํานวนจริง

š. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจจํานวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น และพิสจูน์สมบตัิบางประการได้
řŘ. เพืÉอให้นกัศกึษาสามารถเชืÉอมโยงเนื Êอหากบัหลกัสตูรคณิตศาสตร์ระดบัชั Êนมธัยมศกึษาได้

หมวดทีÉ ŝ แผนการจัดการเรียนรู้และวธีิการประเมินผลการเรียนรู้
แผนการจดัการเรียนรู้ในรายวิชานี Ê ได้ออกแบบตามผลลพัธ์การเรียนรู้หลกัของรายวิชาทีÉกําหนดไว้

ข้างต้น โดยครอบคลมุ řŘ ข้อประกอบไปด้วย
ř. ผลลพัธ์การเรียนรู้ของรายวิชานี Êมี řŘ ข้อ (ดงัตารางทีÉ ř)
Ś. หวัข้อเนื Êอหา/สาระ (Contents to be learned)

ในรายวิชาหลกัการคณิตศาสตร์สําหรับครูได้กําหนดหวัข้อ/สาระ ไว้ดงันี Êบทนํา (ธรรมชาติและโครงสร้าง
ทางคณิตศาสตร์) ตรรกศาสตร์ ระเบียบวิธีการพิสจูน์ เซตเบื Êองต้น ความสมัพนัธ์ ฟังก์ชนั เซตจํากดั
และเซตอนนัต์ ระบบจํานวนจริง และจํานวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น

ś. เทคนิควิธีสอน
การสอนในรายวิชานี Êประกอบไปด้วย
ś.ř วิธีสอนแบบบรรยาย (Lecture Method) โดยการทบทวนความรู้เดิมผู้ เรียน โดยตั Êงคําถามและ

ทําแบบทดสอบความรู้เดิม เพืÉอนําไปสู้การบรรยาย



(ŝ)
ś.Ś วิธีสอนแบบอภิปราย (Discussion Method) แบง่ผู้ เรียนเป็นกลุม่ ๆ โดยการกําหนดหวัข้อ

แล้วให้แตล่ะกลุม่นําเสนอและอภิปราย จากนั Êนผู้สอนอภิปรายเพืÉอนําไปสู่การสรุปเนื Êอหาและ
ความรู้ทีÉตรงตามวตัถปุระสงค์

ś.ś วิธีสอนแบบสืบเสาะ (Inquiry Method) โดยให้ผู้ เรียนรู้จกัสืบเสาะหาความรู้จาก เอกสาร ตํารา
หนงัสือ หรือค้นหาจากอินเตอร์เน็ต

ś.Ŝ วิธีสอนแบบเปิด (Open Approach) โดยใช้ตั Êง คําถามเชิงลกึเพืÉอให้ผู้ เรียนพบความรู้ด้วย
ตนเอง จากการลงมือปฏิบตัิจริง

ตารางทีÉ ř. การกระจายผลลพัธ์การเรียนรู้ เนื Êอหา/สาระ วิธีการสอน/กิจกรรมการเรียนรู้ หลกัฐาน/ผลงาน
สืÉอและการประเมินผลการเรียนรู้

สปด./ ผลลัพธ์การเรียนรู้ หวัข้อเนื Êอหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สืÉอการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมนิผล
ř/ś ř.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -ธรรมชาติของ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

เข้าใจธรรมชาติ คณิตศาสตร์ แบบบรรยาย กิจกรรม -สืÉอออนไลน์ ใบบนัทกึ
ของคณิตศาสตร์ -โครงสร้างของ กิจกรรม
โครงสร้างและระบบ คณิตศาสตร์
ทางคณิตศาสตร์ -ปฏิทรรศน์

-ความสําคญัของ
หลกัการคณิตศาสตร์
-การจดัการเรียนรู้
แบบ ŝE

Ś/ś Ś.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -ประพจน์ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เข้าใจการให้เหตผุล -สมมลูของประพจน์ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
เชิงตรรกศาสตร์และ -สจันิรันดร์ assignment
แปลงประโยคภาษา
เป็นตรรกศาสตร์
สญัลกัษณ์ได้

ś/ś Ś.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -การอ้างเหตผุล -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เข้าใจการให้เหตผุล -ตวับง่ปริมาณ แบบบรรยาย assignment -สืÉอออนไลน์ ใบบนัทกึ
เชิงตรรกศาสตร์และ -การจดัการเรียนรู้ -วิธีการสอน assignment
แปลงประโยคภาษา เรืÉองตรรกศาสตร์ แบบอภิปราย -ประเมินจาก
เป็นตรรกศาสตร์ รายงานกลุม่
สญัลกัษณ์ได้
řŘ. เพืÉอให้นกัศกึษา
สามารถเชืÉอมโยง
เนื Êอหากบัหลกัสตูร
คณิตศาสตร์ระดบั
ชั Êนมธัยมศกึษาได้



(Ş)

สปด./ ผลลัพธ์การเรียนรู้ หวัข้อเนื Êอหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สืÉอการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมนิผล
Ŝ/ś ś.เพืÉอให้นกัศกึษา -การพิสจูน์ข้อความ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

สามารถเขียนบท แบบมีเงืÉอนไข แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
พิสจูน์ในรูปแบบตา่ง ๆ -การพิสจูน์ข้อความ assignment

แบบแจกแจงกรณี
-การพิสจูน์ข้อความ
แบบผนักลบัได้

ŝ/ś ś.เพืÉอให้นกัศกึษา -การพิสจูน์โดยวิธี -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถเขียนบท ขดัแย้ง แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
พิสจูน์ในรูปแบบตา่ง ๆ -การพิสจูน์ข้อความ assignment

ซึÉงเป็นไปได้อยา่งเดียว
-การพิสจูน์โดยหลกั
อปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

Ş/ś Ŝ.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -การดําเนินการบนเซต -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เข้าใจการดําเนินการ -ยเูนียนและอินเตอร์- แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
บนเซตและเขียน เซกชนัเพิÉมเติม assignment
พิสจูน์เกีÉยวกบัเซตได้

ş/ś Ŝ.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -ผลคณูคาร์ทีเซียน -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เข้าใจการดําเนินการ -การจดัการเรียนรู้ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
บนเซตและเขียน เรืÉองเซต assignment
พิสจูน์เกีÉยวกบัเซตได้
řŘ. เพืÉอให้นกัศกึษา
สามารถเชืÉอมโยง
เนื Êอหากบัหลกัสตูร
คณิตศาสตร์ระดบั
ชั Êนมธัยมศกึษาได้

Š/ś ŝ.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -ความสมัพนัธ์ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เข้าใจความสมัพนัธ์ โดเมนและเรจน์ แบบบรรยาย assignment -สืÉอออนไลน์ ใบบนัทกึ
และตรวจสอบสมบตัิ -ความสมัพนัธ์สมมลู assignment
ตา่ง ๆ เกีÉยวกบั
ความสมัพนัธ์ได้

š/ś ŝ.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -ความสมัพนัธ์สมมลู -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เข้าใจความสมัพนัธ์ (ตอ่จาก Š/ś) แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
และตรวจสอบสมบตัิ -การเรียงอนัดบั assignment
ตา่ง ๆ เกีÉยวกบั บางสว่น
ความสมัพนัธ์ได้



(ş)

สปด./ ผลลัพธ์การเรียนรู้ หวัข้อเนื Êอหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สืÉอการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมินผล
řŘ/ś Ş.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -นิยามและชนิดของ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

เข้าใจฟังก์ชนัและ ฟังก์ชนั แบบบรรยาย assignment -สืÉอออนไลน์ ใบบนัทกึ
พิสจูน์สมบตัิตา่ง ๆ -ฟังก์ชนัคา่จริง assignment
เกีÉยวกบัฟังก์ชนัได้ -พีชคณิตของฟังก์ชนั

-ฟังก์ชนัผกผนั
řř/ś Ş.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -ฟังก์ชนัประกอบ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

เข้าใจฟังก์ชนัและ -ภาพและภาพผกผนั แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
พิสจูน์สมบตัิตา่ง ๆ assignment
เกีÉยวกบัฟังก์ชนัได้

řŚ/ś Ş.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -การดําเนินการ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เข้าใจฟังก์ชนัและ ทวิภาค แบบบรรยาย assignment -สืÉออนไลน์ ใบบนัทกึ
พิสจูน์สมบตัิตา่งๆ -การจดัการเรียนรู้ -วิธีการสอน assignment
เกีÉยวกบัฟังก์ชนัได้ เรืÉองฟังก์ชนั แบบเปิด
řŘ. เพืÉอให้นกัศกึษา
สามารถเชืÉอมโยง
เนื Êอหากบัหลกัสตูร
คณิตศาสตร์ระดบั
ชั Êนมธัยมศกึษาได้

řś/ś ş.เพืÉอให้นกัศกึษา -การเทียบเทา่ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
นําความรู้เกีÉยวกบั ของเซต แบบบรรยาย assignment -สืÉออนไลน์ ใบบนัทกึ
ฟังก์ชนัไปอธิบาย -เซตจํากดั -วิธีสอน ssignment
เซตจํากดัและ แบบสืบเสาะ
เซตอนนัต์ได้

řŜ/ś ş.เพืÉอให้นกัศกึษา -เซตอนนัต์ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
นําความรู้เกีÉยวกบั -เซตนบัได้ แบบบรรยาย assignment -สืÉออนไลน์ ใบบนัทกึ
ฟังก์ชนัไปอธิบาย -เซตนบัไมไ่ด้ -วิธีสอน assignment
เซตจํากดัและ แบบอภิปราย -ประเมินจาก
เซตอนนัต์ได้ รายงานกลุม่

řŝ/ś Š.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -สจัพจน์สนาม -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เข้าใจเกีÉยวกบัสมบตัิ -กฎไตรวิภาค แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
พื ÊนฐานเกีÉยวกบั -คา่สมับรูณ์ -วิธีสอน assignment
จํานวนจริง -สจัพจน์ความ แบบสืบเสาะ
řŘ. เพืÉอให้นกัศกึษา ความบริบรูณ์
สามารถเชืÉอมโยง -การจดัการเรียนรู้
เนื Êอหากบัหลกัสตูร เรืÉองจํานวนจริง
คณิตศาสตร์ระดบั
ชั Êนมธัยมศกึษาได้



(Š)

สปด./ ผลลัพธ์การเรียนรู้ หวัข้อเนื Êอหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สืÉอการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมินผล
řŞ/ś š.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -การดําเนินการ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

เข้าใจจํานวนเชิงซ้อน บนจํานวนเชิงซ้อน แบบบรรยาย assignment -สืÉออนไลน์ ใบบนัทกึ
เบื Êองต้นและพิสจูน์ -มอดลูสั assignment
สมบตัิบางประการได้ -สงัยคุ

-กราฟของจํานวน
เชิงซ้อน

řş/ś š.เพืÉอให้นกัศกึษารู้ -จํานวนเชิงซ้อน -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เข้าใจจํานวนเชิงซ้อน ในรูปเชิงขั Êว แบบบรรยาย assignment -สืÉออนไลน์ ใบบนัทกึ
เบื Êองต้นและพิสจูน์ -การจดัการเรียนรู้ -วิธีสอน assignment
สมบตัิบางประการได้ เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน แบบอภิปราย -ประเมินจาก
řŘ. เพืÉอให้นกัศกึษา รายงานกลุม่
สามารถเชืÉอมโยง
เนื Êอหากบัหลกัสตูร
คณิตศาสตร์ระดบั
ชั Êนมธัยมศกึษาได้

ตารางทีÉ Ś. ปฏิทินและแผนการนําเสนอเนื Êอหาสาระและกิจกรรมการเรียนรู้

วันทีÉ สปด. ทีÉ เนื Êอหา/วธีิการสอน/กจิกรรม นักศึกษา/อาจารย์
ส.ค. ř -ธรรมชาติของคณิตศาสตร์ อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย

-โครงสร้างของคณิตศาสตร์
-ปฏิทรรศน์
-ความสําคญัของหลกัการคณิตศาสตร์
-การจดัการเรียนรู้แบบ ŝE

Ś -ประพจน์ อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-ตวัเชืÉอมประพจน์ นิเสธประพจน์ และตารางคา่ความจริง
-สมมลูของประพจน์
-การตรวจสอบสมมลูโดยตารางคา่ความจริง
-การตรวจสอบสมมลูโดยใช้กฎพื Êนฐาน
-สจันิรันดร์
-การตรวจสอบสจันิรันดร์โดยตารางคา่ความจริง
-การตรวจสอบสจันิรันดร์โดยวิธีขดัแย้ง

ก.ย. ś -การอ้างเหตผุล นกัศกึษา/
-ตวับง่ปริมาณ อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-การแปลงประโยคภาษาเป็นประโยคสญัลกัษณ์
-การจดัการเรียนรู้เรืÉองตรรกศาสตร์
-รายงานกลุม่เรืÉองการจดัการเรียนรู้



(š)

วันทีÉ สปด. ทีÉ เนื Êอหา/วธีิการสอน/กจิกรรม นักศึกษา/อาจารย์
Ŝ -การพิสจูน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย

-การพิสจูน์ข้อความแบบแจกแจงกรณี
-การพิสจูน์ข้อความแบบผนักลบัได้

ŝ -การพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-การพิสจูน์ข้อความทีÉเป็นไปได้อยา่งเดียว
-การพิสจูน์โดยวิธีอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

Ş -การดําเนินการบนเซต อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-อินเตอร์เซกชนั ยเูนียน ผลตา่ง และสว่นเติมเตม็
-ยเูนียนและอินเตอร์เซกชนัเพิÉมเติม

ต.ค. ş -ผลคณูคาร์ทีเซียน อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-การจดัการเรียนรู้เรืÉองเซต

Š -ความสมัพนัธ์ อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-โดเมน เรจน์
-ความสมัพนัธ์สมมลู

š -ความสมัพนัธ์สมมลู (ตอ่จาก สปด. ทีÉ Š) อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-ผลแบง่กั Êน
-การเรียงอนัดบับางสว่น

řŘ -นิยามและและชนิดของฟังก์ชนั อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-ฟังก์ชนัคา่จริงและพีชคณิตของฟังก์ชนั
-ฟังก์ชนัผกผนั

พ.ย. řř -ฟังก์ชนัประกอบ อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-ภาพและภาพผกผนั

řŚ -การดําเนินการทวิภาค อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-สมบตัิปิด สมบตัิการสลบัทีÉ สมบตัิการเปลีÉยนกลุม่
-เอกลกัษณ์ และตวัผกผนั
-การจดัการเรียนรู้เรืÉองฟังก์ชนั

řś -การเทียบเทา่ของเซต อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-เซตจํากดั

řŜ -เซตอนนัต์ นกัศกึษา/
-เซตนบัได้และเซตนบัไมไ่ด้ อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-อภิปรายรายกลุม่เรืÉองเซตชนิดของเซต

ธ.ค. řŝ -สจัพจน์สนาม กฎไตรวิภาค อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-คา่สมับรูณ์ และสจัพจน์ความบริบรูณ์
-การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนจริง

řŞ -การดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อน อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-มอดลูสัและสงัยคุ
-กราฟจํานวนเชิงซ้อน

řş -จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Êว อ.ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
-การหารากโดยทฤษฎีบทเดอร์มวัฟวร์
-การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน



(řŘ)
การประเมนิผลการเรียนรู้
การประเมินผลการเรียนรู้ภาคทฤษฎี และการมีสว่นร่วมในการเรียนรู้ (ŜŘ %)

ความตั Êงใจ ความสนใจเรียน řŘ%
คะแนนระหวา่งเรียน (Assignment) řŘ%
โครงการรายกลุม่ (Project) řŘ%
สอบยอ่ย (Quiz) řŘ%

หมวดทีÉ Ş แหล่งทรัพยากร และสืÉอการสอน
หนงัสือและสืÉอการเรียนรู้หลกัสําหรับวิชานี Ê
ธนชัยศ จําปาหวาย (Śŝŝš). เอกสารประกอบการสอนวชิาหลักการคณิตศาสตร์สาํหรับครู.

กรุงเทพฯ : มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา
เวป็ไซต์ http://www.eledu.ssru.ac.th/thanatyod_ja

หนงัสือ เอกสารประกอบ และสืÉอทีÉควรศกึษาเพิÉมเติÉม
กรรณิกา กวกัเพฑรูย์. (ŚŝŜŚ). หลักคณิตศาสตร์. กรุงเทพฯ: สํานกัพิมพ์แหง่จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั
กรมวิชาการ กระทรวงศกึษาธิการ. (Śŝśš). อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์. กรุงเทพฯ: กรมวิชาการ
ฉฐัไชย์ ลีนาวงศ์. (ŚŝŜş). ตรรกะแห่งการพสูิจน์. กรุงเทพฯ: บริษัทสํานกัพิมพ์ท๊อปจํากดั
ฉวีวรรณ รัตนประเสริฐ. (ŚŝśŞ). วธีิการพสูิจน์ทางคณิตศาสตร์. นครปฐม: ภาควิชาคณิตศาสตร์

คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลยัศิลปกร
พฒันี อดุมกะวานิช. (Śŝŝš). หลักคณิตศาสตร์. กรุงเทพฯ: สํานกัพิมพ์แหง่จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั
อมัพร ม้าคนอง. (ŚŝŝŠ). คณิตศาสตร์สาํหรับครูมัธยม. กรุงเทพฯ: สํานกัพิมพ์แหง่จฬุาลงกรณ์

มหาวิทยาลยั
Michael Haese, Sandra Haese, Mark umphries, Edward Kemp and Pamela Vollma. (ŚŘřŜ)

Mathematics for the international student řŘE MYPŝ (Extended).
Marleston, Australia : Haese& Harris Publications

Pual Glendinning. (ŚŘřŚ). Maths in minutes. London, England: Quercus Editions Ltd





แผนบริหารการสอนประจาํวชิา
หลักการคณิตศาสตร์สาํหรับครู

ชืÉอวชิา หลกัการคณิตศาสตร์สําหรับครู รหสัวชิา MEDřŜŘř
Mathematics Principle for Teacher

จาํนวนหน่วยกติ-ชัÉวโมง ś(ś-Ř-Ş)
เวลาเรียน řş สัปดาห์ ŝř ชัÉวโมง/ภาคเรียน
คาํอธิบายรายวชิา

ธรรมชาติและโครงสร้างของคณิตศาสตร์ ตรรกศาสตร์เชิงคณิตศาสตร์ ระเบียบวิธีพิสจูน์ เซตเบื Êองต้น
ความสมัพนัธ์และฟังก์ชนั และจํานวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น การเชืÉอมโยงเนื Êอหากบัหลกัสตูรคณิตศาสตร์ระดบั
ชั Êนมธัยมศกึษา

วัตถุประสงค์ทัÉวไป

ř. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจธรรมชาติของคณิตศาสตร์ โครงสร้างและระบบทางคณิตศาสตร์
Ś. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจการให้เหตผุลเชิงตรรกศาสตร์ และแปลงประโยคภาษาเป็นตรรกศาสตร์

สญัลกัษณ์ได้
ś. เพืÉอให้นกัศกึษาสามารถเขียนบทพิสจูน์ในรูปแบบตา่ง ๆ ได้
Ŝ. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจการดําเนินการบนเซต และเขียนพิสจูน์เกีÉยวกบัเซตได้
ŝ. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจความสมัพนัธ์ และตรวจสอบสมบตัิตา่งๆเกีÉยวกบัความสมัพนัธ์ได้
Ş. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจฟังก์ชนั และพิสจูน์สมบตัิตา่งๆเกีÉยวกบัฟังก์ชนัได้
ş. เพืÉอให้นกัศกึษานําความรู้เกีÉยวกบัฟังก์ชนัไปอธิบายเซตจํากดัและเซตอนนัต์ได้
Š. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจเกีÉยวกบัสมบตัิพื ÊนฐานเกีÉยวกบัจํานวนจริง

š. เพืÉอให้นกัศกึษารู้ เข้าใจจํานวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น และพิสจูน์สมบตัิบางประการได้
řŘ. เพืÉอให้นกัศกึษาสามารถเชืÉอมโยงเนื Êอหากบัหลกัสตูรคณิตศาสตร์ระดบัชั Êนมธัยมศกึษาได้



(řŚ)
เนื ÊอหาและเวลาทีÉใช้สอน
บททีÉ ř บทนํา ś ชัÉวโมง

ธรรมชาติของคณิตศาสตร์
โครงสร้างของคณิตศาสตร์
ปฏิทรรศน์
ความสําคญัของหลกัการคณิตศาสตร์
การจดัการเรียนรู้แบบ ŝE
สรุป

บททีÉ Ś ตรรกศาสตร์ Ş ชัÉวโมง
ประพจน์
สมมลูของประพจน์
สจันิรันดร์
การอ้างเหตผุลและการพิสจูน์
ตวับง่ปริมาณ
การจดัการเรียนรู้เรืÉองตรรกศาสตร์
สรุป

บททีÉ ś ระเบียบวิธีการพิสจูน์ Ş ชัÉวโมง
การพิสจูน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข
การพิสจูน์ข้อความแบบแจกแจงกรณี
การพิสจูน์ข้อความแบบผนักลบัได้
การพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง
การพิสจูน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อยา่งเดียว
การพิสจูน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
สรุป



(řś)

บททีÉ Ŝ เซต Ş ชัÉวโมง
การดําเนินการบนเซต
ยเูนียนและอินเตอร์เซกชนัเพิÉมเติม
ผลณูคาร์ทีเซียน
การจดัการเรียนรู้เรืÉองเซต
สรุป

บททีÉ ŝ ความสมัพนัธ์ Ş ชัÉวโมง
บทนิยามและตวัอยา่งของความสมัพนัธ์
ความสมัพนัธ์สมมลู
การเรียงอนัดบับางสว่น
สรุป

บททีÉ Ş ฟังก์ชนั š ชัÉวโมง
นิยามและชนิดของฟังก์ชนั
ฟังก์ชนัคา่จริงและพีชคณิตของฟังก์ชนั
ฟังก์ชนัผกผนัและฟังก์ชนัประกอบ
ภาพและภาพผกผนั
การดําเนินทวิภาค
การจดัการเรียนรู้เรืÉองฟังก์ชนั
สรุป

บททีÉ ş เซตจํากดัและเซตอนนัต์ Ş ชัÉวโมง
การเทียบเทา่ของเซต
เซตจํากดั
เซตอนนัต์
เซตนบัได้
เซตนบัไมไ่ด้
สรุป



(řŜ)

บททีÉ Š ระบบจํานวนจริง ś ชัÉวโมง
สจัพจน์สนาม
กฎไตรวิภาค
คา่สมับรูณ์
สจัพจน์ความบริบรูณ์
การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนจริง
สรุป

บททีÉ š จํานวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น Ş ชัÉวโมง
การดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อน
มอดลูสัและสงัยคุ
กราฟของจํานวนเชิงซ้อน
จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Êว
การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน
สรุป



(řŝ)
การวัดและการประเมนิผล

ř. การวดัผล
แบง่คะแนนตลอดภาคเรียนออกเป็น ś สว่น ดงันี Ê
ř.ř คะแนนระหวา่งภาคเรียน ŜŘ%

ř.ř.ř ความตั Êงใจ ความสนใจเรียน řŘ%
ř.ř.Ś งานทีÉมอบหมายในระหวา่งเรียน (assignment) řŘ%
ř.ř.ś โครงการรายกลุม่ (project) řŘ%

ř.Ś คะแนนกลางภาคเรียน śŘ%
ř.ś คะแนนปลายภาคเรียน śŘ%

Ś. การประเมินผล
ใช้วิธีอิงเกณฑ์โดยเปรียบเทียบระดบัคะแนนทีÉกําหนดเพืÉอให้เกรดดงันี Ê

ระดับคะแนน ความหมายของผลการศึกษา ค่าร้อยละ ค่าระดับคะแนน
A ดียอดเยีÉยม 86.00− 100 4.00

A- ดีเยีÉยม 82.00− 85.00 3.75

B+ ดีมาก 78.00− 81.00 3.50

B ดี 74.00− 77.00 ś.ŘŘ
B- คอ่นข้างดี 70.00− 73.00 2.75

C+ ปานกลางคอ่นข้างดี 66.00− 69.00 2.50

C ปานกลาง 62.00− 65.00 2.00

C- ปานกลางคอ่นข้างออ่น 58.00− 61.00 1.75

D+ คอ่นข้างออ่น 54.00− 57.00 1.50

D ออ่น 50.00− 53.00 1.00

D- ออ่นมาก 46.00− 49.00 0.75

F ตก 00.00− 45.00 0.00



สารบัญ
หน้า

คาํนํา (ř)
แผนบริหารการจัดการเรียนรู้ (Ś)
แผนบริหารการสอนประจาํวชิา (řř)
สารบญั (řŞ)
สารบญัรูป (ŚŘ)
สารบญัตาราง (Śř)
แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ř ř
บททีÉ ř บทนํา ś

ธรรมชาติของคณิตศาสตร์ ś
โครงสร้างของคณิตศาสตร์ Ŝ
ปฏิทรรศน์ ş
ความสําคญัของหลกัการคณิตศาสตร์ š
การจดัการเรียนรู้แบบ ŝE řř
สรุป řŚ
คําถามท้ายบท řś
เอกสารอ้างอิง řŜ

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ś řŝ
บททีÉ Ś ตรรกศาสตร์ řş

ประพจน์ řş
สมมลูของประพจน์ ŚŜ
สจันิรันดร์ Śş
การอ้างเหตผุลและการพิสจูน์ śř
ตวับง่ปริมาณ śŝ
การจดัการเรียนรู้เรืÉองตรรกศาสตร์ ŜŚ
สรุป Ŝŝ
คําถามท้ายบท ŜŞ
เอกสารอ้างอิง ŝŘ



(řş)
หน้า

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ś ŝř
บททีÉ ś ระเบียบวธีิการพสูิจน์ ŝś

การพิสจูน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข ŝŜ
การพิสจูน์ข้อความแบบแจกแจงกรณี ŝŠ
การพิสจูน์ข้อความแบบผนักลบัได้ Şř
การพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง Şŝ
การพิสจูน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อยา่งเดียว ŞŠ
การพิสจูน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ şŘ
สรุป şş
คําถามท้ายบท şş
เอกสารอ้างอิง ŠŘ

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ŝ Šř
บททีÉ Ŝ เซต Šś

การดําเนินการบนเซต ŠŞ
ยเูนียนและอินเตอร์เซกชนัเพิÉมเติม šŘ
ผลณูคาร์ทีเซียน šş
การจดัการเรียนรู้เรืÉองเซต řŘř
สรุป řŘś
คําถามท้ายบท řŘŜ
เอกสารอ้างอิง řŘŞ

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ŝ řŘş
บททีÉ ŝ ความสัมพนัธ์ řŘš

นิยามและตวัอยา่งของความสมัพนัธ์ řŘš
ความสมัพนัธ์สมมลู řŚŜ
การเรียงอนัดบับางสว่น řŚŠ
สรุป řśŚ
คําถามท้ายบท řśś



(řŠ)
หน้า

เอกสารอ้างอิง řśŝ
แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ş řśş
บททีÉ Ş ฟังก์ชัน řśš

นิยามและชนิดของฟังก์ชนั řśš
ฟังก์ชนัคา่จริงและพีชคณิตของฟังก์ชนั řŜŞ
ฟังก์ชนัผกผนัและฟังก์ชนัประกอบ řŝŚ
ภาพและภาพผกผนั řŞŘ
การดําเนินทวิภาค řŞŞ
การจดัการเรียนรู้เรืÉองฟังก์ชนั řşś
สรุป řşŝ
คําถามท้ายบท řşŞ
เอกสารอ้างอิง řŠŘ

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ş řŠř
บททีÉ ş เซตจาํกัดและเซตอนันต์ řŠś

การเทียบเทา่ของเซต řŠś
เซตจํากดั řŠŝ
เซตอนนัต์ řšř
เซตนบัได้ řšś
เซตนบัไมไ่ด้ řšŞ
สรุป řšŠ
คําถามท้ายบท řšŠ
เอกสารอ้างอิง řšš

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Š ŚŘř
บททีÉ Š ระบบจาํนวนจริง ŚŘś

สจัพจน์สนาม ŚŘś
กฎไตรวิภาค ŚŘŠ
คา่สมับรูณ์ ŚřŚ



(řš)
หน้า

สจัพจน์ความบริบรูณ์ Śřŝ
การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนจริง ŚŚś
สรุป ŚŚŞ
คําถามท้ายบท ŚŚş
เอกสารอ้างอิง ŚŚš

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ š Śśř
บททีÉ š จาํนวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น Śśś

การดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อน ŚśŜ
มอดลูสัและสงัยคุ ŚśŠ
กราฟของจํานวนเชิงซ้อน ŚŜŜ
จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Êว ŚŜş
การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน Śŝŝ
สรุป ŚŝŠ
คําถามท้ายบท Śŝš
เอกสารอ้างอิง ŚŞŚ

บรรณานุกรม ŚŞś



(ŚŘ)



บ

สารบัญรูป
รูปทีÉ หน้า

ř แผนภาพแสดงโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ Ŝ
Ś ตวัอยา่งรูปภาพทีÉเกิดปฏิทรรศน์ Š
ś แผนภาพแสดงโครงสร้างวิชาหลกัการคณิตศาสตร์สําหรับครู řŘ
Ŝ แผนภาพแสดงกรณีของประพจน์เชิงประกอบทีÉมีประพจน์ยอ่ย p, q และ r Śś
ŝ แผนภาพต้นไม้แสดงคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ยโดยวิธีขดัแย้งของ (p ∧ q) → (p ∨ q) śŘ
Ş แผนภาพต้นไม้แสดงคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ยโดยวิธีขดัแย้งของ (p → q) ∨ (p ↔ q) śř
ş แผนภาพต้นไม้แสดงคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ยโดยวิธีขดัแย้งของ (p ∨ q)∧ ∼ q →∼ p śŚ
Š แผนภาพต้นไม้แสดงวา่คา่ความจริงข้อความ x+ y = 0 เมืÉอ U = {−1, 0, 1} ŜŘ
š การเปรียบเทียบหลกัโดมิโนกบัหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ şŘ
řŘ แผนภาพต้นไม้แสดงสบัเซตทั Êงหมดของเซต {1, 2, 3} Šş
řř แผนภาพการดําเนินการระหวา่งเซต ŠŠ
řŚ แผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ r = {(1, x), (2, y), (3, x)} řŘš
řś กราฟแสดงความสมัพนัธ์ y = x řřŘ
řŜ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ y = x2 řřŘ
řŝ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ x < y řřř
řŞ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ x | y řřř
řş กราฟแสดงความสมัพนัธ์ 2 | (x− y) řřŚ
řŠ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ y = x2 + 1 řřŜ
řš กราฟแสดงความสมัพนัธ์ x2 + y2 = 9 řřŝ
ŚŘ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ 4x2 + 9y2 = 36 řřŞ
Śř กราฟแสดงความสมัพนัธ์ r และ r−1 เมืÉอ r = {(1, 2), (1, 4), (2, 5), (4, 5), (3, 8)} řřş
ŚŚ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ r และ r−1 เมืÉอ r = {(x, y) ∈ R× R | y = x2} řřŠ
Śś กราฟแสดงความสมัพนัธ์ r และ r−1 เมืÉอ r = {(x, y) ∈ R× R | y = 2x+ 1} řřŠ
ŚŜ แผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ r ประกอบกบั s řřš
Śŝ แผนภาพตวัอยา่งแสดงความสมัพนัธ์ r ประกอบกบั s řřš
ŚŞ แผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ (s ◦ r)−1 และ r−1 ◦ s−1 řŚŘ
Śş แผนภาพแสดงสมบตัิของความสมัพนัธ์ řŚř



ป

สารบญัรูป (ต่อ)
รูปทีÉ หน้า
ŚŠ แผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ f, g และ h řŜŘ
Śš แผนภาพแสดง input และ output ของฟังก์ชนั řŜř
śŘ แผนภาพแสดงเครืÉองจกัรทีÉประกอบด้วยจาก f และ g řŝŜ
śř แผนภาพแสดงฟังก์ชนัประกอบ g ◦ f řŝŝ
śŚ แผนภาพแสดงตวัอยา่งฟังก์ชนัประกอบ g ◦ f řŝŝ
śś แผนภาพแสดงภาพและภาพผกผนั řŞŘ
śŜ แผนภาพแสดง {1, 2, 3} ∼ {a, b, c} řŠś
śŝ แผนภาพแสดงการจบัคูข่องจํานวนนบักบัจํานวนคู่ řŠŜ
śŞ แผนภาพแสดง N5 ∼ {2, 4, 6, 8, 10} řŠŞ
śş แผนภาพการสร้างฟังก์ชนั h : A ∪B → Nn+m řŠš
śŠ แผนภาพการสร้างฟังก์ชนั f : A×B → Nnm řšŘ
śš แผนภาพการสร้างฟังก์ชนั f : N → Z řšš
ŜŘ แสดงการนบัสมาชิกของเซต N× N řšŝ
Ŝř แสดงจดุ (a, b) บนระนาบเชิงซ้อน ŚśŠ
ŜŚ แสดงสงัยคุและมอดลูสับนระนาบเชิงซ้อน Śśš
Ŝś แสดงความสมัพนัธ์จํานวนเชิงซ้อนในระบบพิกดัเชิงขั Êว ŚŜş
ŜŜ แสดงผลคณูของจํานวนเชิงซ้อนในระบบพิกดัเชิงขั Êว ŚŜŠ
Ŝŝ แสดงรากทีÉ n ของจํานวนเชิงซ้อนในระบบพิกดัเชิงขั Êว ŚŝŚ



(Śř)

สารบัญตาราง
ตารางทีÉ หน้า

ř คา่ความจริงของข้อความร่วม p ∧ q řš
Ś คา่ความจริงของข้อความเลือก p ∨ q řš
ś คา่ความจริงของข้อความแบบมีเงืÉอนไข p → q ŚŘ
Ŝ คา่ความจริงของข้อความแบบผนักลบัได้ p ↔ q Śř
ŝ คา่ความจริงของ ∼ p Śř
Ş ความสมัพนัธ์ของจํานวนประพจน์กบัจํานวนกรณีของคา่ความจริง ŚŚ
ş ตารางคา่ความจริงของประพจน์ (p → r) ∨ (p ↔ q) Śś
Š ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p → q และ ∼ q →∼ p ŚŜ
š ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p ∨ q และ ∼ p → q ŚŜ
řŘ ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ (p ∨ q) → r และ (p → r) ∨ (q → r) Śŝ
řř ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p → (p ∨ q) ŚŠ
řŚ ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p∧ ∼ p ŚŠ
řś ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ (p → q) ↔ (∼ p ∨ q) ŚŠ
řŜ ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p ∧ (p → q) śś
řŝ ตารางแสดงคา่ความจริงของประโยคเปิด x > 2 เมืÉอ x ∈ {1, 2, 3, 4} śŝ
řŞ ตารางแสดงคา่ความจริงของข้อความ x > 0 เมืÉอ x ∈ {1, 2, 3, 4} śş
řş ตารางแสดงคา่ความจริงของข้อความ x < 2 เมืÉอ x ∈ {1, 2, 3, 4} śŠ
řŠ ตารางแสดงคา่ความจริงของข้อความ (x2 = x) → (x > 0) เมืÉอ x ∈ {−2,−1, 0, 1, 2} śŠ
řš ตารางแสดงคา่ความจริงของข้อความ (x2 = x) → (x > 0) เมืÉอ x ∈ {−2,−1, 0, 1, 2} śŠ
ŚŘ ตารางแสดงคา่ของ n(n+ 1) เมืÉอ n = −2,−1, 0, 1, 2 śš



(Śř)

สารบญัตาราง (ต่อ)
ตารางทีÉ หน้า

Śř ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางเรืÉองตรรกศาสตร์ ŜŚ
ŚŚ คา่ความจริงของประพจน์ p(x, y) Ŝś
Śś ตารางจดุของประพจน์ x+ y = 0 Ŝś
ŚŜ สรุปคา่ความจริงของประพจน์ p(x, y) โดยใช้ตารางจดุ ŜŜ
Śŝ ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางเรืÉองเซต řŘř
ŚŞ สรุปสมบตัิความสมัพนัธ์ řŚŚ
Śş ผลการแบง่กั Êนจํานวนเตม็ออกเป็น ś สว่น řŚŝ
ŚŠ ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางเรืÉองฟังก์ชนั řşś
Śš ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางเรืÉองจํานวนจริง ŚřŠ
śŘ ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางเรืÉองจํานวนเชิงซ้อน Śŝŝ



สารบญั

ř บทนํา ś
ř.ř ธรรมชาติของคณิตศาสตร์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ś
ř.Ś โครงสร้างของคณิตศาสตร์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ŝ
ř.ś ปฏิทรรศน์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ş
ř.Ŝ ความสําคญัของหลกัการคณิตศาสตร์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . š
ř.ŝ การจดัการเรียนรู้แบบ ŝE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řř

Ś ตรรกศาสตร์ řş
Ś.ř ประพจน์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řş
Ś.Ś สมมลูของประพจน์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŜ
Ś.ś สจันิรันดร์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Śş
Ś.Ŝ การอ้างเหตผุลและการพิสจูน์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . śř
Ś.ŝ ตวับง่ปริมาณ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . śŝ
Ś.Ş การจดัการเรียนรู้เรืÉองตรรกศาสตร์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŜŚ

ś ระเบียบวธีิการพสูิจน์ ŝś
ś.ř การพิสจูน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŝŜ
ś.Ś การพิสจูน์โดยการแจกแจงกรณี . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŝŠ
ś.ś การพิสจูน์ข้อความแบบผนักลบัได้ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Şř
ś.Ŝ การพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Şŝ
ś.ŝ การพิสจูน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อยา่งเดียว . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŞŠ
ś.Ş การพิสจูน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . şŘ

Ŝ เซต Šś
Ŝ.ř การดําเนินการบนเซต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŠŞ
Ŝ.Ś ยเูนียนและอินเตอร์เซกชนัเพิÉมเติม . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . šŘ
Ŝ.ś ผลคณูคาร์ทีเซียน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . šş
Ŝ.Ŝ การจดัการเรียนรู้เรืÉองเซต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŘř

พ



ฟ สารบญั

ŝ ความสัมพนัธ์ řŘš
ŝ.ř บทนิยามและตวัอยา่งของความสมัพนัธ์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŘš
ŝ.Ś ความสมัพนัธ์สมมลู . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŚŜ
ŝ.ś การเรียงอนัดบับางสว่น . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŚŠ

Ş ฟังก์ชัน řśš
Ş.ř นิยามและชนิดของฟังก์ชนั . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řśš
Ş.Ś ฟังก์ชนัคา่จริงและพีชคณิตของฟังก์ชนั . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŜŞ
Ş.ś ฟังก์ชนัผกผนัและประกอบ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŝŚ
Ş.Ŝ ภาพและภาพผกผนั . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŞŘ
Ş.ŝ การดําเนินการทวิภาค . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŞŞ
Ş.Ş การจดัการเรียนรู้เรืÉองฟังก์ชนั . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řşś

ş เซตจาํกัดและเซตอนันต์ řŠś
ş.ř การเทียบเทา่ของเซต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŠś
ş.Ś เซตจํากดั . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŠŝ
ş.ś เซตอนนัต์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řšř
ş.Ŝ เซตนบัได้ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řšś
ş.ŝ เซตนบัไมไ่ด้ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řšŞ

Š ระบบจาํนวนจริง ŚŘś
Š.ř สจัพจน์สนาม . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŘś
Š.Ś กฎไตรวิภาค . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŘŠ
Š.ś คา่สมับรูณ์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚřŚ
Š.Ŝ สจัพจน์ความบริบรูณ์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Śřŝ
Š.ŝ การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนจริง . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŚś

š จาํนวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น Śśś
š.ř การดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚśŜ
š.Ś มอดลูสัและสงัยคุ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚśŠ
š.ś กราฟของจํานวนเชิงซ้อน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŜŜ
š.Ŝ จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Êว . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŜş
š.ŝ การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Śŝŝ



แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ř
หวัข้อเนื Êอหาประจาํบท
ř. ธรรมชาติของคณิตศาสตร์
Ś. โครงสร้างของคณิตศาสตร์
ś. ปฏิทรรศน์
Ŝ. ความสําคญัของหลกัการคณิตศาสตร์
ŝ. การจดัการเรียนรูปแบบ ŝE

วัตถุประสงค์เชิงพฤตกิรรม
ř. เข้าใจธรรมชาติของคณิตศาสตร์และโครงสร้างทางคณิตศาสตร์
Ś. เข้าใจปฏิทรรศน์ทีÉเกิดขึ Êนในคณิตศาสตร์
ś. เห็นถงึความสําคญัของวิชาหลกัการคณิตศาสตร์
Ŝ. รู้จกัการจดัการเรียนรู้แบบ ŝE

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใช้สืÉอทางอินเตอร์เน็ต และให้แตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยให้หวัข้อเป็นกลุม่และมานําเสนอหน้าชั Êน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใช้สืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ให้ผู้ เรียนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตํารา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัข้อทีÉได้รับมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "บทนําของวิชาหลกัการคณิตศาสตร์"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "บทนําของวิชาหลกัการคณิตศาสตร์"
ś. หนงัสือ ตํารา เอกสารทีÉเกีÉยวข้อง
Ŝ. ภาพการเกิดปฏิทรรศน์ในสาขาตา่งๆ



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคําถามและตั Êงคําถามของผู้ เรียนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทําแบบฝึกหดัระหวา่งเรียนตามเนื ÊอหาทีÉได้รับมอบหมาย
ś. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แล้วบนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทําการบ้าน บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ ř
บทนํา

ในบทนี Êจะกลา่วถงึธรรมชาติและโครงสร้างของคณิตศาสตร์ ระบบสจัพจน์ ซึÉงเป็นแนวคิดพื Êนฐานทาง
คณิตศาสตร์ และกลา่วถงึความขดัแย้งกนัแต่จริงทีÉเรียกวา่ ปฏิทรรศน์ (Paradox) สดุท้ายกลา่วถงึความ
สําคญัของหลกัการคณิตศาสตร์ และการจดัการเรียนรู้แบบ ŝE ซึÉงจะเป็นพื Êนฐานในการศกึษาคณิตศาสตร์
ในระดบัสงูตอ่ไป

ř.ř ธรรมชาตขิองคณิตศาสตร์
มนษุย์สนใจสิÉงทีÉอยู่รอบตวัและพยายามทีÉเข้าใจธรรมชาติหรือปรากฏการณ์ตา่ง ๆ ทีÉเกิดขึ Êน จงึมกัจะ

ตั ÊงคําถามและพยายามหาคําตอบหรือคําอธิบายสิÉงเหลา่นั Êน นกัคณิตศาสตร์เป็นคนกลุม่หนึÉงทีÉพยายาม
จะอธิบายสิÉงทีÉเกิดขึ Êนวา่เกิดจากอะไร เพืÉอให้เข้าใจสิÉงเหลา่นั Êนให้ชดัเจนยิÉงขึ Êน แล้วนําไปสรุปเป็นกฎเกณฑ์
ตา่ง ๆ เพืÉอนําไปประยกุต์ใช้ในชีวิตประจําวนัได้ คนทัÉวไปอาจจะมองวา่คณิตศาสตร์หมายถงึตวัเลขหรือ
การคํานวณเทา่นั Êน แท้จริงแล้วคณิตศาสตร์รวมถงึการแก้ปัญหาและการให้เหตผุลด้วย คณิตศาสตร์เป็น
เครืÉองมือสําคญัในการศกึษาศาสตร์ตา่ง ๆ ทําให้เกิดการพฒันาเทคโนโลยีและสร้างนวตักรรมใหม่ ๆ ใน
ปัจจบุนั การศกึษาวิชาคณิตศาสตร์จงึจําเป็นต้องเข้าใจธรรมชาติของคณิตศาสตร์เพืÉอประโยชน์ในการนํา
ไปใช้ให้ถกูต้องเหมาะสมตอ่ไป

แม้ความหมายและขอบเขตของคณิตศาสตร์จะเปลีÉยนแปลงไปตามมมุมองของมนษุย์ในแตล่ะยคุ แต่
ลกัษณะธรรมชาติของคณิตศาสตร์ทีÉยงัเป็นจริงในทกุยคุ (อมัพร ม้าคนอง. ŚŝŝŠ. หน้าŚ) มีดงันี Ê

ř. คณิตศาสตร์มีลกัษณะเป็นนามธรรม
คณิตศาสตร์ได้ใช้ภาษาและสญัลกัษณ์ในการสืÉอความหมาย ใช้จํานวนในการแทนปริมาณมากหรือ
น้อย

Ś. คณิตศาสตร์เป็นวิชาทีÉแสดงความเป็นเหตเุป็นผล
ข้อความทีÉถกูยอมรับในทางคณิตศาสตร์สามารถอธิบายได้อยา่งมีเหตุมีผลกนัทีÉเรียกวา่การพิสจูน์
โดยไมข่ดัแย้งกนัเอง



Ŝ บททีÉ ř. บทนํา
ś. คณิตศาสตร์มีลกัษณะเป็นสากล

คณิตศาสตร์เป็นวิชาทีÉสามารถใช้งานได้อยา่งกว้างขวาง เชน่ คํานิยามจํานวนคู่ และ เครืÉองหมาย +
เป็นทีÉเข้าใจกนัทัÉวโลก

Ŝ. คณิตศาสตร์เป็นศิลปะอยา่งหนึÉง
คณิตศาสตร์มีความสวยงามของรูปทางด้านเรขาคณิตตา่ง ๆ ซึÉงปรากฏตามธรรมาชาติมากมาย

ŝ. คณิตศาสตร์เป็นวิชาทีÉมีโครงสร้าง
คณิตศาสตร์มีโครงสร้างและแบบแผนชดัเจน เชน่ระบบจํานวนจริงประกอบด้วยประเภทของจํานวน
ตา่ง ๆ โดยระบไุว้อยา่งชดัเจน

ř.Ś โครงสร้างของคณิตศาสตร์
โครงสร้างของคณิตศาสตร์นั ÊนเกิดจากการทีÉมนษุย์สงัเกตความเป็นไปในธรรมชาติ โดยพิจารณาปัญหา

เหลา่นั Êนแล้วสรุปในรูปนามธรรม แล้วสร้างแบบจําลองคณิตศาสตร์ทีÉประกอบไปด้วย คําอนิยาม คํานิยาม
หรือ/และบทนิยาม สจัพจน์ แล้วพิสจูน์ข้อความทีÉสนใจโดยใช้ตรรกศาสตร์จนออกมาเป็น ทฤษฎีบทหรือ
กฎ แล้วนํากฎเหลา่นั Êนไปประยกุต์ใช้ในธรรมชาติตอ่ไป ดงัแผนภาพตอ่ไปนี Ê

ธรรมชาติ

สงัเกต แบบจาํลองคณิตศาสตร์
คําอนิยาม
บทนิยาม
สจัพจน์

พิสจูน์

ทฤษฎีบท
ประยกุต์ใช้

รูปทีÉ ř แผนภาพแสดงโครงสร้างของคณิตศาสตร์
การศกึษาสิÉงตา่ง ๆ ทางคณิตศาสตร์จะเริÉมต้นด้วยการกําหนด คาํอนิยาม ซึÉงหมายถงึคําหรือกลุม่คํา

ทีÉตกลงกนัวา่ไม่ต้องให้คําจํากดัความ เพราะเข้าใจตรงกนัได้เป็นสากล ตอ่มากําหนดคําใหม่ขึ Êนมาเรียก
วา่ คาํนิยาม สว่นข้อความทีÉอธิบายความหมายอยา่งสั Êน ๆ รัดกมุของคํานิยามเรียกวา่ บทนิยาม จากนั Êน
ถ่ายทอดความคิดทีÉบง่บอกลกัษณะและการมีจริงของสิÉงนั Êนออกมาเป็นข้อความทีÉ รัดกมุ เรียกข้อความ
เหลา่นี Êวา่ สัจพจน์ ยิÉงสจัพจน์ใกล้เคียงกบัแนวคิดทีÉเป็นธรรมชาติของมนษุย์เทา่ไหร่ ก็จะทําให้ยอมรับการ
มีจริงของสิÉงทีÉกําหนดโดยสจัพจน์ดงักลา่วมากขึ Êนเทา่นั Êน (พิมพ์เพ็ญ เวชชาชีวะ. ŚŝŝŠ. คํานํา) สดุท้ายใช้
ตรรกศาสตร์พิสจูน์ข้อความทีÉสนใจโดยอาศยั คําอนิยาม คํานิยาม และสจัพจน์ หรือทฤษฎีบททีÉเคยพิสจูน์
ไว้ก่อนหน้านี Ê ข้อความนี Êจะถกูเรียกวา่ ทฤษฎีบท ระบบทีÉเกิดขึ Êนในลกัษณะเชน่นี Êเรียกวา่ ระบบสัจพจน์
(Axiomatic system) ดงันั Êนระบบสจัพจน์ประกอบไปด้วย



ř.Ś. โครงสร้างของคณิตศาสตร์ ŝ

ř. คาํอนิยาม (Undefined term) คือคําสามญัพื ÊนฐานทีÉไมส่ามารถอธิบายด้วยคําอืÉนอยา่งรัดกมุ และ
เราก็คุ้นเคยกนัมาจนเป็นทีÉเข้าใจตรงกนัแล้ว เพราะถ้าต้องนิยามคําทกุ ๆ คําทีÉจะใช้ก็จะทําให้เกิด
การใช้คําทีÉไม่ทราบความหมายไปนิยามคําอีกคําหนึÉง หรือกลา่วอีกนยัก็คือคําหรือกลุม่คําทีÉตกลง
กนัวา่ไม่ต้องให้คําจํากดัความ เพราะเข้าใจตรงกนัได้เป็นสากล ตวัอยา่งทัÉวไปเชน่ พอ่ แม่ สีขาว
เป็นต้น ตวัอยา่งทางเรขาคณิตเช่น จดุ เส้น มมุ ระนาบ เป็นต้น

Ś. คาํนิยาม (Defined term) เป็นคําทีÉถกูสร้างขึ Êนโดยคําอนิยาม และ/หรือคํานิยามทีÉมีมาก่อนด้วย
ข้อความสั Êน ๆ แตรั่ดกมุ ข้อความทีÉนํามาอธิบายคํานิยามเรียกวา่ บทนิยาม (Defintion) บทนิยามทีÉ
ดีควรให้ความหมายของคํานิยามเพียงความหมายเดียว ต้องไมป่ระกอบด้วยข้อความขดัแย้งกนัเอง
เมืÉอกําหนดบทนิยามขึ Êนแล้วต้องบอกได้วา่สิÉงใดเป็นสิÉงใดไม่เป็น ดงัตวัอยา่งเชน่ บทนิยามของ
จํานวนคูแ่ละจํานวนคีÉ

จํานวนคู่ (Even number) คือจํานวนเตม็ทีÉสามารถเขียนในรูป 2k สําหรับบางจํานวนเตม็ k

จํานวนคีÉ (Odd number) คือจํานวนเตม็ทีÉสามารถเขียนในรูป 2k+1 สําหรับบางจํานวนเตม็ k

ในวิชาทฤษฎีจํานวนให้ความหมายของจํานวนคู่ไว้วา่ "จํานวนคู่คือจํานวนเตม็ทีÉ Ś หารลงตวั" เมืÉอ
พิจารณาบทนิยามนี Êต้องให้ความหมายของคําวา่ "หารลงตวั" เพืÉอไมใ่ห้เกิดความเข้าใจคลาดเคลืÉอน
เมืÉอนําไปใช้ ดงันั Êนจะให้ความหมายของการหารลงตวัก่อนนิยามจํานวนคู่ และนิยามจํานวนคีÉคือ
จํานวนเตม็ทีÉ Ś หารไมล่งตวั แตถ้่านิยามจํานวนคีÉเป็น "จํานวนคีÉคือจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ชจํ่านวนคู"่ ต้อง
อธิบายคําวา่ไมใ่ช่จํานวนคู่เพิÉมเติม ซึÉงมีความยุง่ยากในการนําไปใช้ อาจเกิดความสบัสนได้งา่ยจงึ
ไม่นิยมเขียนนิยามดงักลา่ว จะเห็นได้วา่การเขียนบทนิยามทางคณิตศาสตร์นั Êนมีความสําคญัอยา่ง
ยิÉง ต้องเขียนให้เข้าใจตรงกนัโดยอาศยั คําอนิยาม และคํานิยามทีÉมีมาก่อน เพืÉอให้บทนิยามเหลา่
นั Êนสมบรูณ์และเป็นทีÉยอมรับ

ś. สัจพจน์ (Axiom หรือ Postulate) คือข้อความทีÉยอมรับโดยไม่ ต้องพิสจูน์ เป็นสิÉง พื ÊนฐานทีÉนกั
คณิตศาสตร์จะนําไปใช้ในการพิสจูน์ทฤษฎีบทตา่ง ๆ เชน่ สัจพจน์เปอาโน (Peano's postulates)
ซึÉงกําหนดโดยนกัคณิตศาสตร์ชาวอิตาลีทีÉชืÉอวา่ จเูซปเป เปอาโน (Giuseppe Peano: řŠŝŠ-řšśŚ)
กลา่วถงึสิÉงทีÉกําหนดการมีจริงของจํานวนธรรมชาติ (Natural number) ไว้ ŝ ข้อดงันี Ê

(Př) มีจํานวนธรรมชาติทีÉเรียกวา่ ศูนย์ (Zero) เพียงจํานวนเดียวเทา่นั Êน
(PŚ) จํานวนธรรมชาติทกุจํานวนต้องมี ตัวตามหลัง (Successor) ทีÉเป็นจํานวนธรรมชาติเพียงตวั

เดียวเทา่นั Êน
(Pś) ศนูย์ไมเ่ป็นตวัตามหลงัของจํานวนธรรมชาติใด
(PŜ) ถ้าจํานวนธรรมชาติสองจํานวนมีตวัตามหลงัตวัเดียวกนั แล้วจํานวนธรรมชาติทั Êงสองยอ่มเป็น

จํานวนเดียวกนั
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(Pŝ) ถ้าเซต S เป็นเซตของจํานวนธรรมชาติทีÉสอดคล้อง Ś เงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê
(ř) Ř เป็นสมาชิกของ S
(Ś) ถ้า n เป็นสมาชิกของ S แล้วตวัตามหลงัของ n เป็นสมาชิกของ S
จะได้วา่เซต S เป็นเซตของจํานวนธรรมชาติทั Êงหมด

ในทีÉนี Êให้ ศูนย์เป็นคําอนิยามซึÉงเป็นจํานวนเริÉมต้นของจํานวนธรรมชาติ และตัวตามหลังเป็นอีกคํา
อนิยามซึÉงคือจํานวนทีÉถดัจากตวัทีÉสนใจ เชน่ ř เป็นตวัตามหลงัของ Ř ซึÉงจะเขียนเป็นแผนภาพได้
ดงันี Ê

0 −→ 1 −→ 2 −→ 3 −→ · · ·

จะเห็นวา่ทั Êง ŝ ข้อสอดคล้องกบัสมบตัิของจํานวนธรรมชาติ ทําให้สจัพจน์ดงักลา่วได้รับการยอมรับ
อยา่งกว้างขวาง รวมถงึการนําไปสร้างทฤษฎีบทตา่ง ๆ ของจํานวนธรรมชาติและสร้างระบบจํานวนจริง
โดยเฉพาะ Pŝ นําไปใช้เป็นวิธีพิสจูน์ทีÉเรียกวา่ อปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ (Mathematical induction)
ตอ่ไปจะกลา่วถงึสจัพจน์ทีÉสําคญัอีก Ś สจัพจน์คือ
สัจพจน์ยุคลิด (Euclid's postulates) คือสิÉงทีÉกําหนดการมีจริงของเรขาคณิต (Geometry)

(Eř) สามารถลากเส้นตรงจากจดุหนึÉงไปยงัอีกจดุหนึÉง
(EŚ) สามารถตอ่สว่นเส้นตรงออกไปได้ไมมี่ทีÉสิ Êนสดุ
(Eś) สามารถสร้างวงกลมได้เมืÉอกําหนดจดุศนูย์กลาง และระยะทางเป็นรัศมี
(EŜ) มมุฉากทกุมมุเทา่กนั
(Eŝ) ถ้าเส้นตรงเส้นหนึÉงตดัเส้นตรงอีกสองเส้น ทําให้มมุภายในทีÉอยู่ข้างเดียวกนัของเส้นตดัรวมกนั

น้อยกวา่ Ś มมุฉาก ถ้าตอ่เส้นตรงทั ÊงสองออกไปเรืÉอย ๆ เส้นตรงทั Êงสองจะตดักนัทางด้านทีÉมี
มมุดงักลา่วรวมกนัน้อยกวา่สองมมุฉาก

สัจพจน์สนาม (Field axioms) คือสิÉงทีÉกําหนดการมีจริงของระบบจํานวนจริงทีÉประกอบด้วยเซต
การดําเนินการบวกและคณู โดยมีสมบตัิดงันี Ê

(Rř) ทกุจํานวนจริง x และ y จะได้ x+ y และ x · y เป็นจํานวนจริง
(RŚ) ทกุจํานวนจริง x และ y จะได้ , x+ y = y + x และ x · y = y · x

(Rś) ทกุจํานวนจริง x, y และ z จะได้ (x+ y) + z = x+ (y + z) และ (x · y) · z = x · (y · z)

(RŜ) ทกุจํานวนจริง x มีจํานวนจริง 0 จะได้ x+ 0 = x = 0 + x

(Rŝ) ทกุจํานวนจริง x มีจํานวนจริง 1 จะได้ x · 1 = x = 1 · x

(RŞ) ทกุจํานวนจริง x มีจํานวนจริง y จะได้ x+ y = 0 = y + x

(Rş) ทกุจํานวนจริง x ̸= 0 มีจํานวนจริง y จะได้ x · y = 1 = y · x

(RŠ) ทกุจํานวนจริง x, y และ z จะได้ x · (y + z) = x · y + x · z



ř.ś. ปฏิทรรศน์ ş

สจัพจน์ยคุลดิเป็นสจัพจน์ทีÉมีการยอมรับมานบัพนัปี และนําไปสร้างสมบตัิตา่ง ๆ ทางเรขาคณิต
มากมาย ในสว่นของสจัพจน์สนามเป็นข้อตกลงเบื Êองต้นทีÉจะใช้ในการพิสจูน์สมบตัิทางพีชคณิต จะ
กลา่วโดยละเอียดเรืÉองระบบจํานวนจริง (บททีÉ Š)

Ŝ. ทฤษฎีบท (Theorem) คือข้อความทีÉพิสจูน์ได้ด้วย คําอนิยามบทนิยาม สจัพจน์ และ/หรือ ทฤษฎีบท
ทีÉมีมาก่อนภายใต้กฎเกณฑ์ทางตรรกศาสตร์ ทฤษฎีบททีÉมีชืÉอเสียงเชน่ ทฤษฎีบทพีทาโกรัส ทฤษฎีบท
หลกัมลูเลขคณิต เป็นต้น ในการพิสจูน์ทฤษฎีบทบางทฤษฎีบทประกอบด้วยการพิสจูน์ทีÉ มีความ
ซบัซ้อนและมีหลายขั Êนตอน อาจนําความจริงขั Êนตอนเหลา่นั ÊนมาสรุปเพืÉอนําไปอ้างอิงบทพิสจูน์
ทฤษฎีบทภายหลงั ความจริงของขั ÊนตอนทีÉแยกออกมานี Êวา่ บทตั Êง (Lemma) การพิสจูน์บทตั Êงยงั
มีประโยชน์ในลกัษณะทีÉต้องมีการใช้บทตั Êงเดียวกนัไปพิสจูน์หลายทฤษฎีบท ซึÉงสามารถถกูนําเอา
ไปใช้ได้งา่ยขึ Êน อยา่งไรก็ตามบทตั Êงบางบทก็มีข้อยกเว้น คือเป็นบทตั ÊงทีÉสมบรูณ์แบบในตวัเชน่เดียว
กบัทฤษฎีบท อาทิ บทตั Êงซอร์น (Zorn’s lemma) และหลงัจากพิสจูน์ทฤษฎีบทแล้วพบวา่มีความ
จริงบางประการเป็นผลพลอยได้ หรือเป็นกรณีเฉพาะของทฤษฎีบทนั Êน อาจถกูนํามาเขียนขึ Êนใหม่
เรียกวา่ บทแทรก (Corollary) โดยการพิสจูน์มกัจะสั Êนและกระชบั ข้อความบางอยา่งทีÉคาดคะเน
วา่น่าจะเป็นจริงตามประสบการณ์ แต่ยงัไมมี่การพิสจูน์ตามหลกัเกณฑ์ทางตรรกศาสตร์ และยงัไม่
เคยปรากฎความข้อขดัแย้ง เรียกวา่ ข้อความคาดการณ์ (Conjecture) การตรวจสอบวา่ข้อความ
คาดการณ์นั Êนเป็นจริงหรือไม่ ต้องใช้วิธีการพิสจูน์ทีÉยอมรับตามหลกัตรรกศาสตร์ เมืÉอได้ รับการ
พิสจูน์ข้อความคาดการณ์ก็จะเปลีÉยนเป็น ทฤษฎีบท ในทีÉสดุ หรือไม่ก็หา ตวัอยา่งค้าน (Counter
example) เพืÉอทําให้ ข้อคาดการณ์นั Êนไม่จริง เชน่ ข้อความคาดการณ์ของแฟร์มา (Fermat's
conjecture) ทีÉกลา่วไว้วา่

ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ทีÉมากกวา่ Ś แล้วสมการ xn + yn = zn

ไมมี่ผลเฉลยเป็นจํานวนเตม็ทีÉไมเ่ป็นศนูย์

ซึÉงแฟร์มาตั Êงข้อสงัเกตเพิÉมจากทฤษฎีบทของพีทาโกรัส (กรณี n = 2) และเขาอ้างวา่พิสจูน์ได้สําเร็จ
แล้ว แตมี่นกัคณิตศาสตร์เห็นบทพิสจูน์ในกรณีทีÉ n = 4 เทา่นั Êน ตอ่มานกัคณิตศาสตร์รุ่นหลงั ๆ ช่วย
กนัพิสจูน์จนเสร็จสมบรูณ์ในปี ค.ศ. řššŜ ปัญหานี Êใช้เวลากวา่ śŘŘ ปี เพืÉอเป็นเกียรติแก่แฟร์มาจงึ
เรียกข้อความคาดการณ์นี Êวา่ ทฤษฎีบทสุดท้ายของแฟร์มา (Fermat's last theorem)

ř.ś ปฏทิรรศน์
ปฏิทรรศน์ (Paradox) คือประโยคหรือข้อความทีÉเกิดขดัแย้งในตวัเอง หรือความขดัแย้งกนัแต่จริง

หรือข้อความทีÉมีลกัษณะย้อนแย้งในตวัเอง หมายถงึเหตกุารณ์ของประโยคทีÉเป็นจริงชดัเจนแต่สดุท้ายนํา
ไปสูค่วามขดัแย้งในตวัเอง (http://mathworld.wolfram.com/Paradox.html สืบค้น มีนาคม Śŝŝš)



Š บททีÉ ř. บทนํา

รูปทีÉ Ś ตวัอยา่งรูปภาพทีÉเกิดปฏิทรรศน์
(ทีÉมา http://mathminton.blogspot.com/ŚŘřŘ/řř/paradox-incpetion.html สืบค้น มีนาคม Śŝŝš)
ตอ่ไปจะกลา่วถงึปฏิทรรศน์ทีÉ มีชืÉอเสียงในเรืÉองทฤษฎีเซต นําเสนอโดยนกัคณิตศาสตร์ชาวองักฤษ

ชืÉอวา่ เบอร์แทรนด์ รัสเซลล์ (Bertrand Russull) ในปี ค.ศ. řšŘř ซึÉงตอ่มาเรียกวา่ ปฏิทรรศน์รัสเซลล์
(Russull's paradox) เขาได้ยกตวัอยา่งสถานการณ์ในหมูบ้่านเลก็ ๆ แหง่หนึÉงทีÉมีช่างตดัผมเพียงคนเดียว
ชา่งตดัผมคนนั Êนกลา่วขึ Êนมาวา่

“ผู้ชายทกุคนในหมูบ้่านถ้าไมต่ดัผมเอง ก็ต้องถกูช่างตดัผมเป็นคนตดัให้”
คําถามคือ ใครเป็นคนตัดผมช่างตัดผม พิจารณา Ś กรณีตอ่ไปนี Ê

• ถ้าเขาตดัผมของตนเอง แสดงวา่เขาเป็นคนทีÉไมไ่ด้ตดัผมของตนเอง
• ถ้าเขาไมไ่ด้ตดัผมของตนเอง แสดงวา่เขาถกูตนเองตดัผมให้

จะเห็นวา่ เกิดข้อความขดัแย้งเพราะเขาเป็นทั Êงชา่งตดัผมขณะเดียวกนัก็ เป็นผู้ชายในหมูบ้่าน การพดู
ประโยคดงักลา่วจงึเกิดปฏิทรรศน์ขึ Êน บางครั Êงจะเรียกวา่ ปฏิทรรศน์ช่างตดัผม (Baber paradox)

รัสเซลล์ได้อธิบายวา่เกิดปฏิทรรศน์ชนิดนี Êในสจัพจน์ข้อทีÉ Ś ของคนัทอร์ทีÉชืÉอวา่ the axiom of abstraction
(เกอร์ก คนัทอร์ (GeorgCantor) เป็นนกัคณิตศาสตร์ชาวเยอรมนั ผู้ ริเริÉมใช้คําวา่เซตและเป็นผู้วางรากฐาน
และศกึษาเรืÉองเซตอยา่งจริงจงั หรือจะกลา่วได้วา่เขาคือคนทีÉทรงอิทธิพลในเรืÉองทฤษฎีเซต) ทีÉกลา่วไว้วา่

" เมืÉอกําหนดสมบตัิใดยอ่มมีเซตประกอบด้วยสมบตัินั Êน ๆ เสมอ "
เซต ๆ หนึÉงนิยามโดยเซตทกุเซตทีÉไม่ได้มีตวัเองเป็นสมาชิก จะพบปัญหาคือเซตนั Êนมีตนเองเป็นสมาชิก
หรือไม่ นัÉนคือสามารถสร้างเซต

{X |X /∈ X}

ลกัษณะนี Êได้หรือไม่ ทําให้เกิดปฏิทรรศน์ของรัสเซลล์ขึ Êน ดงันั Êนไม่สามารถสร้างเซตของเซตทีÉมีสมาชิกเป็น
ตวัเองได้นั Êนเอง

การนําเสนอปฏิทรรศน์ของรัสเซลล์ทําให้นกัคณิตศาสตร์ต้องระมดัระวงัมากขึ Êน เมืÉอจะนิยามหรือสร้าง
ระบบสจัพจน์ใหม่ ๆ ในทางคณิตศาสตร์ เพืÉอไมใ่ห้ขดัแย้งกนัเองอนัจะนําไปสูก่ารไมย่อมรับทางคณิตศาสตร์

ในปี řšŘŝ นกัคณิตศาสตร์ชาวฝรัÉงเศสชืÉอ จลูส์ ริชาร์ด (Jules Richard) ได้นําเสนอปฏิทรรศน์ในด้าน
ประโยคทางตรรกศาสตร์ ตวัอยา่งเช่น มีนกัศกึษาผู้หนึÉงพดูขึ Êนวา่



ř.Ŝ. ความสําคญัของหลกัการคณิตศาสตร์ š

" นกัศกึษาทกุคนพดูโกหก "
ประโยคนี Êสรุปได้วา่นกัศกึษาคนนี Êพดูจริงหรือพดูโกหก พิจารณา Ś กรณีตอ่ไปนี Ê

• ถ้านกัศกึษาคนนี Êพดูจริง แสดงวา่นกัศกึษาคนนี Êพดูโกหก
• ถ้านกัศกึษาคนนี Êพดูโกหก แสดงวา่นกัศกึษาคนนี Êพดูจริง

จะเห็นวา่เกิดข้อขดัแย้งเพราะนกัศกึษาคนทีÉพดูประโยคนี Êกลา่วถงึนกัศกึษาทกุคนอนัหมายรวมตวัเขาเอง
เข้าไปด้วย เรียกปฏิทรรศน์นี Êวา่ ปฏทิรรศน์ของริชาร์ด (Richard's paradox)

ปฏิทรรศน์มีอีกหลายรูปแบบซึÉงพบเจอในสาขาวิชาอืÉน ๆ เชน่
ř. กรณีทีÉมีการย้อนกลบัไปแก้ไขเหตกุารณ์ในอดีต ทีÉจะสง่ผลให้เกิดเหตกุารณ์ในปัจจบุนั เช่น การย้อน

กลบัไปฆา่พอ่แม่ของตนเองก่อนทีÉตนจะเกิด ก็จะเกิดข้อขดัแย้งทางเวลาวา่ ตวัของเราเกิดมาได้
อยา่งไร เมืÉอพอ่แม่ถกูฆา่ไปแล้ว เรียกวา่ ปฏิทรรศน์เวลา (Time paradox) หรือปฏิทรรศน์คณุปู่
(Grandfather paradox)

Ś. ปฏิทรรศน์ฝาแฝด (Twin paradox) ซึÉงเป็นผลลพัธ์อนัน่าฉงนทีÉสดุอนัหนึÉงในทฤษฎีสมัพทัธภาพของ
ไอน์สไตน์ ในสาขาวิทยาศาสตร์

ś. ปฏิทรรศน์เพชรกบันํ Êา (Diamond-water paradox) ในวิชาเศรษฐศาสตร์ กลา่วถงึกรณีทีÉวา่ทําไมนํ Êา
จงึถกูกวา่เพชร ทั Êง ๆ ทีÉคนต้องการนํ Êามากกวา่

Ŝ. ปฏิทรรศน์ซีโน (Zeno's paradox) ในวิชาปรัชญา กลา่วถงึข้อสรุปทีÉฟังดูแล้วขดักนัของซีโน จาก
ตวัอยา่งอนัมีชืÉอเสียงทีÉสดุของเขาก็คือ อาคีลิส (Achilles) แข่งกับเต่า กลา่วคือ " เตา่แขง่กบัอาคี
ลสิ โดยเตา่บอกให้อาคีลสิตอ่ให้สบิเมตร ซึÉงอาคีลิสก็ตกลง แต่ก่อนจะเริÉมแขง่กนั เตา่ก็บอกกบัอาคี
ลสิวา่ ถ้าอาคีลสิจะเดินทนัเตา่จะต้องเดินผา่นครึÉงทางให้ได้ซะก่อน อาคีลสิก็เห็นด้วยกบัทีÉเตา่บอก "

ř.Ŝ ความสาํคัญของหลักการคณิตศาสตร์
เมืÉอกลา่วถงึคณิตศาสตร์หลายคนคงนกึถงึตวัเลขหรือการคํานวณ ซึÉงเป็นผลมาจากความคุ้นเคยใน

การพบเห็นและใช้งานในชีวิตประจําวนั แท้จริงแล้วคณิตศาสตร์ไม่ได้หมายถงึตวัเลขและการคํานวณ
เพียงอยา่งเดียว แต่หมายรวมถงึการให้เหตผุลอยา่งเป็นระบบ และมีโครงสร้างทีÉชดัเจน เพืÉออธิบายสิÉง
ตา่ง ๆ ทีÉสร้างขึ Êนอยา่งรัดกมุและนําไปประยกุต์ใช้ให้เกิดประโยชน์ หรือทําให้เราเข้าใจธรรมชาติยิÉงขึ Êน

การเรียนคณิตศาสตร์นั Êน ผู้ เรียนต้องมีความรู้ความเข้าใจหลกัพื Êนฐานเป็นอยา่งดีเสียก่อน จงึจะทําให้
สามารถเรียนตอ่ในระดบัสงูขึ Êนไปได้ ซึÉงพื Êนฐานเหลา่นั Êนเรียกวา่ "หลกัการคณิตศาสตร์" ดงัมีการเปรียบ
เทียบในหนงัสือหลกัคณิตศาสตร์ของ กรรณิการ์ กวกัเพฑรูย์ (ŚŝŜŚ) กลา่วคือ "หลกัการคณิตศาสตร์" ถ้า
เปรียบกบัต้นไม้ ก็เหมือนสว่นทีÉเป็น "รากแก้ว" ของต้นไม้ ซึÉงถ้ารากแก้วของต้นไม้แข็งแรง หยัÉงลงลกึ ต้นไม้
ก็จะสามารถเติบโตจากต้นไม้เลก็เป็นต้นไม้ใหญ่ทีÉมัÉงคง แข็งแรง เป็นทีÉพึÉงพิงของสรรพสิÉง และชว่ยจรรโลง
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โลกให้สวยงามน่าอยู่ คณิตศาสตร์ก็เช่นกนั ถ้าผู้ ใดมีความรู้ความเข้าใจ "หลกัการคณิตศาสตร์" อยา่งลกึ
ซึ Êงและแมน่ยําแล้ว ผู้ นั Êนก็ยอ่มจะมีความสามารถในการเรียนคณิตศาสตร์หรือศาสตร์อืÉนทีÉสงูขึ Êนไปได้
อยา่งดี

หลกัการคณิตศาสตร์นั Êนต้องเริÉมต้นจากความเข้าใจทีÉถกูต้องเกีÉยวกบัตรรกศาสตร์เป็นอนัอบัแรก ซึÉง
เป็นข้อตกลงเบื Êองต้นทีÉจะใช้ในการเรียนรู้เรืÉองตา่ง ๆ ในคณิตศาสตร์ จงึกลา่วได้วา่ตรรกศาสตร์เป็นพื Êน
ฐานอยา่งแรกทีÉ มีความสําคญัเป็นอยา่งยิÉงในการเข้าใจคณิตศาสตร์ระดบัสงูนัÉนเอง แผนภาพตอ่ไปนี Ê
แสดงถงึความสมัพนัธ์ของเนื Êอหาในแตล่ะเรืÉองของหลกัการคณิตศาสตร์ ซึÉงจะกลา่วไว้ในตําราเลม่นี Ê

ตรรกศาสตร์

วธีิการพสูิจน์

เซต

ความสัมพนัธ์ระบบจาํนวนจริง

ฟังก์ชันจาํนวนเชิงซ้อน

รูปทีÉ ś แผนภาพแสดงโครงสร้างวิชาหลกัการคณิตศาสตร์สําหรับครู

เห็นได้วา่ตรรกศาสตร์เป็นพื ÊนฐานทีÉสําคญัในแตล่ะเรืÉอง เมืÉอมีความเข้าใจเกีÉยวกบัตรรกศาสตร์ดีแล้ว
จะนําไปอ้างเหตผุลหรือการพิสจูน์ซึÉงเป็นเครืÉองมือในการตรวจสอบข้อความทางคณิตศาสตร์ ทําให้เกิด
การยอมรับข้อความตา่ง ๆ ทีÉกลา่วอ้างวา่เป็นจริง ตอ่มาพื ÊนฐานเกีÉยวกบัเซตซึÉงเป็นองค์ประกอบทีÉสําคญั
ของหลกัการคณิตศาสตร์ เพราะทกุอยา่งในคณิตศาสตร์ล้วนสมัพนัธ์เกีÉยวกบัเซตทั Êงสิ Êน จงึถือวา่เซตเป็น
มลูฐาน (Fundamental) ทางคณิตศาสตร์ เพราะวา่ทฤษฎีบทตา่ง ๆ ล้วนมีเซตเข้ามาเกีÉยวข้องเป็นพื Êนฐาน
เกือบทั Êงหมดความสมัพนัธ์ในธรรมชาติทีÉพบเจอมีมากมาย ความสมัพนัธ์เหลา่นั Êนไมต่า่งจากคณิตศาสตร์
เทา่ไรนกั เพียงแตใ่นคณิตศาสตร์มีการนิยามทีÉรัดกมุและสร้างสญัลกัษณ์ขึ ÊนมาเพืÉอใช้อธิบายให้สะดวกใน
การนําไปใช้งาน และศกึษาสมบตัิตา่ง ๆ เพืÉออธิบายสิÉงตา่ง ๆ อยา่งเป็นระบบ และพื Êนฐานในการนิยาม
ฟังก์ชนัอนัเปรียบเหมือนเครืÉองจกัรเมืÉอ นําเข้า (Input) สิÉงเดียวกนัเข้าไปแล้วยอ่มได้ นําออก (Output) สิÉง
เดียวกนัเสมอ เช่นเครืÉองคิดเลขเมืÉอไรก็ตามเมืÉอกดแปน้ ř+Ś เข้าในเครืÉองเมืÉอแล้วกดเครืÉองหมายเทา่กบั
จะมีผลลพัธ์คือ ś เสมอ ฟังก์ชนันั Êนเป็นพื Êนฐานสําคญัอีกอยา่งหนึÉงทีÉจําเป็นตอ่การเรียนรู้คณิตศาสตร์ใน
ระดบัสงู อนัจะทําให้เข้าใจคณิตศาสตร์ทีÉ มีความซบัซ้อนมากยิÉงขึ Êน ในสว่นของหวัข้อระบบจํานวนจริง
กลา่วถงึสจัพจน์สนามอนัเป็นข้อตกลงในเบื Êองต้นของระบบ แล้วนําไปพิสจูน์สมบตัิตา่ง ๆ ของจํานวนจริง
อนัเป็นต้นแบบในการศกึษาระบบอืÉน ๆ ตอ่ไป เชน่ ระบบจํานวนเชิงซ้อน

จากทีÉกลา่วมาหลกัการคณิตศาสตร์นั Êนมีความสําคญั อนัจะเป็นพื Êนฐานดงัรากแก้วทีÉจะทําให้ต้นไม้
เติบโตและแข็งแรง และแผ่กิÉงก้านปกคลมุไปทัÉวทกุทิศทาง ซึÉงเป็นประโยชน์แก่ตนเองและสงัคมได้ ผู้ เรียน



ř.ŝ. การจดัการเรียนรู้แบบ ŝE řř

ควรหมัÉนศกึษาขยนัทบทวนเพืÉอทําความเข้าใจให้ลกึซึ Êงอนัจะทําเกิดประโยชน์ในการศกึษาคณิตศาสตร์ใน
ระดบัตอ่ไปได้

ř.ŝ การจัดการเรียนรู้แบบ ŝE
ในวิชาหลกัารคณิตศาสตร์สําหรับครู มีเนื Êอหาบางสว่นทีÉสอดคล้องกบัเนื Êอหาในระดบัมธัยมศกึษา

ประกอบไปด้วย ตรรกศาสตร์ เซต ความสมัพนัธ์ ฟังก์ชนั ระบบจํานวนจริง และจํานวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น
ซึÉงบรรจุไว้ในหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขั Êนพื Êนฐาน พทุธศกัราช Śŝŝř ซึÉงจะกลา่วละเอียดในแตล่ะบท
ตอ่ไป ดงันั Êนในหวัข้อนี Êผู้ เขียนจะขอกลา่วถงึการจดัการเรียนรู้ในเรืÉองเหลา่นั Êน เพืÉอเป็นแนวทางแก่ผู้ เรียน

ในการจดัการเรียนรู้เรืÉองตา่ง ๆ ผู้สอนสามารถจดัให้ผู้ เรียนได้รู้จกัการกําหนดปัญหา และได้ลงมือ
ศกึษา สํารวจ เพืÉอเสาะแสวงหาความรู้ด้วยตนเอง โดยแนวทางการจดักิจกรรมการเรียนรู้แบบ ŝE (ŝE
Model) เป็นรูปแบบการสอนแบบสืบเสาะหาความรู้ของสถาบนัสง่เสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
(สสวท., ŚŝŜŞ) ประกอบด้วยขั ÊนตอนทีÉสําคญัดงันี Ê

ř. ขั Êนสร้างความสนใจ (Engagement) เป็นการนําเข้าสูบ่ทเรียนหรือเรืÉองทีÉสนใจซึÉงเกิดขึ Êนจากความ
สงสยั หรืออาจเริÉมจากความสนใจของตวันกัเรียนเองหรือเกิดจากการอภิปรายภายในกลุม่ เรืÉองทีÉ
น่าสนใจอาจมาจากเหตกุารณ์ทีÉเกิดขึ Êนอยู่ในช่วงเวลานั Êน หรือเป็นเรืÉองทีÉ เชืÉอมโยงกบัความรู้เดิม
ทีÉเพิÉงเรียนรู้มาแล้ว เป็นตวักระตุ้นให้นกัเรียนสร้างคําถาม กําหนดประเดน็ทีÉศกึษา ในกรณีทีÉไมมี่
ประเดน็ใดทีÉน่าสนใจ ครูอาจให้ศกึษาจากสืÉอตา่ง ๆ หรือเป็นผู้ กระตุ้นด้วยการเสนอด้วยประเดน็
ขึ Êนมาก่อน แต่ไม่ควรบงัคบัให้นกัเรียนยอมรับประเดน็หรือคําถามทีÉครูกําลงัสนใจเป็นเรืÉองทีÉจะใช้
ศกึษา เมืÉอมีคําถามทีÉน่าสนใจและนกัเรียนสว่นใหญ่ยอมรับให้เป็นประเดน็ทีÉต้องการศกึษา จงึร่วม
กนักําหนดขอบเขตและแจกแจงรายละเอียดของเรืÉองทีÉจะศกึษาให้มีความชดัเจนมากขึ Êน อาจรวม
ทั Êงการรับรู้ประสบการณ์เดิม หรือความรู้จากแหลง่ตา่ง ๆ ทีÉจะชว่ยให้นําไปสู่ความเข้าใจเรืÉองหรือ
ประเดน็ทีÉจะศกึษามากขึ Êน และมีแนวทางทีÉใช้ในการสํารวจตรวจสอบอยา่งหลากหลาย

Ś. ขั Êนสาํรวจค้นหา (Exploration) เมืÉอทําความเข้าใจในประเดน็หรือคําถามทีÉสนใจจะศกึษาอยา่ง
ถ่องแท้แล้ว ก็มีการวางแผนกําหนดแนวทางสําหรับการตรวจสอบตั Êงสมมติฐาน กําหนดทางเลือก
ทีÉ เป็นไปได้ ลงมือปฏิบตัิ เพืÉอเก็บรวบรวมข้อมลู ข้อสนเทศ หรือปรากฏการณ์ตา่ง ๆ วิธีการตรวจ
สอบอาจทําได้หลายวิธี เชน่ทําการทดลอง ทํากิจกรรมภาคสนาม การใช้คอมพิวเตอร์เพืÉอช่วยสร้าง
สถานการณ์จําลอง (Simulation) การศกึษาหาข้อมลูจากเอกสารอ้างอิงหรือจากแหลง่ข้อมลูตา่ง ๆ
เพืÉอให้ได้มาซึÉงข้อมลูอยา่งเพียงพอทีÉจะใช้ในขั Êนตอ่ไป

ś. ขั Êนอธิบายและลงข้อสรุป (Explanation) เมืÉอได้ข้อมลูอยา่งเพียงพอจากการสํารวจตรวจสอบ
แล้ว จงึนําข้อมลูข้อสนเทศทีÉ ได้วิเคราะห์ แปลผล สรุปผลและนําเสนอผลทีÉ ได้ในรูปตา่ง ๆ เชน่
บรรยายสรุป สร้างแบบจําลองทางคณิตศาสตร์ หรือรูปวาด สร้างตาราง เป็นต้น การค้นพบในขั Êนนี Ê
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อาจเป็นไปได้หลายทาง เชน่ สนบัสนนุสมติฐานทีÉตั Êงไว้ โต้แย้งกบัสมมติฐานทีÉตั Êงไว้ หรือไมเ่กีÉยวข้อง
กบัประเดน็ทีÉได้กําหนดไว้ แต่ผลทีÉได้จะอยู่ในรูปใดก็สามารถสร้างความรู้และชว่ยให้เกิดการเรียนรู้
ได้

Ŝ. ขั Êนขยายความรู้ (Elaboration) เป็นการนําความรู้ทีÉสร้างขึ ÊนไปเชืÉอมโยงกบัความรู้เดิมหรือความ
คิดทีÉได้ค้นคว้าเพิÉมเติมหรือนําแบบจําลองหรือข้อสรุปทีÉได้ไปใช้อธิบายสถานการณ์หรือเหตกุารณ์
อืÉน ๆ ถ้าใช้อธิบายเรืÉองตา่ง ๆ ได้มากก็แสดงวา่ข้อจํากดัน้อย ซึÉงจะชว่ยให้เชืÉอมโยงกบัเรืÉองตา่ง ๆ
และทําให้เกิดความรู้กว้างขวางขึ Êน

ŝ. ขั Êนประเมิน (Evaluation) เป็นการประเมินการเรียนรู้ด้วยกระบวนการตา่ง ๆ วา่นกัเรียนมีความรู้
อะไรบ้าง อยา่งไร และมีความรู้มากน้อยเพียงใด จากขั Êนนี Êจะนําไปสู่การนําความรู้ไปประยกุต์ใช้ใน
เรืÉองอืÉน ๆ การนําความรู้หรือแบบจําลองไปใช้อธิบายหรือประยกุต์ใช้กบัเหตกุารณ์หรือเรืÉองอืÉน ๆ จะ
นําไปสู่ข้อโต้แย้งหรือข้อจํากดัซึÉงจะก่อให้เกิดประเดน็หรือคําถาม หรือปัญหาทีÉจะต้องสํารวจตรวจ
สอบตอ่ไป ทําให้เกิดเป็นกระบวนการทีÉตอ่เนืÉองกนัไปเรืÉอย ๆ จงึเรียกวา่ วงจรการสอบถาม (Inquiry
cycle) กระบวนการสืบเสาะหาความรู้จงึชว่ยให้นกัเรียนเกิดการเรียนรู้ทั Êงเนื Êอหาหลกัและหลกัการ
ทฤษฎี ตลอดจนลงมือปฏิบตัิ เพืÉอให้ได้ความรู้ซึÉงจะเป็นพื Êนฐานในการเรียนตอ่ไป

กระบวนการจดัการเรียนรู้แบบ ŝE เป็นรูปแบบการจดัการเรียนรู้ทีÉเน้น การพฒันาความสามารถในการ
แก้ปัญหา ด้วยวิธีการฝึกให้ผู้ รียนรู้จกัศกึษาค้นคว้าหาความรู้โดยผู้สอนตั Êงคําถาม เพืÉอกระตุ้นให้ผู้ เรียนใช้
กระบวนการทางความคิดหาเหตุผลจนพบความรู้หรือแนวทางในการแก้ปัญหาทีÉถกูต้องด้วยตนเอง สรุป
เป็นหลกัการ กฎเกณฑ์ หรือวิธีการในการแก้ปัญหาและสามารถนําไปประยกุต์ใช้ในการควบคมุ ปรับปรุง
เปลีÉยนแปลง หรือสร้างสรรค์ สิÉงแวดล้อมในสภาพการณ์ตา่ง ๆ ได้อยา่งกว้างขวาง (พกัตร์ผกา ศรีสวา่ง,
ประสทิธิÍ ทองแจ่ม และ สรุพล เนาวรัตน์. ŚŝŝŠ)

สรุป
ในบทแรกของตําราเลม่นี Êจะชี Êให้ เห็นถงึธรรมชาติและโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ อนัมีแนวคิดจาก

การสงัเกตธรรมชาติ จนได้มาซึÉงคําอนิยามและระบบสจัพจน์ รวมถงึการสร้างบทนิยาม ทฤษฎีบท และ
การคาดการณ์ข้อความทีÉคิดวา่จะเป็นจริงโดยผา่นกระบวนการพิสจูน์คือการให้เหตผุลอยา่งเป็นระบบ
จนสดุท้ายออกมาเป็นทฤษฎีบท หรือไม่ข้อคาดการณ์นั Êนก็เป็นเท็จเมืÉอมีผู้พบตวัอยา่งอยา่งค้าน แต่การ
กําหนดสจัพจน์บางอยา่งอาจจะทําให้เกิดข้อขดัแย้งทีÉ เป็นจริงทีÉ เรียกวา่ปฏิทรรศน์ เชน่สจัพจน์ข้อทีÉ Ś
เซตของคนัทอร์ในเรืÉองทฤษฎีเซต ทําให้นกัคณิตศาสตร์ต้องระมดัระวงัการกําหนดสจัพจน์ตา่ง ๆ มากยิÉง
ขึ Êน ประเดน็สดุท้ายในบทนี Êก็คือความสําคญัของหลกัการคณิตศาสตร์ ได้อธิบายให้เห็นวา่เป็นรากฐานทีÉ
สําคญัของคณิตศาสตร์ ซึÉงจะนําไปใช้ทําความเข้าใจในคณิตศาสตร์ระดบัสงูตอ่ไป



ř.ŝ. การจดัการเรียนรู้แบบ ŝE řś

คาํถามท้ายบท
ř. จากคํากลา่วทีÉวา่ "คณิตศาสตร์เป็นศิลปะอยา่งหนึÉง" จงยกตวัอยา่งพร้อมอธิบายโดยสงัเขป
Ś. จงบอกองค์ประกอบของระบบสจัพจน์
ś. จงยกตวัอยา่งสจัพจน์ทีÉคณุรู้จกัมาอยา่งน้อย Ś สจัพจน์
Ŝ. จงอธิบายปฏิทรรศน์ของแตล่ะเหตกุารณ์ตอ่ไปนี Ê

Ŝ.ř ชายคนหนึÉงสอบถามนาย A และ B นาย A พดูวา่ "นาย B พดูแต่เรืÉองโกหก" สว่นนาย B ก็พดู
วา่ "นาย A พดูแตค่วามจริง" แล้วใครพดูความจริง ใครพดูโกหกกนัแน่

Ŝ.Ś จระเข้ขโมยลกูของชายผู้หนึÉงไป แตม่นัให้คําสญัญาวา่ มนัจะคืนลกูให้หากชายผู้นั Êนทายใจมนั
ได้ถกูต้องวา่มนัจะทําอะไร ชายผู้นั Êนเดาใจมนัวา่ "เขาจะไมไ่ด้ลกูกลบัคืนมา"

Ŝ.ś เตา่แขง่กบัอาคีลสิ โดยเตา่บอกให้อาคีลสิตอ่ให้สบิเมตร ซึÉงอาคีลิสก็ตกลง แต่ก่อนจะเริÉมแขง่
กนั เตา่ก็บอกกบัอาคีลสิวา่ ถ้าอาคีลสิจะเดินทนัเตา่จะต้องเดินผา่นครึÉงทางให้ได้ซะก่อน
อาคีลสิก็เห็นด้วยกบัทีÉเตา่บอก อาคีลสิจะชนะเตา่ได้หรือไม่



řŜ บททีÉ ř. บทนํา
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แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ś
หวัข้อเนื Êอหาประจาํบท
ř. ประพจน์
Ś. สมมลูของประพจน์
ś. สจันิรันดร์
Ŝ. การอ้างเหตผุล
ŝ. ตวับง่ปริมาณ
Ş. การจดัการเรียนรู้เรืÉองตรรกศาสตร์

วัตถุประสงค์เชิงพฤตกิรรม
ř. บอกได้วา่ประโยคใดเป็นประพจน์
Ś. ตรวจสอบได้วา่ประพจน์ใดสมมลูกนั
ś. ตรวจสอบได้วา่ประพจน์ใดเป็นสจันิรันดร์
Ŝ. สามารถอ้างเหตผุลได้อยา่งสมเหตสุมผล
ŝ. สามารถเขียนข้อความในรูปตวับง่ปริมาณได้
Ş. เข้าใจการจดัการเรียนรู้เรืÉองตรรกศาสตร์

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใช้สืÉอทางอินเตอร์เน็ต และให้แตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยให้หวัข้อเป็นกลุม่และมานําเสนอหน้าชั Êน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใช้สืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ให้ผู้ เรียนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตํารา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัข้อทีÉได้รับมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "ตรรกศาสตร์"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "ตรรกศาสตร์"
ś. หนงัสือ ตํารา เอกสารทีÉเกีÉยวข้อง



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคําถามและตั Êงคําถามของผู้ เรียนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทําแบบฝึกหดัระหวา่งเรียนตามเนื ÊอหาทีÉได้รับมอบหมาย
ś. ตรวจ assignment บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทําการบ้าน บนัทกึลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ Ś
ตรรกศาสตร์

ตรรกศาสตร์ เมืÉอแปลตามพจนานกุรมฉบบัราชบณัฑิตยสถาน พ.ศ. ŚŝŝŜ หมายถงึปรัชญาสาขา
หนึÉงวา่ด้วยการคิดหาเหตุผลวา่จะสมเหตุสมผลหรือไม่ ตรงกบัคําวา่ logic ในภาษาองักฤษ ตรรกศาสตร์
นั Êนมีบทบาทสําคญัตอ่การกําหนดโครงสร้างของการเขียนข้อความทางคณิตศาสตร์ รวมถงึการให้เหตผุล
อยา่งเป็นระบบเพืÉอยืนยนัวา่ข้อความเหลา่นั Êนเป็นจริงหรือเป็นเท็จ ตรรกศาสตร์มีบทบาทสําคญัมากใน
การทําให้เราได้ข้อสรุปและข้อโต้แย้งตา่ง ๆ จากเหตุทีÉเรามี และยงัมีสว่นอยา่งมากในการทําให้เราได้กฎ
เกณฑ์และทฤษฎีบทตา่ง ๆ ทั Êงในด้านคณิตศาสตร์และวิทยาศาสตร์อยา่งสมเหตสุมผล และสามารถนําไป
ประยกุต์ได้อยา่งถกูต้องและเกิดประโยชน์ (กรรณิกา กวกัเพฑรูย์. ŚŝŜŚ. หน้าř) จะเห็นได้วา่ทฤษฎีบท
ตา่ง ๆ ทีÉเกิดขึ Êนล้วนมาจากการให้เหตผุลเชิงตรรกศาสตร์ทั Êงสิ Êน จงึเป็นหลกัการทีÉทกุคนต้องยอมรับเพืÉอให้
ได้มาซึÉงความจริงเหลา่นั Êน

ในบทนี Êจะกลา่วถงึประพจน์ การนําประพจน์เหลา่นั ÊนมาเชืÉอมกนัด้วยตวัเชืÉอม ศกึษาประพจน์ทีÉมีความ
หมายเดียวกนัหรือเรียกวา่ประพจน์ทีÉสมมลูกนั ประพจน์ทีÉมีคา่ความจริงเป็นจริงเพียงอยา่งเดียวทีÉเรียกวา่
สจันิรันดร์ กลา่วถงึการอ้างเหตผุลอยา่งสมเหตุสมผลอนัเป็นพื Êนฐานของวิธีการพิสจูน์ในบทตอ่ไป และ
การเปลีÉยนประโยคภาษาให้เป็นประโยคสญัลกัษณ์โดยใช้ตวับง่ปริมาณ สดุท้ายจะนําเสนอตวัอยา่งแนว
การสอนตรรกศาสตร์ในระดบัมธัยมสําหรับครูคณิตศาสตร์

Ś.ř ประพจน์
ประโยคในบทนิยามหรือทฤษฎีบทในทางคณิตศาสตร์ อาจเหมือนประโยคทัÉวไปแท้จริงแล้วมีลกัษณะ

การเขียนเฉพาะตวั โดยทีÉข้อความเหลา่นั Êนถกูเขียนตามหลกัตรรกศาสตร์ จะทําให้สืÉอความหมายของผู้
เขียนได้อยา่งถกูต้อง ด้วยเหตนีุ Êจงึต้องศกึษารูปแบบของข้อความทางตรรกศาสตร์เพืÉอนําไปใช้ได้ถกูต้อง

ข้อความทีÉนา่สนใจทางคณิตศาสตร์เป็นข้อความทีÉเราตดัสนิใจได้วา่ ต้องเป็นจริงหรือเป็นเท็จอยา่งใด
อยา่งหนึÉงเทา่นั Êน จะเป็นทั Êงสองอยา่งไม่ได้ กลา่วคือถ้าข้อความใดไม่เป็นจริงแล้วข้อความนั Êนต้องเป็นเท็จ
ในนยักลบักนั ถ้าข้อความใดไม่เป็นเท็จแล้วข้อความนั Êนต้องเป็นจริง (พฒันี อดุมกะวานิช. Śŝŝš. หน้า Ś)
เรียกข้อความหรือประโยคเหลา่นั Êนวา่ ประพจน์ (Proposition หรือ Statement) ดงับทนิยามตอ่ไปนี Ê



řŠ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์

บทนิยาม Ś.ř.ř ประพจน์ คือประโยคหรือข้อความทีÉมีคา่ความจริง (Truth value) เป็นจริง (True) หรือ
คา่ความจริงเป็นเท็จ (False) อยา่งใดอยา่งหนึÉงเพียงอยา่งเดียว
ตัวอย่าง Ś.ř.Ś จงพิจารณาวา่ประโยคตอ่ไปนี Êเป็นประพจน์หรือไม่ ถ้าเป็นประพจน์ให้บอกคา่ความจริง
ของประพจน์เหลา่นั Êน

ř. พระอาทิตย์ขึ Êนทางทิศตะวนัออก เป็นประพจน์ คา่ความจริงเป็นจริง
Ś. เขาเป็นคนองักฤษ ไมเ่ป็นประพจน์
ś. กรุณา เปิดหน้าตา่งให้ฉนัหน่อย ไมเ่ป็นประพจน์

Ŝ. คณุมาทําอะไรทีÉนี Ê ไมเ่ป็นประพจน์
ŝ. จงัหวดัเลยไมอ่ยูใ่นภาคเหนือของประเทศไทย เป็นประพจน์ คา่ความจริงเป็นเท็จ
Ş. คณุพระช่วย ! ไมเ่ป็นประพจน์

ş. พีÉต้องพาฉนัไปดหูนงันะ ไมเ่ป็นประพจน์
Š. x > 1 ไมเ่ป็นประพจน์
š. จํานวนเฉพาะทกุจํานวนเป็นจํานวนคีÉ เป็นประพจน์ คา่ความจริงเป็นเท็จ

จากตวัอยา่ง Ś.ř.Ś ข้อ ś เป็นประโยคขอร้อง ข้อ Ŝ เป็นประโยคคําถาม ข้อ ş เป็นประโยคคําสัÉง และข้อ
Ş เป็นคําอทุาน ไม่เป็นประพจน์เพราะไม่สามารถหาคา่ความจริงได้ ในสว่นของข้อ Ś "เขาเป็นคนองักฤษ"
ถ้า "เขา" หมายถงึ ณเดช ข้อความนี Êจะเป็นประพจน์เพราะมีคา่ความจริงเป็นเท็จ จะเรียก "เขา" วา่ตวัแปร
ในทํานองเดียวกนัข้อ Š มี x เป็นตวัแปร ถ้าทราบวา่ x คืออะไรจะทําให้ข้อความดงักลา่วเป็นประพจน์
ข้อความลกัษณะนี Êเรียกวา่ ประโยคเปิด (Open sentence) ดงัจะกลา่วตอ่ไปในบทนิยาม Ś.ŝ.ř

จากตวัอยา่ง Ś.ř.Ś ข้อ ř, ŝ และ š เป็นประโยคเดีÉยวทีÉเป็นประพจน์ซึÉงเรียกวา่ ประพจน์เชิงเดีÉยว
(Single statement)ตอ่ไปจะกลา่วถงึประพจน์ทีÉมีตัวเชืÉอม (Connective) เรียกวา่ประพจน์เชิงประกอบ
(Compound statement) ตวัเชืÉอมประพจน์มี ŝ ชนิดคือ

ř. และ Ś. หรือ ś. ถ้า...แล้ว Ŝ. ก็ตอ่เมืÉอ ŝ. นิเสธ

บทนิยาม Ś.ř.ś ให้ p, q เป็นประพจน์ ข้อความเชืÉอม (Conjunction) ของ p และ q เขียนแทนด้วย
p ∧ q อา่นวา่ p และ q (p and q)

จะมีคา่ความจริงเป็นจริงได้เพียงกรณีเดียวเทา่นั Êนคือ p และ q มีคา่ความจริงเป็นจริง
สรุปคา่ความจริงในแตล่ะกรณีตามตารางดงัตอ่ไปนี ÊซึÉงเรียกวา่ ตารางค่าความจริง (Truth table) เมืÉอ

p และ q เป็นประพจน์ และ T แทนคา่ความจริงเป็นจริง F แทนคา่ความจริงเป็นเท็จ



Ś.ř. ประพจน์ řš

p q p ∧ q

T T T
T F F
F T F
F F F

ตารางทีÉ ř คา่ความจริงของข้อความร่วม p ∧ q

ตัวอย่าง Ś.ř.Ŝ จงพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
ř. องักฤษเป็นประเทศในยโุรปและไทยเป็นประเทศเอเชีย คา่ความจริงเป็นจริง
Ś. 2 เป็นจํานวนคู่ และ 1.2 เป็นจํานวนนบั คา่ความจริงเป็นเท็จ
ś. 2 ̸= 3 และ 2 ̸= 2 คา่ความจริงเป็นเท็จ

บทนิยาม Ś.ř.ŝ ให้ p, q เป็นประพจน์ ข้อความเลือก (Disjunction) ของ p และ q เขียนแทนด้วย
p ∨ q อา่นวา่ p หรือ q (p or q)

จะมีคา่ความจริงเป็นเท็จได้เพียงกรณีเดียวเทา่นั Êนคือ p และ q มีคา่ความจริงเป็นเท็จ สรุปคา่ความจริงใน
แตล่ะกรณีตามตารางดงัตอ่ไปนี Ê

p q p ∨ q

T T T
T F T
F T T
F F F

ตารางทีÉ Ś คา่ความจริงของข้อความเลือก p ∨ q

ตัวอย่าง Ś.ř.Ş จงพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
ř. ประเทศไทยติดกบัประเทศลาวหรือญีÉปุ่ นเป็นประเทศในเอเชีย คา่ความจริงเป็นจริง

Ś. 2 เป็นจํานวนคีÉ หรือ 3 เป็นจํานวนคู่ คา่ความจริงเป็นเท็จ
ś. 8 < 8 หรือ 8 = 8 คา่ความจริงเป็นจริง

บทนิยาม Ś.ř.ş ให้ p, q เป็นประพจน์ ข้อความแบบเงืÉอนไข (Conditional statement/Implication) ของ
p และ q เขียนแทนด้วย

p → q อา่นวา่ ถ้า p แล้ว q (if p then q)



ŚŘ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์
เรียก p วา่ เหตุ (Hypothesis) และเรียก q วา่ ผล (Conclusion) จะมีคา่ความจริงเป็นเท็จได้เพียงกรณี
เดียวเทา่นั Êนคือ p มีคา่ความจริงเป็นจริง และ q มีคา่ความจริงเป็นเท็จ และเรียก q → p วา่บทกลับ
(Converse) ของ p → q สรุปคา่ความจริงในแตล่ะกรณีตามตารางดงัตอ่ไปนี Ê

p q p → q

T T T
T F F
F T T
F F T

ตารางทีÉ ś คา่ความจริงของข้อความแบบมีเงืÉอนไข p → q

เราอาจจะพบข้อความ p → q ในรูปแบบอืÉน ๆ เชน่
q ถ้า p (q if p)
p ทําให้ได้ q (p implies q)
p เป็นเงืÉอนไขทีÉเพียงพอของ q (p is a sufficient condition for q)
q เป็นเงืÉอนไขทีÉจําเป็นของ p (q is a necessary condition for p)

ตัวอย่าง Ś.ř.Š จงพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
ř. ถ้า iPhone เป็นโทรศพัท์ แล้ววาฬเป็นสตัว์นํ Êา คา่ความจริงเป็นจริง
Ś. ถ้า 2 เป็นจํานวนคีÉ แล้ว 1 เป็นจํานวนนบั คา่ความจริงเป็นจริง
ś. ถ้า 1 + 3 + 5 = 9 แล้ว 2× 3 = 23 คา่ความจริงเป็นเท็จ
Ŝ. ถ้า 9 · 0 = 9 แล้วเชียงใหมอ่ยูภ่าคใต้ของประเทศไทย คา่ความจริงเป็นจริง
จากบทนิยามของตวัเชืÉอมข้างต้นจะได้ข้อสงัเกตดงัตอ่ไปนี Ê เมืÉอให้ p เป็นประพจน์ใด ๆ
ř. F ∧ p มีคา่ความจริงเป็น F

Ś. T ∨ p มีคา่ความจริงเป็น T

ś. F → p มีคา่ความจริงเป็น T

Ŝ. p → T มีคา่ความจริงเป็น T



Ś.ř. ประพจน์ Śř

บทนิยาม Ś.ř.š ให้ p, q เป็นประพจน์ ข้อความแบบเงืÉอนไขสองทาง (Biconditional statement) ของ
p และ q เขียนแทนด้วย

p ↔ q อา่นวา่ p กต่็อเมืÉอ q ( p if and only if q, p iff q )
เป็นการเชืÉอมกนัของสองเงืÉอนไขคือ (p → q) และ ∧(q → p) ซึÉงจะมีคา่ความจริงเป็นจริงเหมือนกบั
ข้อความ (p → q) ∧ (q → p) สรุปคา่ความจริงในแตล่ะกรณีตามตารางดงัตอ่ไปนี Ê

p q (p → q) (q → p) (p → q) ∧ (q → p) p ↔ q

T T T T T T
T F F T F F
F T T F F F
F F T T T T
ตารางทีÉ Ŝ คา่ความจริงของข้อความแบบผนักลบัได้ p ↔ q

ตัวอย่าง Ś.ř.řŘ จงพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
ř. 1 เป็นจํานวนคู่ ก็ตอ่เมืÉอ 5 เป็นจํานวนนบั คา่ความจริงเป็นเท็จ
Ś. สนุขัมีเขา ก็ตอ่เมืÉอ 1 + 1 = 2 คา่ความจริงเป็นเท็จ
ś. 2−2 = 1 ก็ตอ่เมืÉอ 3 > 7 คา่ความจริงเป็นจริง
Ŝ. 1 = 1 ก็ตอ่เมืÉอ นกขมิ Êนบินไมไ่ด้ คา่ความจริงเป็นเท็จ
ตอ่ไปจะกลา่วถงึ นิเสธของประพจน์ (Negation of proposition) หมายถงึประพจน์ทีÉมีคา่ความจริง

ตรงข้ามกบัประพจน์นั Êน ดงันิยามตอ่ไปนี Ê
บทนิยาม Ś.ř.řř ให้ p เป็นประพจน์ แล้ว นิเสธของประพจน์ ของ p เขียนแทนด้วย

∼ p อา่นวา่ นิเสธ p (not p)
จะมีคา่ความจริงตรงข้ามกบั p

p ∼ p

T F
F T

ตารางทีÉ ŝ คา่ความจริงของ ∼ p



ŚŚ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์

ตัวอย่าง Ś.ř.řŚ จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี Ê

ř. องักฤษเป็นประเทศในทวีปเอเชีย นิเสธคือ องักฤษไมเ่ป็นประเทศในทวีปเอเชีย

Ś. ∅ เป็นเซตอนนัต์ นิเสธคือ ∅ ไมเ่ป็นเซตอนนัต์

ś. นกเขามี 2 ขา นิเสธคือ นกเขาไมมี่ 2 ขา

เมืÉอประพจน์มีการใช้ตวัเชืÉอมหลาย ๆ ตวัอาจจะเกิดความสบัสนของการพิจารณาคา่ความจริง ดงันั Êน
เพืÉอความสะดวกจงึนิยมกําหนดลําดบัก่อนหลงัของตวัเชืÉอมประพจน์ดงันี Ê

ř. ∼

Ś. ∧, ∨ (กรณีมีทั ÊงสองตวัเชืÉอมต้องใสว่งเลบ็คัÉน)

ś. →

Ŝ. ↔

เชน่ถ้าเขียน ∼ p ∧ q ↔ r →∼ p จะหมายถงึ [(∼ p) ∧ q] ↔ [r → (∼ p)] ในกรณีทีÉพบตวัเชืÉอม ∧, ∨
ผู้ เขียนมกัต้องใสว่งเลบ็เสมอเพืÉอหลีกเลีÉยงการตีความหมายผิดไป เชน่ (p∨ q)∧ r แตจ่ะไมเ่ขียน p∨ q ∧ r

สําหรับประพจน์ทีÉมีวงเลบ็ให้ทําในวงเลบ็ก่อน และตวัเชืÉอมในลําดบัเดียวกนัให้ทําจากซ้ายไปขวา

ตัวอย่าง Ś.ř.řś จงเขียนประพจน์ตอ่ไปนี Êตามลําดบัก่อนหลงั

1) ∼ r → p ∧ q ↔ r คําตอบคือ [(∼ r) → (p ∧ q)] ↔ r

2) ∼ p∧ ∼ r → q∧ ∼ r คําตอบคือ [(∼ p) ∧ (∼ r)] → [q ∧ (∼ r)]

3) p∧ ∼ r ↔∼ p →∼ q คําตอบคือ [p ∧ (∼ r)] ↔ [(∼ p) → (∼ q)]

เนืÉองจาก ∼ เป็นตวัเชืÉอมลําดบัแรกจงึมกัจะละวงเลบ็ในการเขียนเชน่ ∼ p →∼ q แทนประพจน์
(∼ p) → (∼ q)

การหาคา่ความจริงของประพจน์เชิงประกอบ เมืÉอทราบคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ย เป็นการหาคา่
ความจริงบางกรณีเทา่นั Êน ในกรณีทีÉไม่ทราบคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ย สามารถสร้างตารางคา่ความ
จริงของประพจน์เชิงประกอบได้ เช่นประพจน์เชิงประกอบทีÉ มีประพจน์ยอ่ย p, q และ r เขียนแผนภาพ
แสดงกรณีได้ดงันี Ê



Ś.ř. ประพจน์ Śś
p q r

T
T T

F

F T
F

F
T T

F

F T
F

รูปทีÉ Ŝ แผนภาพแสดงกรณีของประพจน์เชิงประกอบทีÉมีประพจน์ยอ่ย p, q และ r

จะได้วา่ประพจน์เชิงประกอบดงักลา่วมีทั Êงหมด Š กรณี สําหรับประพจน์เชิงประกอบทีÉมีประพจน์ยอ่ย n

ประพจน์ โดยอาศยักฎการนบัจะได้ 2n กรณี และสรุปได้ดงัตารางตอ่ไปนี Ê
จํานวนประพจน์ยอ่ย 1 2 3 4 5 6 7 ... n

จํานวนกรณี 2 4 8 16 32 64 128 ... 2n

ตารางทีÉ Ş ความสมัพนัธ์ของจํานวนประพจน์ยอ่ยกบัจํานวนกรณีของคา่ความจริง
ตัวอย่าง Ś.ř.řŜ ประพจน์ (p → r)∨(p ↔ q) จะเห็นได้วา่มีประพจน์ยอ่ย ś ประพจน์ ทําให้สร้างตาราง
คา่ความจริงได้ Š กรณี แสดงได้ดงัตารางตอ่ไปนี Ê

p q r p → r p ↔ q (p → r) ∨ (p ↔ q)

T T T T T T
T T F F T T
T F T T F T
T F F F F F
F T T T F T
F T F T F T
F F T T T T
F F F T T T

ตารางทีÉ ş ตารางคา่ความจริงของประพจน์ (p → r) ∨ (p ↔ q)



ŚŜ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์

Ś.Ś สมมูลของประพจน์
ในหวัข้อนี Êจะกลา่วถงึประพจน์สองประพจน์ทีÉมีความหมายเดียวกนัในทางตรรกศาสตร์ซึÉงจะเรียกวา่

สมมูลกันเชิงตรรกศาสตร์ (Logically equivalent) ซึÉงมีนิยามดงัตอ่ไปนี Ê

บทนิยาม Ś.Ś.ř ประพจน์ p สมมูล (Equivalent) กบั q เขียนแทนด้วย p ≡ q ก็ตอ่เมืÉอประพจน์ทั Êงสองมี
คา่ความจริงตรงกนัทกุกรณี
ตัวอย่าง Ś.Ś.Ś จงแสดงวา่ p → q สมมลูกบั ∼ q →∼ p โดยสร้างตารางคา่ความจริง

p q p → q ∼ q ∼ p ∼ q →∼ p

T T T F F T
T F F T F F
F T T F T T
F F T T T T

ตารางทีÉ Š ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p → q และ ∼ q →∼ p

ดงันั Êน p → q ≡ ∼ q →∼ p เรียกสมบตัินี Êวา่กฎแย้งสลับทีÉ (Contrapositive law) ตวัอยา่งเช่น "ถ้าแดง
ไปโรงเรียนแล้วแดงจะได้กินขนม" โดยใช้กฎแย้งสลบัทีÉจะสมมลูกบั "ถ้าแดงไม่ได้กินขนมแล้วแดงไม่ไป
โรงเรียน" เป็นต้น
ตัวอย่าง Ś.Ś.ś จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนี Êสมมลูกนัหรือไม่ โดยใช้ตารางคา่ความจริง

ř. p ∨ q และ ∼ p → q

วธีิทาํ

p q ∼ p p ∨ q ∼ p → q

T T F T T
T F F T T
F T T T T
F F T F F

ตารางทีÉ š ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p ∨ q และ ∼ p → q

ดงันั Êน p ∨ q ≡∼ p → q



Ś.Ś. สมมูลของประพจน์ Śŝ

Ś. (p ∨ q) → r และ (p → r) ∨ (q → r)

วธีิทาํ
p q r p ∨ q p → r q → r (p ∨ q) → r (p → r) ∨ (q → r)

T T T T T T T T
T T F T F F F F
T F T T T T T T
T F F T F T F T
F T T T T T T T
F T F T T F F T
F F T F T T T T
F F F F T T T T

ตารางทีÉ řŘ ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ (p ∨ q) → r และ (p → r) ∨ (q → r)

ดงันั Êน (p ∨ q) → r ไมส่มมลูกบั (p → r) ∨ (q → r)

การตรวจสอบสมมลูในตวัอยา่ง Ś.Ś.ś ทําได้งา่ยเมืÉอใช้ตารางคา่ความจริง เนืÉองจากมีจํานวนประพจน์
ยอ่ยทีÉไม่มากนกั แต่เมืÉอประพจน์ยอ่ยมีจํานวนมากจะทําให้กรณีของคา่ความจริงมีจํานวนมากตามไป
ด้วย การตรวจสอบโดยตารางคา่ความจริงอาจจะไม่สะดวก จงึต้องศกึษาสมบตัิตา่ง ๆ เพืÉอเป็นเครืÉองมือ
ในการตรวจสอบอีกทางหนึÉง

ตอ่ไปนี Êจะเป็นตวัอยา่งของประพจน์ทีÉสมมลูกนัสามารถนําไปอ้างได้ ผู้ อา่นสามารถตรวจสอบได้จาก
ตารางคา่ความจริง เมืÉอกําหนดให้ p, q และ r เป็นประพจน์ใด ๆ จะได้สมมลูดงัตอ่ไปนี Ê

Eř p ∧ p ≡ p กฎนิจพล (Idempotent law)
p ∨ p ≡ p

EŚ p ∧ q ≡ q ∧ p กฎการสลบัทีÉ (Commutative law)
p ∨ q ≡ q ∨ p

Eś p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r กฎการเปลีÉยนหมู่ (Associative law)
p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

Eŝ p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) กฎการแจกแจง (Distributive law)
p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

EŞ ∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q กฎเดอมอร์แกน (De Morgan's law)
∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

Eş ∼ (∼ p) ≡ p กฎนิเสธซ้อน (Double negation law)
EŠ p → q ≡∼ q →∼ p กฎแย้งสลบัทีÉ (Contrapositive law)



ŚŞ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์
Eš p → q ≡∼ p ∨ q

EřŘ p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) ≡ (q ↔ p)

Eřř p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (∼ p →∼ q)

EřŚ p ↔ q ≡ (∼ q →∼ p) ∧ (∼ p →∼ q) ≡∼ p ↔∼ q

Eřś p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r)

EřŜ p → (q ∨ r) ≡ (p → q) ∨ (p → r)

Eřŝ (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r)

EřŞ (p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

ตัวอย่าง Ś.Ś.Ŝ ให้ p, q เป็นประพจน์ใด ๆ จงแสดงวา่ ∼ (p ∧ q)∨ ∼ (p ∨ q) ≡∼ (p ∧ q)

วธีิทาํ

∼ (p ∧ q)∨ ∼ (p ∨ q) ≡∼ [(p ∧ q) ∧ (p ∨ q)] โดย E6

≡∼ [((p ∧ q) ∧ p) ∨ ((p ∧ q) ∧ q)] โดย E5

≡∼ [((p ∧ p) ∧ q) ∨ (p ∧ (q ∧ q))] โดย E2

≡∼ [(p ∧ q) ∨ (p ∧ q)] โดย E1

≡∼ (p ∧ q) โดย E1

ตัวอย่าง Ś.Ś.ŝ ให้ p, q, r เป็นประพจน์ใด ๆ จงแสดงวา่ (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r)

วธีิทาํ

(p ∧ q) → r ≡∼ (p ∧ q) ∨ r โดย E9

≡ (∼ p∨ ∼ q) ∨ r โดย E6

≡ (∼ p∨ ∼ q) ∨ (r ∨ r) โดย E1

≡ (∼ p ∨ r) ∨ (∼ q ∨ r) โดย E2

≡ (p → r) ∨ (q → r) โดย E9

ตอ่ไปจะกลา่วถงึนิเสธของประพจน์เชิงประกอบของตวัเชืÉอมทั Êง Ŝ ซึÉงสรุปได้ดงัตอ่ไปนี Ê (ผู้อา่นสามารถ
ตรวจสอบได้โดยใช้ตารางคา่ความจริง) สําหรับประพจน์ p และ q จะได้วา่

ř. ∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

Ś. ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

ś. ∼ (p → q) ≡ p∧ ∼ q

Ŝ. ∼ (p ↔ q) ≡∼ p ↔ q ≡ p ↔∼ q



Ś.ś. สจันิรนัดร์ Śş

ตัวอย่าง Ś.Ś.Ş ให้ p, q, r เป็นประพจน์ใด ๆ จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
วธีิทาํ

ř. p ∧ (∼ q ∨ r) มีนิเสธคือ
∼ [p ∧ (∼ q ∨ r)] ≡∼ p∨ ∼ (∼ q ∨ r)

≡∼ p ∨ (q∧ ∼ r)

ดงันั Êนนิเสธของ p ∧ (∼ q ∨ r) คือ ∼ p ∨ (q∧ ∼ r)

Ś. p → (q → r) มีนิเสธคือ
∼ [p → (q → r)] ≡ p∧ ∼ (q → r)

≡ p ∧ (q∧ ∼ r)

ดงันั Êนนิเสธของ p → (q → r) คือ p ∨ (q∧ ∼ r)

ตัวอย่าง Ś.Ś.ş จงหานิเสธของข้อความตอ่ไปนี Ê
ř. เสื Êอเป็นสีแดงและกางเกงเป็นสีดํา

นิเสธคือ เสื Êอไมเ่ป็นสีแดงหรือกางเกงไมเ่ป็นสีดํา
Ś. 2 > 5 หรือ 8 เป็นจํานวนคีÉ

นิเสธคือ 2 ≤ 5 และ 8 ไมเ่ป็นจํานวนคีÉ
ś. ถ้าหนองบอนเป็นจงัหวดัแล้วเลยไมเ่ป็นอําเภอ

นิเสธคือ หนองบอนเป็นจงัหวดัและเลยเป็นอําเภอ
Ŝ. xy = 12 ก็ตอ่เมืÉอ x = 3 และ y = 4

นิเสธคือ "xy ̸= 12 ก็ตอ่เมืÉอ x = 3 และ y = 4" หรือ "xy = 12 ก็ตอ่เมืÉอ x ̸= 3 หรือ y ̸= 4"

Ś.ś สัจนิรันดร์
ประพจน์บางประพจน์มีคา่ความจริงเป็นจริงเพียงอยา่งเดียวเพราะรูปแบบของประพจน์นั Êน เชน่

"Ś เป็นจํานวนคูห่รือ Ś เป็นจํานวนคีÉ" เรียกประพจน์ลกัษณะแบบนี Êวา่ สัจนิรันดร์ (Tautology)
บทนิยาม Ś.ś.ř ประพจน์ทีÉมีรูปแบบทีÉมีคา่ความจริงเป็นจริงเสมอเรียกวา่ สัจนิรันดร์ และเรียกนิเสธของ
สจันิรันดร์วา่ ข้อความขัดแย้ง (Contradiction)



ŚŠ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์
ตัวอย่าง Ś.ś.Ś จงแสดงวา่ประพจน์ p → (p ∨ q) เป็นสจันิรันดร์
วธีิทาํ ใช้ตารางคา่ความจริงแสดงได้ดงันี Ê

p q p ∨ q p → (p ∨ q)

T T T T
T F T T
F T T T
F F F T

ตารางทีÉ řř ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p → (p ∨ q)

ดงันั Êน p → (p ∨ q) เป็นสจันิรันดร์ เรียกวา่ การขยายการเลือก (Addition)
ตัวอย่าง Ś.ś.ś จงแสดงวา่ประพจน์ p∧ ∼ p เป็นข้อความขดัแย้ง
วธีิทาํ ใช้ตารางคา่ความจริงแสดงได้ดงันี Ê

p ∼ p p∧ ∼ q

T F F
F T F

ตารางทีÉ řŚ ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p∧ ∼ p

ดงันั Êน p∧ ∼ p เป็นข้อความขดัแย้ง
ตัวอย่าง Ś.ś.Ŝ จงแสดงวา่ประพจน์ (p → q) ↔ (∼ p ∨ q) เป็นสจันิรันดร์
วธีิทาํ ใช้ตารางคา่ความจริงแสดงได้ดงันี Ê

p q ∼ p ∼ p ∨ q p → q (p → q) ↔ (∼ p ∨ q)

T T F T T T
T F F T T T
F T T F F T
F F T T T T

ตารางทีÉ řś ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ (p → q) ↔ (∼ p ∨ q)

ดงันั Êน (p → q) ↔ (∼ p ∨ q) เป็นสจันิรันดร์
จากตวัอยา่ง Ś.ś.Ŝ เมืÉอพิจารณา p → q และ ∼ p ∨ q ทั Êงสองประพจน์สมมลูกนัซึÉงหมายความวา่มีคา่

ความจริงตรงกนัทกุกรณี เมืÉอนําทั Êงสองประพจน์มาเชืÉอมด้วย ↔ ทําให้สรุปได้วา่ (p → q) ↔ (∼ p ∨ q) มี
คา่ความจริงเป็นจริงทกุกรณีหรือเป็นสจันิรันดร์ ในกรณีทัÉวไปจะเห็นได้วา่ถ้า p ≡ q ก็ตอ่เมืÉอ p ↔ q เป็น
สจันิรันดร์ (ในหนงัสือบ้างเลม่อาจนิยามสมมลูจากข้อสรุปดงักลา่ว) ดงันั Êนสมมลูของประพจน์ตา่ง ๆ ทีÉ
เคยกลา่วไว้ในหวัข้อ Ś.Ś จะสรุปเป็นสจันิรันดร์ได้ดงันี Ê เมืÉอให้ p, q และ r เป็นประพจน์ใด ๆ



Ś.ś. สจันิรนัดร์ Śš

Tř p ∧ p ↔ p กฎนิจพล (Idempotent law)
p ∨ q ↔ p

TŚ p ∧ q ↔ q ∧ p กฎการสลบัทีÉ (Commutative law)
p ∨ q ↔ q ∨ p

Tś p ∧ (q ∧ r) ↔ (p ∧ q) ∧ r กฎการเปลีÉยนหมู่ (Associative law)
p ∨ (q ∨ r) ↔ (p ∨ q) ∨ r

TŜ p ∧ (q ∨ r) ↔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) กฎการแจกแจง (Distributive law)
p ∨ (q ∧ r) ↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

Tŝ ∼ (p ∨ q) ↔∼ p∧ ∼ q กฎเดอมอร์แกน (De Morgan's law)
∼ (p∧) ↔∼ p∨ ∼ q

TŞ ∼ (∼ p) ↔ p กฎนิเสธซ้อน (Double negation law)
ในทํานองเดียวกนัเมืÉอพิจารณาคา่ความจริงทีÉได้จากการเชืÉอมทั Êงสองประพจน์ด้วย → จะได้ข้อสรุป

ดงันี Ê
ถ้า p ≡ q แล้ว p → q เป็นสจันิรันดร์

เมืÉอ p และ q เป็นประพจน์ใด ๆ ซึÉงสามารถนําไปใช้ตรวจสอบสจันิรันดร์ของประพจน์ทีÉอยูใ่นรูปดงักลา่วได้
ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê
ตัวอย่าง Ś.ś.ŝ จงตรวจสอบข้อความตอ่ไปนี Êวา่เป็นสจันิรันดร์หรือไม่

ř. ∼ (p ∨ q) ↔ (p∧ ∼ q)

วธีิทาํ โดยกฎเดอมอร์แกน ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q ดงันั Êน ∼ (p ∨ q) ไม่สมมลูกบั p∧ ∼ q จะได้วา่
∼ (p ∨ q) ↔ (p∧ ∼ q) ไมเ่ป็นสจันิรันดร์

Ś. [(p → r) ∨ (p → q)] ↔ (p → r ∨ q)

วธีิทาํ จาก EřŜ จะได้วา่ (p → r)∨(p → q) ≡ (p → r∨q)ดงันั Êน [(p → r)∨(p → q)] ↔ (p → r∨q)
เป็นสจันิรันดร์

ś. (p∨ ∼ q) → (q → p)

วธีิทาํ เนืÉองจาก p∨ ∼ q ≡ q → p จะได้วา่ (p∨ ∼ q) → (q → p) เป็นสจันิรันดร์
Ŝ. [(p ∨ q) → r] ↔ [∼ r → (∼ p∧ ∼ q)]

วธีิทาํ โดยกฎแย้งสลบัทีÉและกฎเดอมอร์แกนจะได้วา่ (p ∨ q) → r ≡∼ r → (∼ p∧ ∼ q) สรุปได้วา่
ข้อความนี Êเป็นสจันิรันดร์

ตอ่ไปนี Êเป็นตวัอยา่งสจันิรันดร์ทีÉมกันําไปใช้อ้างอิงบอ่ยครั Êง ผู้ อา่นสามารถตรวจสอบได้โดยใช้ตาราง
คา่ความจริง เมืÉอให้ p, q, r เป็นประพจน์ และ c แทนข้อความขดัแย้ง แล้วประพจน์ตอ่ไปนี Êเป็นสจันิรันดร์



śŘ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์
Tş ∼ p ∨ p หรือ ∼ (∼ p ∧ p)

TŠ p → p

Tš p → p ∨ q การขยายการเลือก (Addition)
TřŘ p ∧ q → p การทําผลรวมเป็นรูปอยา่งงา่ย (Simplification)

p ∧ q → q

Třř p ∧ (p → q) → q โมดสั โพเนนส์ (Modus ponens)
TřŚ ∼ q ∧ (p → q) →∼ p โมดสั โทเลนส์ (Modus tollens)
Třś (p → q) ∧ (q → r) → (p → r) ตรรกบท (Hypothetical syllogism)
TřŜ (p ∨ q)∧ ∼ p → q ตรรกบทแบบคดัออก (Disjunctive syllogism)

(p ∨ q)∧ ∼ q → p

Třŝ (∼ p → c) → p

เนืÉองจากประพจน์ทีÉเป็นสจันิรันดร์มีคา่ความจริงเป็นจริงทกุ ๆ กรณี ถ้าสมมติวา่มีกรณีทีÉคา่ความจริง
เป็นเท็จแล้วนําไปสู่ความขดัแย้งแสดงให้เห็นวา่ประพจน์นี Êมีคา่ความจริงเป็นเท็จไม่ได้ นัÉนคือมีคา่ความ
จริงทกุกรณีหรือเป็นสจันิรันดร์นัÉนเอง เรียกวิธีนี Êวา่ การตรวจสอบสัจนิรันดร์โดยวธีิขัดแย้ง สําหรับ
ประพจน์ทีÉต้องการตรวจสอบอยู่ในรูปแบบ p → q หรือ p ∨ q ซึÉงทั Êง Ś รูปแบบมีคา่ความจริงเป็นเท็จเพียง
กรณีเดียวเทา่นั Êน ตวัอยา่งเชน่การตรวจสอบวา่ประพจน์ (p∧ q) → (p∨ q) เป็นสจันิรันดร์หรือไม่ วิธีทําคือ
เริÉมโดยการกําหนดคา่ความจริงของประพจน์นี Êเป็น F และหาคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ยดงัแผนภาพ
ตอ่ไปนี Ê

(p ∧ q) → (p ∨ q)

F

T F

T T FF

รูปทีÉ ŝ แผนภาพต้นไม้แสดงคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ยโดยวิธีขดัแย้งของ (p ∧ q) → (p ∨ q)

จากแผนภาพด้านขวามือ p มีคา่ความจริงเป็น T สว่นด้านซ้ายมือมีคา่ความจริงเป็น F จงึเกิดข้อขดัแย้ง
ทําให้สรุปได้วา่ประพจน์ (p∧q) → (p∨q) มีคา่ความจริงเป็นเท็จไมไ่ด้ หรือกลา่วได้วา่เป็นสจันิรันดร์ เรียก
แผนภาพข้างต้นวา่ แผนภาพต้นไม้ (Tree diagram) จากตวัอยา่งข้างต้นสรุปได้ดงันี Ê

ř. ถ้าคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ยเป็นไปได้ แสดงวา่ประพจน์ดงักลา่วไม่เป็นสัจนิรันดร์
Ś. ถ้าคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ยเกดิข้อขัดแย้ง แสดงวา่ประพจน์ดงักลา่วเป็นสัจนิรันดร์



Ś.Ŝ. การอา้งเหตผุลและการพิสูจน์ śř

ตัวอย่าง Ś.ś.Ş จงตรวจสอบข้อความ (p → q) ∨ (p ↔ q) วา่เป็นสจันิรันดร์หรือไม่ โดยวิธีขดัแย้ง
วธีิทาํ

(p → q) ∨ (p ↔ q)

F

F F

T F FT

รูปทีÉ Ş แผนภาพต้นไม้แสดงคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ยโดยวิธีขดัแย้งของ (p → q) ∨ (p ↔ q)

จากแผนภาพต้นไม้ p มีคา่ความจริงเป็น T และ q มีคา่ความจริงเป็น F ดงันั Êน (p → q) ∨ (p ↔ q)

มีคา่ความจริงเป็นเท็จอยา่งน้อย ř กรณี สรุปได้วา่ประพจน์นี Êไมเ่ป็นสจันิรันดร์

Ś.Ŝ การอ้างเหตุผลและการพสูิจน์
เมืÉอมีคนกลา่ววา่ "เมืÉอใดก็ตามทีÉฝนตกการจราจรจะติดขดั" ถ้าวนันี Êฝนตกสามารถสรุปได้หรือไม่วา่วนั

นี Êการจราจรจะติดขดั ถ้าเชืÉอคํากลา่วอ้างข้างต้นวา่เป็นจริงจะสรุปได้วา่วนันี Êจราจรจะติดขดั จะเรียกวา่
อ้างเหตผุลแบบสมเหตุสมผล แต่ถ้าวนันี Êจราจรติดขดัจะสรุปได้หรือไม่วา่ฝนตก คําตอบก็คือไม่สามารถ
สรุปได้ เนืÉองจากไม่สอดคล้องกบัคํากลา่วอ้างทีÉเชืÉอวา่เป็นจริง เรียกวา่การอ้างเหตผุลแบบไม่สมเหตุสม
ผล คํากลา่วอ้างตา่ง ๆ ในทางตรรกศาสตร์มีมากมายและซบัซ้อนแตกตา่งกนัไป จงึจําเป็นต้องมีวิธีการ
ตรวจสอบทีÉเป็นระบบดงัจะกลา่วในหวัข้อนี Ê สดุท้ายจะให้ความหมายของการพิสจูน์ซึÉงเป็นทีÉยอมรับและ
ใช้พิสจูน์ข้อความทางคณิตศาสตร์วา่เป็นจริง
บทนิยาม Ś.Ŝ.ř การอ้างเหตุผล (Argument) คือการอ้างวา่ประพจน์ p1, p2, p3, ..., pn ซึÉงจะเรียกวา่ เหตุ
นั Êนสามารถสรุปประพจน์ q ซึÉงจะเรียกวา่ผลสรุป เขียนแทนด้วย

p1, p2, p3, ..., pn ⊢ q

การอ้างเหตผุลจะสมเหตุสมผล (Valid) ก็ตอ่เมืÉอ
p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pn → q

เป็นสจันิรันดร์ นอกเหนือจากนี Êเป็นการอ้างเหตผุลทีÉไม่สมเหตุสมผล (Invalid)



śŚ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Ś จงพิจารณาวา่การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี Êสมเหตสุมผลหรือไม่ โดยใช้ตารางคา่ความจริง

ř. เหตุ ř. p → q

Ś. ∼ q

ผล ∼ p

วธีิทาํ โดยใช้ตารางดงันี Ê

p q (∼ q ∧ p → q) → ∼ p

T T F F T T F
T F T F F T F
F T F F T T T
F F T T T T T
การอ้างเหตผุลนี Êสมเหตสุมผล

Ś. เหตุ ř. p → q

Ś. ∼ p

ผล ∼ q

วธีิทาํ โดยใช้ตารางดงันี Ê

p q (∼ p ∧ p → q) → ∼ q

T T F F T T F
T F F F F T T
F T T T T F F
F F T T T T T
การอ้างเหตผุลนี Êไมส่มเหตสุมผล

เนืÉองจากเป็นการอ้างเหตผุล p1, p2, p3, ..., pn ⊢ q อยูใ่นรูป
p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pn → q

เพืÉอตรวจสอบการเป็นสจันิรันดร์ อาจตรวจสอบโดยใช้วิธีขดัแย้ง ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê
ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ś จงตรวจสอบการอ้างเหตผุล p ∨ q, ∼ q ⊢∼ p โดยใช้วิธีขดัแย้ง
วธีิทาํ ตรวจสอบสจันิรันดร์ของ (p ∨ q)∧ ∼ q →∼ p โดยวิธีขดัแย้งดงัแผนภาพต้นไม้ตอ่ไปนี Ê

(p ∨ q)∧ ∼ q →∼ p

F

T F

T T

FT F

T

รูปทีÉ ş แผนภาพต้นไม้แสดงคา่ความจริงของประพจน์ยอ่ยโดยวิธีขดัแย้งของ (p ∨ q)∧ ∼ q →∼ p

จากแผนภาพต้นไม้ p มีคา่ความจริงเป็น T และ q มีคา่ความจริงเป็น F ทําให้ประพจน์ (p∨q)∧ ∼ q →∼ p

มีคา่ความจริงเป็นเท็จอยา่งน้อย ř กรณี นัÉนคือประพจน์นี Êไม่เป็นสจันิรันดร์ สรุปได้วา่การอ้างเหตผุลนี Êไม่
สมเหตสุมผล



Ś.Ŝ. การอา้งเหตผุลและการพิสูจน์ śś

บทนิยาม Ś.Ŝ.Ŝ ให้ p และ q เป็นประพจน์ กลา่ววา่
p สรุป q ได้ในเชิงตรรกศาสตร์ (p logically implies q)

เขียนแทนด้วย p ⇒ q ก็ตอ่เมืÉอประพจน์ p → q เป็นสจันิรันดร์
ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ŝ ให้ p และ q เป็นประพจน์ จะได้วา่ p ∧ (p → q) สรุป q ได้ในเชิงตรรกศาสตร์ แสดงได้โดย
ตารางคา่ความจริงตอ่ไปนี Ê

p q [p ∧ (p → q)] → q

T T T T T
T F F F T
F T F T T
F F F T T

ตารางทีÉ řŜ ตารางคา่ความจริงทีÉของประพจน์ p ∧ (p → q)

ดงันั Êน [p ∧ (p → q)] ⇒ q ซึÉงเรียกวา่ กฎอนุมาน (Rule of influrence) หมายความวา่ q เป็นผลเชิง
ตรรกศาสตร์จากข้อสมมติฐาน p และ p → q หรือกลา่วอีกนยัหนึÉงวา่ ข้อสมมติฐาน (Hypothesis) นําไปสู่
การสรุปผล q

ทฤษฎีบทในทางคณิตศาสตร์มกัอยู่ในรูปมีเหตุสรุปผล เมืÉอต้องการแสดงวา่ p → q เป็นจริงจงึเพียง
พอทีÉจะสมมติวา่ข้อสมมติฐาน p เป็นจริง และใช้กฎทางตรรศาสตร์ และกฎการอนมุานนําไปสู่ผลสรุป q

เป็นจริง เพราะหากกรณีทีÉ p เป็นเท็จไมว่า่ q จะมีคา่ความจริงอยา่งไร p → q จะเป็นจริงเสมอ
บทนิยาม Ś.Ŝ.Ş จะกลา่ว q วา่ อนุมาน (Deduce) ได้จาก p1, p2, p3, ..., pn ก็ตอ่เมืÉอการอ้างเหตผุล
p1, p2, p3, ..., pn ⊢ q สมเหตสุมผล ถ้ามีลําดบัของข้อความ

s1, s2, s3, ..., sk ลําดบัสดุท้าย sk คือ q

โดยแตล่ะลําดบั si, i = 1, 2, .., k ในลําดบันั Êนต้องมีสมบตัิอยา่งน้อยหนึÉงใน ś ข้อตอ่ไปนี Ê
(1) si เป็นเหตอุนัหนึÉง หรือข้อสมมติฐาน
(2) si เป็นสจันิรันดร์

(3) si เป็นข้อสรุปเชิงตรรกศาสตร์ (Logical consequence) ของข้อความมาก่อนลําดบันี Ê
เรียก s1, s2, s3, ..., sk วา่ การพสูิจน์ (Proof) ของ p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ...∧ pn ⇒ q เรียก p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ...∧ pn

วา่ สมมตฐิาน และ q วา่ บทสรุป

ทฤษฎีบท (Theorem) คือประพจน์ทีÉสามารถพิสจูน์ได้วา่เป็นจริงเสมอจากบทนิยามข้างต้น



śŜ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์
ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ş จงแสดงวา่ ∼ p อนมุานได้จาก p → q, ∼ q

การพสูิจน์
ข้อความทีÉพสูิจน์ เหตุผล
ř. ∼ q ข้อสมมติฐาน
Ś. p → q ข้อสมมติฐาน
ś. ∼ p จาก ř และ ś และ โมดสั โทเลนส์ (TřŚ)

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Š จงพิสจูน์วา่ [(p →∼ q) ∧ (∼ r ∨ q) ∧ r] ⇒∼ p

การพสูิจน์
ข้อความทีÉพสูิจน์ เหตุผล
ř. p →∼ q ข้อสมมติฐาน
Ś.∼ r ∨ q ข้อสมมติฐาน
ś. r ข้อสมมติฐาน
Ŝ. q จาก Ś และ ś และ ตรรกบทแบบคดัออก (TřŜ)
ŝ. ∼ p จาก ř และ Ŝ และ โมดสั โทเลนส์ (TřŚ)

การพิสจูน์ของ p ⇒ q ตามบทนิยาม Ś.Ŝ.Ş จะเรียกวา่ การพสูิจน์ตรง (Direct proof) แตอ่าจจะมีการ
พิสจูน์แบบอืÉน ๆ หนึÉงในนัÉนคือ การพสูิจน์อ้อม (Indirect proof) ซึÉงจะทําได้ดงัตอ่ไปนี Ê กําหนดให้ c แทน
ข้อความขดัแย้ง การอ้างเหตผุล p1, p2, p3, ..., pn ⊢ q จะสมเหตสุมผล โดยการพิสจูน์วา่ข้อความ

∼ (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pn → q) → c

มีคา่ความจริงเป็นจริง (กฎการพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง) นัÉนคือ

(p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pn∧ ∼ q) → c

มีคา่ความจริงเป็นจริง

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.š จงพิสจูน์วา่ p∨ ∼ q, q ⊢ p สมเหตสุมผล
การพสูิจน์ตรง

ข้อความทีÉพสูิจน์ เหตุผล
ř. p∨ ∼ q ข้อสมมติฐาน
Ś. q ข้อสมมติฐาน
ś. p จาก ř, Ś และ ตรรกบทแบบคดัออก (TřŜ)



Ś.ŝ. ตวับ่งปริมาณ śŝ

การพสูิจน์อ้อม
ข้อความทีÉพสูิจน์ เหตุผล
ř. p∨ ∼ q ข้อสมมติฐาน
Ś. q ข้อสมมติฐาน
ś. ∼ p ข้อสมมติฐาน (นิเสธของผลสรุปในการพิสจูน์อ้อม)
Ŝ. ∼ q จาก ř, ś และ ตรรกบทแบบคดัออก (TřŜ)
ŝ. q∧ ∼ q จาก Ś และ Ŝ (เกิดข้อขดัแย้ง)
Ş. p กฎการพิสจูน์โดยความขดัแย้งกนั

Ś.ŝ ตัวบ่งปริมาณ
บทนิยาม Ś.ŝ.ř ประโยคเปิด คือประโยคบอกเลา่หรือประโยคปฏิเสธทีÉ มีตวัแปร (Variable) และเมืÉอ
แทนทีÉตวัแปรด้วยสมาชิกในเอกภพสมัพทัธ์ (Universe) แล้วประโยคนั Êนจะเป็นประพจน์

นิยมใช้ p(x) แทนประโยคเปิด เพราะคา่ความจริงของ p(x) เปลีÉยนไปตามตวัแปร x ดงัตวัอยา่ง
ให้ p(x) แทนประโยคเปิด x > 2 เมืÉอ x ∈ {1, 2, 3, 4}

x p : x > 2 คา่ความจริง
1 1 > 2 F
2 2 > 2 F
3 3 > 2 T
4 4 > 2 T

ตารางทีÉ řŝ ตารางแสดงคา่ความจริงของประโยคเปิด x > 2 เมืÉอ x ∈ {1, 2, 3, 4}

จากตารางคือการแสดงคา่ความจริงของประโยคเปิด p(x) เปลีÉยนไปตามคา่ x ทีÉอยูใ่น {1, 2, 3, 4} ซึÉงเรียก
วา่เอกภพสมัพทัธ์ เขียนแทนด้วย U เมืÉอกลา่ววา่

" มี x ใน U ทีÉสอดคล้อง p(x) "
ประพจน์นี Êมีคา่ความจริงเป็นจริงเพราะวา่มี x = 3 ซึÉงทําให้ p(3) มีคา่ความจริงเป็นจริง เขียนแทนคําวา่
"มี" ด้วย ∃ ดงันั Êนเขียนประพจน์ดงักลา่วได้เป็น ∃x ∈ U , p(x) ในทํานองเดียวกนั ถ้ากลา่ววา่

" ทกุ ๆ x ใน U ทีÉสอดคล้อง p(x) "
ประพจน์นี Êจะมีคา่ความจริงเป็นเท็จเพราะวา่มี x = 1 ทีÉทําให้ p(1) มีคา่ความจริงเป็นเท็จ เขียนแทนคําวา่
"ทกุ ๆ " ด้วย ∀ ดงันั Êนเขียนประพจน์ดงักลา่วได้เป็น ∀x ∈ U , p(x) เรียกสญัลกัษณ์ ∃ และ ∀ วา่ ตัวบ่ง
ปริมาณ (Quantifier) และเรียกวิธีการนี Êวา่ วธีิบ่งปริมาณ (Quantification) ซึÉงมีได้ Ś แบบ ดงับทนิยาม
ตอ่ไปนี Ê



śŞ บททีÉ Ś. ตรรกศาสตร์
บทนิยาม Ś.ŝ.Ś ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) เป็นประพจน์

แบบทีÉ ř นําหน้า p(x) ด้วยตวับง่ปริมาณ

ทกุ x ใน U / สําหรับแตล่ะ x ใน U / ไมว่า่ x จะเป็นอะไรก็ตามใน U

สําหรับแตล่ะ x ใน U ซึÉงมีสมบตัิ p(x) เขียนแทนด้วย

∀x ∈ U [ p(x) ] หรือ ∀x [ p(x) ] หรือ ∀x ∈ U , p(x)

เรียก ∀ วา่ ตัวบ่งปริมาณทั Êงหมด (Universal quantifier)
แบบทีÉ Ś นําหน้า p(x) ด้วยตวับง่ปริมาณ

มี x ใน U ซึÉง / บาง x ใน U มีสมบตัิวา่

มีบาง x ใน U ซึÉงมีสมบตัิ p(x) เขียนแทนด้วย

∃x ∈ U [ p(x) ] หรือ ∃x [ p(x) ] หรือ ∃x ∈ U , p(x)

เรียก ∃ วา่ ตัวบ่งปริมาณมีอย่างน้อยหนึÉง (Existential quantifier) เรียกสั Êน ๆ วา่ มี
เพืÉอความสะดวกในการเขียนตรรศาสตร์สญัลกัษณ์ กําหนดให้
C แทนเซตของจํานวนเชิงซ้อน
R แทนเซตของจํานวนจริง
Q แทนเซตของจํานวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจํานวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจํานวนเตม็
N แทนเซตของจํานวนนบั

ตัวอย่าง Ś.ŝ.ś จงเขียนข้อความตอ่ไปนี Êในรูปสญัลกัษณ์พร้อมบอกเอกภพสมัพทัธ์ในแตล่ะข้อ
ř. มีจํานวนเตม็ x ซึÉง x2 = x คําตอบคือ ∃x ∈ Z, x2 = x

Ś. ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม จะได้วา่ x > 0 คําตอบคือ ∀x ∈ R, x > 0

ś. จํานวนจริงทกุจํานวนมีคา่เป็นลบเสมอ คําตอบคือ ∀x ∈ R, x < 0

Ŝ. มีจํานวนตรรกยะทีÉมีคา่เป็นลบ คําตอบคือ ∃x ∈ Q, x < 0

ŝ. จํานวนเตม็ทกุจํานวนเป็นจํานวนบวกหรือจํานวนลบ คําตอบคือ ∀x ∈ Z, x > 0 ∨ x < 0



Ś.ŝ. ตวับ่งปริมาณ śş

ตัวอย่าง Ś.ŝ.Ŝ จงเปลีÉยนสญัลกัษณ์ตอ่ไปนี Êในรูปข้อความ
ř. ∀n ∈ N, n > 1

คําตอบคือ ทกุจํานวนนบัมีคา่มากกวา่หนึÉง
Ś. ∃x ∈ Z, (x ̸= 1) → (x2 > 1)

คําตอบคือ มีจํานวนเตม็ x ถ้า x ̸= 1 แล้ว x2 > 1

ś. ∀x ∈ R+, (x < 1) ↔ (x2 < x)

คําตอบคือ ทกุจํานวนจริงบวก x สอดคล้อง x < 1 ก็ตอ่เมืÉอ x2 < x

บทนิยามตอ่ไปนี Êจะเป็นการนิยามคา่ความจริงของตวับง่ปริมาณ
บทนิยาม Ś.ŝ.ŝ ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) เป็นประพจน์

ข้อความ ∀x ∈ U , p(x) มีคา่ความจริงเป็นจริงก็ตอ่เมืÉอ

ไมว่า่ x จะเป็นอะไรก็ตามใน U p(x) มีคา่ความเป็นจริง นอกนั Êนข้อความนี Êเป็นเทจ็

ข้อความ ∃x ∈ U , p(x) มีคา่ความจริงเป็นจริงก็ตอ่เมืÉอ

มี x อยา่งน้อยหนึÉงตวัใน U ทําให้ p(x) มีคา่ความเป็นจริง นอกนั Êนข้อความนี Êเป็นเทจ็

ตัวอย่าง Ś.ŝ.Ş ให้ U = {1, 2, 3, 4} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาคา่ความจริงของแตล่ะข้อตอ่ไปนี Ê
ř. ∀x ∈ U , x > 0

วธีิทาํ

x ข้อความ x > 0 คา่ความจริง
1 1 > 0 T
2 2 > 0 T
3 3 > 0 T
4 4 > 0 T

ตารางทีÉ řŞ ตารางแสดงคา่ความจริงของข้อความ x > 0 เมืÉอ x ∈ {1, 2, 3, 4}

ดงันั Êนข้อความ ∀x ∈ U , x > 0 มีคา่ความจริงเป็นจริง
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Ś. ∃x ∈ U , x < 2

วธีิทาํ

x ข้อความ x < 2 คา่ความจริง
1 1 < 2 T
2 2 < 2 F
3 3 < 2 F
4 4 < 2 F

ตารางทีÉ řş ตารางแสดงคา่ความจริงของข้อความ x < 2 เมืÉอ x ∈ {1, 2, 3, 4}

ดงันั Êนข้อความ ∃x ∈ U , x < 2 มีคา่ความจริงเป็นจริง
ตัวอย่าง Ś.ŝ.ş ให้เอกภพสมัพทัธ์ U = {−2,−1, 0, 1, 2} พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี Ê

ř. ∀x ∈ U , (x2 = x) → (x > 0)

วธีิทาํ
x ข้อความ (x2 = x) → (x > 0) คา่ความจริง
−2 ((−2)2 = −2) → (−2 > 0) T
−1 ((−1)2 = −1) → (−1 > 0) T
0 (02 = 0) → (0 > 0) F
1 (12 = 1) → (1 > 0) T
2 (22 = 2) → (2 > 0) T

ตารางทีÉ řŠ ตารางแสดงคา่ความจริงของข้อความ (x2 = x) → (x > 0)

เมืÉอ x ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}

ดงันั Êนข้อความ ∀x ∈ U , (x2 = x) → (x > 0) มีคา่ความจริงเป็นเท็จ
Ś. [∀x ∈ U , x2 = x] → [∀x ∈ U , x > 0]

วธีิทาํ
x ข้อความ x2 = x คา่ความจริง ข้อความ x > 0 คา่ความจริง
−2 (−2)2 = −2 F −2 > 0 F
−1 (−1)2 = −1 F −1 > 0 F
0 02 = 0 T 0 > 0 F
1 12 = 1 T 1 > 0 T
2 22 = 2 F 2 > 0 T
ตารางทีÉ řš ตารางแสดงคา่ความจริงของข้อความ (x2 = x) → (x > 0)

เมืÉอ x ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}
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จะได้วา่ ∀x ∈ U , x2 = x มีคา่ความจริงเป็นเท็จ และ ∀x ∈ U , x > 0 มีคา่ความจริงเป็นเท็จ ทําให้
สรุปได้วา่ [∀x ∈ U , x2 = x] → [∀x ∈ U , x > 0] มีคา่ความจริงเป็นจริง

ตอ่ไปพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์
∃n ∈ N, n เป็นจํานวนเฉพาะ ∧ (n+ 2) เป็นจํานวนคู่

เห็นได้ชดัวา่ประพจน์นี Êมีคา่ความจริงเป็นจริงเมืÉอเลือก n = 2 เพราะ Ś เป็นจํานวนเฉพาะและ 2 + 2 = 4

เป็นจํานวนคู่ แตเ่มืÉอพิจารณาประพจน์
∀n ∈ Z, 2 หาร n(n+ 1) ลงตวั

เมืÉอแทนคา่จํานวนเตม็ n ดงัตารางตอ่ไปนี Ê
n n(n+ 1)

−2 Ś
−1 Ř
0 Ř
1 Ś
2 Ş

ตารางทีÉ ŚŘ ตารางแสดงคา่ของ n(n+ 1) เมืÉอ n = −2,−1, 0, 1, 2

อาจคาดการณ์ได้วา่ข้อความนี Êมีคา่ความจริงเป็นจริง ซึÉงการสรุปคําตอบดงักลา่วไม่เป็นทีÉยอมรับ เพราะ
เกิดจากการยกตวัอยา่งบางสว่นเทา่นั Êน แท้จริงแล้วต้องตรวจสอบทกุ n ทีÉเป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êนจําเป็น
ต้องมีวิธีการทีÉรัดกมุ นัÉนคือ การพสูิจน์ (proof) จะกลา่วในบทถดัไป

หลายครั Êงมกัจะพบประพจน์ทีÉซบัซ้อนมากขึ Êนเชน่ "มีจํานวนเตม็จํานวนหนึÉงซึÉงบวกกบัทกุจํานวนเตม็
แล้วเทา่กบัศนูย์" เขียนสญัลกัษณ์ได้เป็น

∃x ∈ Z∀y ∈ Z, x+ y = 0

ประพจน์ลกัษณะนี Êกลา่วได้วา่มีตวับง่ปริมาณ Ś ตวั
ตัวอย่าง Ś.ŝ.Š จงแปลงประพจน์ตอ่ไปนี Êในรูปสญัลกัษณ์

ř. ทกุจํานวนจริง x มีจํานวนจริง y ซึÉง x+ y = 0

คําตอบคือ ∀x ∈ R ∃y ∈ R, x+ y = 0

Ś. สําหรับจํานวนนบั n และ m จะได้วา่ n+m > 1

คําตอบคือ ∀n ∈ N ∀m ∈ N, n+m > 1

ś. มีจํานวนเตม็ x ซึÉง x = y + 1 ทกุ ๆ จํานวนเตม็ y

คําตอบคือ ∃x ∈ Z∀y ∈ Z, x = y + 1 จะเห็นวา่ข้อความนี Êมีตวับง่ปริมาณ "ทกุ ๆ จํานวนเตม็ y"
อยู่ท้ายประโยค สามารถแปลงเป็นประโยคสญัลกัษณ์ใหม่โดยย้ายไปตอ่ท้าย "มีจํานวนเตม็ x" ซึÉง
ทําให้ความหมายไม่เปลีÉยนแปลง แต่ไม่สามารถย้ายไปไว้ต้นประโยคเพราะความหมายอาจเปลีÉยน
ไปจากเดิม ดงัแสดงให้เห็นในตวัอยา่ง Ś.ŝ.š
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การตรวจสอบคา่ความจริงประพจน์ทีÉมีตวับง่ปริมาณ Ś ตวัขึ Êนไปคอ่นข้างซบัซ้อนถ้าเอกภพสมัพทัธ์
เป็นเซตทีÉมีขนาดใหญ่ จงึขอยกตวัอยา่งเอกภพสมัพทัธ์ทีÉมีสมาชิกไม่มากเพืÉอความเข้าใจดงัตวัอยา่งตอ่
ไปนี Ê
ตัวอย่าง Ś.ŝ.š ให้ U = {−1, 0, 1} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาข้อความ x + y = 0 โดยสร้างแผนภาพ
ต้นไม้ได้ดงันี Ê

x y x+ y = 0 คา่ความจริง

−1

−1 −1 + (−1) = 0 F
0 −1 + 0 = 0 F
1 −1 + 1 = 0 T

0

−1 0 + (−1) = 0 F
0 0 + 0 = 0 T
1 0 + 1 = 0 F

1

−1 1 + (−1) = 0 T
0 1 + 0 = 0 F
1 1 + 1 = 0 F

รูปทีÉ Š แผนภาพต้นไม้แสดงวา่คา่ความจริงข้อความ x+ y = 0 เมืÉอ U = {−1, 0, 1}

เมืÉอพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ ∀x ∈ U ∃y ∈ U , x + y = 0 ต้องตรวจสอบวา่แตล่ะ x จะมี y ทีÉ
ทําให้ x + y = 0 หรือไม่ ซึÉงจะเห็นได้วา่ ถ้า x = −1 เลือก y = 1 ถ้า x = 0 เลือก y = 0 และถ้า x = 1

เลือก y = −1 สอดคล้องเงืÉอนไขทั Êงหมดทําให้สรุปได้วา่ประพจน์นี Êมีคา่ความจริงเป็นจริง ถ้าผู้ เขียนสลบั
อนัดบัของตวับง่ปริมาณจะได้ประพจน์ ∃x ∈ U ∀y ∈ U , x + y = 0 ต้องตรวจสอบวา่ มี x ใน U หรือไม่
ทีÉทําให้ทกุ ๆ y สอดคล้องเงืÉอนไข x + y = 0 จากแผนภาพจะเห็นได้ชดัวา่ x ทั Êง ś กรณีไม่สอดคล้องกบั
y ทกุตวัทําให้ประพจน์นี Êเป็นเท็จ ดงันั Êนการเรียงลําดบัตวับง่ปริมาณจงึมีความสําคญัอยา่งยิÉงตอ่การสืÉอ
ความหมายของประพจน์ ถ้าเขียนสลบักนัก็จะทําให้ความหมายทีÉต้องการสืÉอคลาดเคลืÉอนไป

ตอ่มาจะกลา่วถงึการหานิเสธของประพจน์ทีÉมีตวับง่ปริมาณ เช่น "ไมมี่จํานวนเตม็ x ใดเลยทีÉสอดคล้อง
x2 + x+ 1 = 0" เขียนเป็นสญัลกัษณ์คือ

∼ ∃x ∈ Z, x2 + x+ 1 = 0

หมายถงึ "ทกุจํานวนเตม็ x จะสอดคล้อง x2 + x+ 1 ̸= 0" เขียนเป็นสญัลกัษณ์คือ
∀x ∈ Z, x2 + x+ 1 ̸= 0

สรุปได้ดงับทนิยามตอ่ไปนี Ê
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บทนิยาม Ś.ŝ.řŘ ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ของประพจน์ p(x) นิเสธของตวับง่ปริมาณนิยามโดย
นิเสธของ ∀x ∈ U , p(x) คือ ∼ ∀x ∈ U , p(x) ≡ ∃x ∈ U , ∼ p(x)

นิเสธของ ∃x ∈ U , p(x) คือ ∼ ∃x ∈ U , p(x) ≡ ∀x ∈ U , ∼ p(x)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.řř จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
ř. ∀x ∈ R , x = x+ 0

คําตอบคือ ∃x ∈ R, x ̸= x+ 0

Ś. ∀x ∈ Z∃y ∈ Z, xy > 0 → x+ y > 0

ใช้กฎ ∼ (p → q) ≡ p∧ ∼ q ช่วยในการหานิเสธ นัÉนคือ
∼ ∀x ∈ Z∃y ∈ Z, xy > 0 → x+ y > 0

≡ ∃x ∈ Z∀y ∈ Z, ∼ (xy > 0 → x+ y > 0)

≡ ∃x ∈ Z∀y ∈ Z, (xy > 0)∧ ∼ (x+ y > 0)

≡ ∃x ∈ Z∀y ∈ Z, (xy > 0) ∧ (x+ y ≤ 0)

คําตอบคือ ∃x ∈ Z∀y ∈ Z, (xy > 0) ∧ (x+ y ≤ 0)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.řŚ จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
ř. ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม ถ้า x > 0 แล้ว x2 > 0

เขียนเป็นประโยคสญัลกัษณ์คือ ∀x ∈ R, x > 0 → x2 > 0

นิเสธของประพจน์นี Êคือ ∃x ∈ R, (x > 0) ∧ (x2 ≤ 0)

หรือเขียนได้เป็น "มีจํานวนจริง x ซึÉง x > 0 และ x2 ≤ 0"
Ś. มีจํานวนเตม็ x และ y ซึÉง xy = 1

เขียนเป็นประโยคสญัลกัษณ์คือ ∃x ∈ Z ∃y ∈ Z, xy = 1

นิเสธของประพจน์นี Êคือ ∀x ∈ Z∀y ∈ Z, xy ̸= 1

หรือเขียนได้เป็น "ทกุ ๆ จํานวนเตม็ x และ y ซึÉง xy ̸= 1"
เพืÉอความกระชบัในการเขียนจะใช้ ∃x, y ∈ Z, xy = 1 แทน ∃x ∈ Z ∃y ∈ Z, xy = 1

และ ∀x, y ∈ Z, xy ̸= 1 แทน ∀x ∈ Z ∀y ∈ Z, xy ̸= 1

ตัวอย่าง Ś.ŝ.řś จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
ř. ∃x ∈ U , p(x) → q(x) นิเสธคือ ∀x ∈ U , p(x)∧ ∼ q(x)

Ś. ∀x ∈ U , p(x) ∨ q(x) นิเสธคือ ∃x ∈ U , ∼ p(x)∧ ∼ q(x)

ś. ∃x ∈ U ∀y ∈ U , ∼ p(x, y) → q(x, y) นิเสธคือ ∀x ∈ U ∃y ∈ U , ∼ p(x, y)∧ ∼ q(x, y)

Ŝ. ∀x ∈ U ∀y ∈ U , p(x, y) ↔ q(x, y) นิเสธคือ ∃x ∈ U ∃y ∈ U , ∼ p(x, y) ↔ q(x, y)

ŝ. ∃x ∈ U , p(x) → ∀x ∈ U , q(x) นิเสธคือ ∃x ∈ U , p(x) ∧ ∃x ∈ U , ∼ q(x)
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Ś.Ş การจัดการเรียนรู้เรืÉองตรรกศาสตร์
ในการจดัการเรียนเพืÉอทําให้เกิดทกัษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์กบัผู้ เรียน ในเรืÉองการให้เหตผุล

ทําให้พฒันาความคิดอยา่งเป็นระบบดงัทีÉกลา่วไว้ในหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขั Êนพื Êนฐาน พทุธศกัราช
Śŝŝř วา่ "การให้เหตุผล เป็นความสามารถในการให้เหตผุล รับฟังและให้เหตผุลสนบัสนนุ หรือโต้แย้ง
เพืÉอนําไปสู่การสรุป โดยมีข้อเท็จจริงทางคณิตศาสตร์รองรับ" จะเห็นได้วา่การให้เหตผุลนั Êนมีความสําคญั
อยา่งยิÉงตอ่การคิดวิเคราะห์เบื Êองต้นเกีÉยวกบัคณิตศาสตร์ อนัจะทําให้เข้าใจหลกัคิดขั Êนสงูตอ่ไปได้ จงึได้
บรรจุในหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขั Êนพื Êนฐาน พทุธศกัราช Śŝŝř โดยเนื Êอหาจะเน้นไปทีÉความรู้พื Êนฐาน
ทางตรรกศาสตร์และการอ้างเหตผุล ในการเรียนระดบัชั ÊนมธัยมศกึษาปีทีÉ Ŝ ทั ÊงสายทีÉ เน้นวิทยาศาสตร์
และไมเ่น้นวิทยาศาสตร์ ดงันี Ê
สาระทีÉ ř จํานวนและพีชคณิต
มาตรฐาน ค ř.ř เข้าใจความหลากหลายของการแสดงจํานวน ระบบจํานวน การดําเนินการของจํานวน
ผลทีÉเกิดขึ Êนจากการดําเนินการ สมบตัิของการดําเนินการ และนําไปใช้

ชั Êน ตวัชี Êวดั สาระการเรียนรู้แกนกลาง
ม.Ŝ ř. เข้าใจและใช้ความรู้เกีÉยวกบัเซตและตรรกศาสตร์ ตรรกศาสตร์เบื Êองต้น

ไมเ่น้น เบื Êองต้น ในการสืÉอสารและสืÉอความหมาย - ประพจน์และตวัเชืÉอม
วิทยาศาสตร์ ทางคณิตศาสตร์ (นิเสธ และ หรือ ถ้า...แล้ว... ก็ตอ่เมืÉอ)

ม.Ŝ Ś. เข้าใจและใช้ความรู้เกีÉยวกบัตรรกศาสตร์เบื Êองต้น ตรรกศาสตร์
เน้น ในการสืÉอสาร สืÉอความหมาย และอ้างเหตผุล - ประพจน์และตวัเชืÉอม

วิทยาศาสตร์ - ประโยคทีÉมีตวับง่ปริมาณ
- การอ้างเหตผุล

ตารางทีÉ Śř ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางเรืÉองตรรกศาสตร์

หมายเหตุ ระดบัชั Êน ม.Ŝ ไมเ่น้นวิทยาศาสตร์ ตวัชี ÊวดัมีเรืÉองเซตมาเกีÉยวข้องจะกลา่วถงึในบททีÉ Ŝ
ในการจดักิจกรรมการเรียนรู้เรืÉองตรรกศาสตร์ ผู้ สอนสามารถจดัให้ผู้ เรียนได้รู้จกัการกําหนดปัญหา

และได้ลงมือศกึษา สํารวจ เพืÉอเสาะแสวงหาความรู้ด้วยตนเอง โดยแนวทางการจดักิจกรรมการเรียนรู้
แบบ ŝE
ตัวอย่างการจัดกจิกรรมการเรียนรู้แบบ ŝE

เป็นตวัอยา่งการสอนสาระการเรียนรู้ "การหาคา่ความจริงของประพจน์ทีÉมีตวับง่ปริมาณสองตวั" โดย
ตรวจสอบคา่ความจริงทั Êง Ŝ รูปแบบคือ ∀x∀y, p(x, y), ∀x∃y, p(x, y), ∃x∀y, p(x, y) และ ∃x∃y, p(x, y)
เมืÉอกําหนดเอกภพสมัพทัธ์ทีÉมีสมาชิกไม่มากนกั และใช้ตารางแบบเติมจดุเพืÉอชว่ยให้เกิดมโนทศัน์ และ
ขยายไปสูก่รณีทัÉวไปได้ในทีÉสดุ ซึÉงทําได้ ŝ ขั Êนตอนดงันี Ê
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ř. ขั Êนสร้างความสนใจ
นําเข้าสูบ่ทเรียนโดยทบทวนการตรวจสอบคา่ความจริงของประพจน์ทีÉมีตวับง่ปริมาณเพียวตวัเดียว
แล้วตั ÊงคําถามทีÉอยูร่อบตวัเช่น นกัเรียนทราบหรือไมว่า่ประโยคทีÉครูพดูตอ่ไปนี Êเป็นจริงหรือเป็นเท็จ
ř. นกัเรียนชายทกุคนมีหนงัสือเรียนวิชาคณิตศาสตร์
Ś. นกัเรียนหญิงและนกัเรียนชายทกุคนใสแ่วน่ตา
ś. มีนกัเรียนหญิงและนกัเรียนชายใสแ่วน่ตา
ให้นกัเรียนแตล่ะคนปรึกษากนัเพืÉอหาวิธีตรวจสอบคา่ความจริงของประโยคดงักลา่ว ลําดบัตอ่ไป
จะนําเสนอกิจกรรมสร้างตารางจดุแสดงคา่ความจริงของประพจน์ทีÉมีตวับง่ปริมาณโดยมีหลกัดงันี Ê
กําหนดเอกภพสมัพทัธ์ U = {a, b, c} พิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ p(x, y) ถ้าคา่ความจริง
เป็นจริงใช้ • และคา่ความจริงเป็นเท็จใช้ ◦ เขียนลงตารางดงันี Ê

c p(a, c) p(b, c) p(c, c)

b p(a, b) p(b, b) p(c, b)

a p(a, a) p(b, a) p(c, a)

a b c

ตารางทีÉ ŚŚ คา่ความจริงของประพจน์ p(x, y)

เช่น U = {−1, 0, 1} และ p(x, y) แทนประพจน์ x+ y = 0 เขียนตารางได้ดงันี Ê

−1 ◦ ◦ •

0 ◦ • ◦

1 • ◦ ◦

−1 0 1

ตารางทีÉ Śś ตารางจดุของประพจน์ x+ y = 0

จะเรียกตารางนี Êวา่ ตารางจุด โดยให้แนวนอนเป็นคา่ x และแนวตั Êงเป็นคา่ y ตอ่ไปจะเตรียมโจทย์
โดยกําหนดเอกภพสมัพทัธ์และประพจน์ตา่ง ๆ นําบตัรคําถามไปแจกให้นกัเรียน เพืÉอให้สร้างตาราง
จดุและคาดเดาคา่ความจริงของประพจน์นั Êน ๆ ตวัอยา่งบตัรคําถาม

U = {1, 2, 3}

p(x, y) แทนประพจน์ x+ y > 2

∀x∀y, p(x, y) ∃x∃y, p(x, y) ∀x∃y, p(x, y) ∃x∀y, p(x, y)
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Ś. ขั Êนสํารวจค้นหา
ให้นกัเรียนจบักลุม่กลุม่ละ ŝ คนตามความสมคัรใจ แจกบตัรคําถามเพืÉอคาดเดาคา่ความจริงทั Êง Ŝ
รูปแบบใช้เวลา ŝ-řŘ นาที โดยครูผู้สอนจะคอยให้คําปรึกษาในขณะลงมือทํา

ś. ขั Êนอธิบายและลงข้อสรุป
ให้แตล่ะกลุม่สรุปคําตอบ และออกมาอภิปรายคําตอบทีÉได้ แล้วนกัเรียนในชั Êนสรุปความคิดรวบยอด
ของการพิจารณาตารางจดุ สรุปได้ดงันี Ê

ค่าความจริงเป็นจริง ค่าความจริงเป็นเทจ็
∀x∀y, p(x, y) มีจดุดําทกุจดุ มีจดุขาวอยา่งน้อย ř จดุ
∃x∃y, p(x, y) มีจดุดําอยา่งน้อย ř จดุ มีจดุขาวทกุจดุ
∀x∃y, p(x, y) มีอยา่งน้อยหนึÉงแถวทีÉมีจดุดําอยูท่ั Êงแถว ไมมี่แถวทีÉมีจดุดําทั Êงแถวทั Êงแถว
∃x∀y, p(x, y) มีจดุดําในทกุ ๆ แถว มีบางแถวเป็นจดุขาวทั Êงหมด

ตารางทีÉ ŚŜ สรุปคา่ความจริงของประพจน์ p(x, y) โดยใช้ตารางจดุ

ครูจะถามเชืÉอมโยงไปยงักรณีทัÉวไป โดยใช้ตวัอยา่งประกอบ
Ŝ. ขั Êนขยายความรู้

ครูแสดงโจทย์ทีÉมีเอกภพสมัพทัธ์ทีÉหลากหลาย และทัÉวไปมากขึ Êน ให้นกัเรียนช่วยกนัตอบตามข้อ
สรุปในขั ÊนทีÉ ś

ŝ. ขั Êนประเมิน
ให้นกัเรียนทําใบงานรายบคุคล

นอกจากวิธีการจดัการเรียนรู้แบบ ŝE แล้ว ยงัมีวิธีการจดัการเรียนรู้แบบ STAD คือรูปแบบการจดัการ
เรียนการสอนแบบร่วมมือกนัอีกรูปแบบหนึÉง ทีÉมีชืÉอเตม็วา่ Student Teams Achievement Divisions ซึÉง
กําหนดให้นกัเรียนทีÉมีความสามารถแตกตา่งกนั ทํางานร่วมกนัเป็นกลุม่ ๆ ละ Ŝ-ŝ คน ซึÉงประกอบด้วย
นกัเรียนทีÉเรียนเก่ง ř คน นกัเรียนทีÉเรียนปานกลาง Ś-ś คน และนกัเรียนทีÉเรียนออ่น ř คน ผู้อา่นสามารถ
นําไปปรับใช้ให้เข้ากบับริบทของชั Êนเรียนได้ตามความเหมาะสม
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สรุป
ในบททีÉ Ś ได้กลา่วถงึพื Êนฐานทางตรรกศาสตร์ซึÉงจะเป็นความรู้เบื Êองต้นในการนําไปใช้ในเขียนพิสจูน์

ด้วยวิธีตา่ง ๆ ในบทถดัไป โดยเริÉมต้นจากคําวา่ประพจน์ คือประโยคทีÉบอกคา่ความจริงได้วา่จริงหรือเท็จ
เพียงอยา่งเดียวเทา่นั Êน จากนั Êนกลา่วถงึตวัเชืÉอมของประพจน์ทีÉประกอบไปด้วย

ř. นิเสธ Ś. หรือ ś. และ Ŝ. ถ้า...แล้ว ŝ. ก็ตอ่เมืÉอ
ประพจน์ทีÉมีตวัเชืÉอมเหลา่นี Êเรียกวา่ประพจน์เชิงประกอบ ประพจน์ทีÉไมมี่ตวัเชืÉอมเรียกประพจน์เชิงเดีÉยว
ตอ่มาพิจารณาประพจน์ทีÉมีความหมายเดียวกนัเรียกวา่ประพจน์ทีÉสมมลูกนั และศกึษาประพจน์ทีÉมีคา่
ความจริงเป็นจริงทกุ ๆ กรณีซึÉงเรียกวา่สจันิรันดร์ รวมทั Êงการเรียนรู้กฎตา่ง ๆ ทีÉเกีÉยวข้อง ถดัไปกลา่วถงึการ
อ้างเหตผุลโดยพิจารณารูปแบบการให้เหตผุล พร้อมทั Êงวิธีการตรวจสอบความสมเหตุสมผล ถ้าข้อความ
นั Êนสมเหตุสมผลจะกลา่วได้วา่ ผลอนุมานได้จากเหตุตา่ง ๆ ทีÉกําหนดไว้ข้างต้น และเรียกกระบวนการ
การให้เหตผุลเหลา่นี Êวา่การพิสจูน์ ทําได้ Ś แบบคือ การพิสจูน์ตรง ทําได้โดยใช้บทนิยาม Ś.Ŝ.Ş และการ
พิสจูน์อ้อม โดยอาศยัสจันิรันดร์ TŚŚ เรียกอีกชืÉอวา่กฎการพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง ซึÉงจะนําไปใช้เป็นแนวทาง
ในการเรียนวิธีการพิสจูน์ในบททีÉ ś ตอ่ไป จากนั Êนก็กลา่วถงึตวับง่ปริมาณทางตรรกศาสตร์ประกอบด้วย
Ś ตวัคือ ตวับง่ปริมาณทั Êงหมด และตวับง่ปริมาณมีอยา่งน้อยหนึÉง แล้วศกึษาการแปลงประโยคภาษาให้
เป็นประโยคสญัลกัษณ์ซึÉงเป็นหวัใจความสําคญัในการวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์ ถดัไปการหาคา่ความ
จริงของประพจน์ทีÉ มีตวับง่ปริมาณตวัเดียวและมากกวา่หนึÉงตวั ถ้าเอกภพสมัพทัธ์มีสมาชิกไม่มากนกั
สามารถตรวจได้โดยงา่ยโดยใช้แผนภาพต้นไม้หรือแจกแจงกรณีโดยใช้ตาราง ความสมมลูของประพจน์
ทีÉมีตวับง่ปริมาณอาศยัความรู้เกีÉยวกบัสมมลูของประพจน์ทีÉไมมี่ตวับง่ปริมาณมาชว่ยในการพิจารณา โดย
มีข้อควรระวงัคือ เมืÉอมีตวับง่ปริมาณ Ś ตวัขึ ÊนไปทีÉตา่งกนั การสลบัลําดบัตวับง่ปริมาณจะมีความหมาย
ไม่เหมือนเดิม และการหานิเสธของตวับง่ปริมาณ นิเสธของตวับง่ปริมาณทั Êงหมดจะเป็นตวับง่ปริมาณ
มีอยา่งน้อยหนึÉง และนิเสธของตวับง่ปริมาณมีอยา่งน้อยหนึÉงเป็นตวับง่ปริมาณทั Êงหมด สดุท้ายจะกลา่ว
ถงึตวัอยา่งแนวทางการจดัเรียนการสอนเรืÉองตรรกศาสตร์โดยใช้แนวทางการจดักิจกรรมการเรียนรู้แบบ
ŝE ของสถาบนัสง่เสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท. ŚŝŜŞ) ทําให้เห็นการนําความรู้เรืÉอง
ตรรกศาสตร์ไปใช้สอนในระดบัมธัยม
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คาํถามท้ายบท
ř. พิจารณาประโยคตอ่ไปนี Êวา่เป็น ประพจน์ หรือ ประโยคเปิด หรือไมเ่ป็นทั Êงสองอยา่ง

ř.ř ห้ามเดินลดัสนาม
ř.Ś ปีปัจจบุนัเป็นปีระกา
ř.ś นา่นเป็นจงัหวดัในภาคใต้

ř.Ŝ มีจํานวนนบัทีÉน้อยกวา่ 1

ř.ŝ ใครเป็นคนนดัพวกเราทีÉสยามพารากอน
ř.Ş รถไฟมีสองหวั

Ś. จงหาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
Ś.ř ถ้า 20 = 02 แล้ว 2 = 0

Ś.Ś ปมู้าไมมี่ขาก็ตอ่เมืÉอลงิไมมี่หู
Ś.ś จํานวนนบัเป็นจํานวนเตม็หรือตรรกยะ

Ś.Ŝ ถ้า 2 ̸= 9 แล้ว นกขมิ Êนบินไมไ่ด้
Ś.ŝ ถ้าช้างเป็นสตัว์ปีกแล้วช้างเป็นตัËกแตน
Ś.Ş กระตา่ยไมมี่ฟัน ก็ตอ่เมืÉอ 1 > 2

ś. จงสร้างตารางคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
ś.ř (p →∼ q) ∨ (q → p)

ś.Ś p ∧ (∼ q → r) ↔ (r ∨ q)

ś.ś ∼ [∼ p ∧ (q →∼ r)] → (p∧ ∼ r)

ś.Ŝ ∼ p ∧ (q ∨ r) → (p → r ∧ s)

Ŝ. ประพจน์ p, q, r, s มีคา่ความจริงเป็น T, F, F, T ตามลําดบั จงหาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
Ŝ.ř p → (q ∨ ∼ (p ∧ r))

Ŝ.Ś ∼ [(p ↔∼ q) ∧ (q →∼ r)] →∼ s

Ŝ.ś ∼ (r∧ ∼ s) ↔ (p∨ ∼ q)

Ŝ.Ŝ [(∼ p∨ (∼ p → (q∧r)∨s) → p)∧r] ↔ p

ŝ. กําหนดให้ p, q, r เป็นประพจน์ใด จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนี Êสมมลูกนัหรือไม่ โดยใช้ตารางคา่
ความจริง
ŝ.ř q และ ∼ p ∨ (p ∧ q)

ŝ.Ś ∼ p → q และ ∼ q → p

ŝ.ś (p ∨ r) → q และ p → (q ∨ r)

ŝ.Ŝ p ↔ (q ∨ r) และ (p ∨ r) ↔ q

Ş. ให้ p, q, r เป็นประพจน์ใด ๆ จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนี Êสมมลูกนัหรือไม่ ถ้าสมมลูกนัจงแสดง
โดยใช้ทฤษฎีบท ถ้าไมส่มมลูจงยกตวัอยา่งค้าน
Ş.ř ∼ (p →∼ q) และ p ∧ (p → q)

Ş.Ś p → (q ↔ r) และ (p → q) ↔ r

Ş.ś p ∧ (q ∨ r) และ (p ∧ q) ∨ r

Ş.Ŝ p ↔∼ q และ ∼ p ↔ q

Ş.ŝ p → (q ∨ r) และ ∼ (∼ r → q) →∼ p

Ş.Ş ∼ (p∧ ∼ q) และ ∼ q →∼ p

Ş.ş ∼ p → q และ (∼ p → q) ∧ (q →∼ p)

Ş.Š p → (q → r) และ (p → q) → r

ş. จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี Ê
ş.ř รองเท้าเป็นเครืÉองแตง่กายชนิดหนึÉง
ş.Ś ถ้าแดงไปโรงเรียน แล้วดําจะไมทํ่าการบ้าน
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ş.ś 2 > 4 และ 3 = 5

ş.Ŝ x+ 1 = 3 หรือ π เป็นจํานวนตรรกยะ
ş.ŝ ถ้า 2 เป็นจํานวนคีÉ แล้ว 1 เป็นจํานวนเฉพาะ
ş.Ş 5 เป็นจํานวนเตม็บวก ก็ตอ่เมืÉอ e เป็นจํานวนอตรรกยะ
ş.ş ab = 0 ก็ตอ่เมืÉอ a = 0 หรือ b = 0

ş.Š ถ้า xy > 0 แล้ว (x > 0 และ y > 0 ) หรือ (x < 0 และ y < 0 )
ş.š x+ y = 0 ก็ตอ่เมืÉอ x = −y หรือ y = −x

ş.řŘ ถ้า 2 หาร x ลงตวั หรือ 3 หาร x ลงตวั แล้ว 6 หาร x ลงตวั
Š. จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนี Êเป็นสจันิรันดร์หรือไม่ โดยใช้ตารางคา่ความจริง

Š.ř (p ∨ q)∨ ∼ (p ∧ q)

Š.Ś (p →∼ q) → (p ∧ q)

Š.ś ∼ p → (p ∨ q)

Š.Ŝ ∼ (p ∧ q) →∼ p∧ ∼ q

Š.ŝ (∼ p →∼ q) ∨ (p ↔ q)

Š.Ş (∼ p → q) ↔∼ (p ∨ q)

š. จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนี Êเป็นสจันิรันดร์หรือไม่ โดยใช้ทฤษฎีบท
š.ř (p → q) ↔∼ (p ∧ q)

š.Ś (p ↔ q) ↔ (∼ p → q)

š.ś ∼ (p →∼ q) ↔ (p ∧ q)

š.Ŝ (p ∨ q) ↔ (p ∧ q)

š.ŝ (p →∼ q) ↔∼ (p ∧ q)

š.Ş [p → (q → r)] ↔ (p → r)

š.ş (p ↔ q) ↔ [(p ∧ q) ∨ (∼ p∧ ∼ q)]

š.Š [∼ p ∨ (r → s)] ↔ [(r ∨ s) → p]

š.š [p → (r → s)] ↔ [(∼ r ∧ s) → p]

š.řŘ [(p ∧ q) → r] ↔ [∼ r → (∼ p∨ ∼ q)]

řŘ. จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนี Êเป็นสจันิรันดร์หรือไม่ โดยใช้วิธีขดัแย้ง
řŘ.ř ∼ (p → q) →∼ q

řŘ.Ś [p → (q → p)] → p

řŘ.ś ∼ p ∧ q → p

řŘ.Ŝ (p ∧ q) → (p ∨ q)

řŘ.ŝ (p → q) ∧ (p → r) → (p → q ∨ r)

řŘ.Ş (p → r) ∨ (q → r) → (p ∨ q → r)

řŘ.ş (p ∧ q)∨ ∼ (p ∨ q)

řŘ.Š ((p → q) → r) → (p → (q → r))

řŘ.š ∼ (p → q) → (∼ p ↔ q)

řŘ.řŘ ∼ [p ∨ (∼ p ∧ q)] → (∼ p∧ ∼ q)

řŘ.řř (p → q) → (q → p)

řŘ.řŚ (p → r) → [(p → q) ∧ (q → r)]

řř. จงพิจารณาวา่การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี Êสมเหตสุมผลหรือไม่
řř.ř ∼ p ∨ q, ∼ p → q ⊢ q

řř.Ś p∧ ∼ q, q →∼ r, r ∧ p ⊢ q → p

řř.ś ∼ p → q, q → p ⊢ ∼ q

řř.Ŝ p → (p → r), ∼ q →∼ p, p ⊢ r
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řŚ. จงพิจารณาวา่การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี Êสมเหตสุมผลหรือไมโ่ดยใช้วิธีขดัแย้ง
řŚ.ř เหตุ ř. ∼ p

Ś. ∼ (p ∧ q) → r

ผล r

řŚ.Ś เหตุ ř. q → (r∨ ∼ s)

Ś. s

ś. s → q

ผล r ∧ s

řŚ.ś เหตุ ř. ∼ t →∼ r

Ś. ∼ s

ś. t → w

Ŝ. r ∨ s

ผล w

řŚ.Ŝ เหตุ ř. ถ้าฝนตกแล้วนํ Êาจะทว่ม
Ś. นํ Êาทว่ม

ผล ฝนตก

řŚ.ŝ เหตุ ř. ∼ (p → q)

Ś. ∼ q → r

ผล r ∧ p

řŚ.Ş เหตุ ř. p → (∼ q ∨ r)

Ś. q → p

ś. ∼ p

ผล r

řŚ.ş เหตุ ř. p → (q ∧ r)

Ś. q →∼ r

ś. p → r

Ŝ. q

ผล ∼ p

řŚ.Š เหตุ ř. ถ้าฝนตกแล้วนํ Êาจะทว่ม
Ś. ฝนตก

ผล นํ Êาทว่ม

řś. จงพิสจูน์การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี Ê
řś.ř p, ∼ q∨ ∼ p, ∼ q → (r∨ ∼ s) ⊢ s → r

řś.Ś s → t, p → (q → r), (s∧ ∼ t) ∨ p ⊢ r∨ ∼ q

řŜ. จงพิสจูน์การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี Êสมเหตสุมผลโดยใช้วิธีการพิสจูน์อ้อม (indirect proof)
řŜ.ř p →∼ q, ∼ q → r, p ⊢ r řŜ.Ś p, ∼ q →∼ p, q → (r ∨ s) ⊢ ∼ r → s

řŝ. จงเขียนข้อความตอ่ไปนี Êในรูปสญัลกัษณ์พร้อมบอกเอกภพสมัพทัธ์ในแตล่ะข้อ
řŝ.ř มีจํานวนเตม็ x ซึÉง |x| = x

řŝ.Ś ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตามจะได้ x2 > 0

řŝ.ś จํานวนนบัทกุจํานวนมีคา่มากกวา่ 1

řŝ.Ŝ ไมมี่จํานวนตรรกยะใดเลยทีÉเป็นจํานวนบวก
řŝ.ŝ มีจํานวนจริง x และ y ซึÉง x+ y > 0

řŝ.Ş มีจํานวนเตม็ m ซึÉง m > n ทกุ ๆ จํานวนเตม็ n

řŞ. ให้A = {−1, 0, 1}, B = {−2,−1, 0, 1, 2} และ C = {1, 2, 3, 4} พิจารณาคา่ความจริงของข้อความ
ตอ่ไปนี Ê



Ś.Ş. การจดัการเรียนรู้เรืÉองตรรกศาสตร์ Ŝš
řŞ.ř ∀x ∈ A [x+ 1 ≥ x ]

řŞ.Ś ∃x ∈ C [x(x+ 1) = x ]

řŞ.ś ∀x ∈ B [ x > 0 → x2 > x ]

řŞ.Ŝ ∀x ∈ A∀y ∈ A [ x ̸= y → x > y ]

řŞ.ŝ ∀x ∈ B ∃y ∈ B [xy = 1 ]

řŞ.Ş ∃x ∈ C ∃y ∈ C [x+ y < xy ]

řş. ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นจํานวนจริง จงหานิเสธของข้อความตอ่ไปนี Ê
řş.ř ∀x [

√
x ≥ 0 ]

řş.Ś ∀x [ x = 1 → |x| > 2 ]

řş.ś ∃x [ (x < 3) ∧ (x > 3) ]

řş.Ŝ ∀x ∀y [xy > 0 → x
y
> 0 ]

řş.ŝ ∃x ∀y [x = y ↔ x2 = y2 ]

řş.Ş ∃x ∃y [ (xy = 10 ∧ x > 5) → y > 2 ]

řŠ. ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นจํานวนจริง จงหานิเสธของข้อความตอ่ไปนี Ê
řŠ.ř ไมมี่จํานวนจริงใดเลยทีÉมากกวา่ศนูย์
řŠ.Ś มีจํานวนจริง x ซึÉง x+ y = y สําหรับทกุ ๆ จํานวนจริง y
řŠ.ś ทกุ ๆ จํานวนเตม็ m,n ถ้า m+ n = mn แล้ว nm = 1
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แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ś
หวัข้อเนื Êอหาประจาํบท
ř. การพิสจูน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข
Ś. การพิสจูน์ข้อความแบบแจกแจงกรณี
ś. การพิสจูน์ข้อความแบบผนักลบัได้
Ŝ. การพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง
ŝ. การพิสจูน์ข้อความทีÉเป็นไปได้อยา่งเดียว
Ş. การพิสจูน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

วัตถุประสงค์เชิงพฤตกิรรม

ř. สามารถเขียนบทพิสจูน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข
Ś. สามารถเขียนบทพิสจูน์โดยวิธีแจกแจงกรณี
ś. สามารถเขียนบทพิสจูน์ข้อความแบบผนักลบัได้
Ŝ. สามารถเขียนบทพิสจูน์ข้อความโดยวิธีขดัแย้ง
ŝ. สามารถเขียนบทพิสจูน์ข้อความทีÉเป็นไปได้อยา่งเดียว
Ş. สามารถเขียนบทพิสจูน์ข้อความโดยวิธีอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใช้สืÉอทางอินเตอร์เน็ต และให้แตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยให้หวัข้อเป็นกลุม่และมานําเสนอหน้าชั Êน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใช้สืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ให้ผู้ เรียนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตํารา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัข้อทีÉได้รับมอบหมาย
Ś.Ŝ ให้ผู้ เรียนทําแบบฝึกหดั ทดสอบความเข้าใจในเนื Êอหา
Ś.ŝ มอบหมายให้ทํา assignment เพืÉอสง่ท้ายคาบ

สืÉอการเรียนการสอน
ř. ชดุการสอน เรืÉอง "ตรรกศาสตร์"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "ตรรกศาสตร์"
ś. หนงัสือ ตํารา เอกสารทีÉเกีÉยวข้อง



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคําถามและตั Êงคําถามของผู้ เรียนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทําแบบฝึกหดัระหวา่งเรียนตามเนื ÊอหาทีÉได้รับมอบหมาย
ś. ตรวจ assignment บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทําการบ้าน บนัทกึลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ ś
ระเบยีบวธีิการพสูิจน์

ในทางคณิตศาสตร์นั Êนจะสร้างโลกของตวัเองขึ ÊนมาโดยสมมติสิÉงทีÉเรียกวา่ "อนิยาม" ขึ Êนมาจากนั Êนให้
คําจํากดัความของสิÉงเหลา่นั Êนเรียกวา่ "นิยาม" และเพิÉมเติมด้วยข้อความจํานวนหนึÉงซึÉงถือวา่จริงในโลก
โดยไม่ต้องพิสจูน์เรียกวา่ "สจัพจน์" และใช้เครืÉองมือตา่ง ๆ เหลา่นี ÊเพืÉอ คาดการณ์ข้อความทีÉคิดวา่จะเป็น
จริงภายใต้เงืÉอนไขทีÉกําหนดเรียกวา่ "ข้อความคาดการณ์" การตรวจสอบวา่ข้อความคาดการณ์นั Êนเป็นจริง
หรือไม่ ต้องใช้วิธีการพิสจูน์ทีÉยอมรับตามหลกัตรรกศาสตร์ ขั Êนตอนสําคญัในการค้นพบความจริงเหลา่นั Êน
คือการ "พิสจูน์" หรือ "อ้างเหตผุล" เมืÉอได้รับการพิสจูน์ข้อความคาดการณ์จะเปลีÉยนเป็น "ทฤษฎี" ในทีÉสดุ
การพิสจูน์จงึเป็นเรืÉองจําเป็นและสําคญัยิÉงสําหรับคณิตศาสตร์ เพราะเป็นสิÉงทีÉทําให้เรายืนยนัความเป็น
จริงตา่ง ๆ ในคณิตศาสตร์ได้ ข้อความทีÉเราสงสยัวา่เป็นจริงหรือไม่ เมืÉอได้รับการพิสจูน์แล้วเราจะสามารถ
ยอมรับในความจริงของข้อความนั Êนตลอดไป เพราะเราใช้กระบวนการคิดทีÉอาศยัหลกัตรรกศาสตร์ซึÉงมี
ความแนน่อนชดัเจน ไมแ่ปรผนัไปตามกาลเวลาหรือสภาพแวดล้อม (พิมพ์เพ็ญ เวชชาชีวะ. ŚŝŞŘ. คํานํา)

การพิสจูน์ในหนงัสือหรือตําราแตล่ะเลม่อาจใช้ชืÉอวิธีหรือจํานวนวิธีแตกตา่งกนัขึ Êนอยูก่บัผู้ เขียน สําหรับ
ตําราเลม่นี Êผู้ เขียนจะมีการนําเสนอวิธีการพิสจูน์ไว้ทั Êงหมด Ş วิธี ประกอบไปด้วย

ř. การพิสจูน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข

Ś. การพิสจูน์โดยการแจกแจงกรณี

ś. การพิสจูน์ข้อความแบบผนักลบัได้

Ŝ. การพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง

ŝ. การพิสจูน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อยา่งเดียว

Ş. การพิสจูน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์



ŝŜ บททีÉ ś. ระเบียบวิธีการพิสูจน์

ś.ř การพสูิจน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข
การพิสจูน์ข้อความทีÉอยู่ในรูปแบบ p → q เรียกวา่ การพสูิจน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข (Proof of

conditional statements) ต้องการแสดงวา่ p → q เป็นจริง เนืÉองจาก p → q เป็นเท็จเพียงกรณีเดียวคือ p

เป็นจริง และ q เป็นเท็จ ดงันั Êนต้องแสดงให้ได้วา่ไม่เกิดกรณีดงักลา่ว นัÉนคือเมืÉอไรก็ตามทีÉ p เป็นจริง ต้อง
แสดงให้ได้วา่ q เป็นจริงด้วย เขียนเป็นโครงการพิสจูน์ได้ดงันี Ê

สมมติ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน q เป็นจริง (ข้อสรุป) �

จะเรียกวิธี นี Êวา่การพสูิจน์แบบตรง (Direct proof) นิยมใช้เครืÉองหมาย � วางไว้บรรทดัสดุท้ายเพืÉอ
บอกวา่จบการพิสจูน์ ในสว่นทีÉเว้นวา่งไว้นั Êนคือสว่นทีÉจะเติมรายละเอียดให้สมบรูณ์อาจจะได้จากนิยาม
ทฤษฎีบททีÉพิสจูน์มาก่อนหน้า หรือสจัพจน์ เพืÉอให้นําไปสู่ข้อสรุปอยา่งเป็นเหตุเป็นผลกนั เพืÉอใช้ในการ
พิสจูน์ในตวัอยา่งตอ่ไปจากนี Êจะนิยาม
บทนิยาม ś.ř.ř เรียกจํานวนเตม็ a ทีÉไมใ่ชศ่นูย์วา่หารจํานวนเตม็ b ลงตวั เขียนแทนด้วย a | b

ถ้ามีจํานวนเตม็ k ซึÉง b = ak

และเรียก a วา่ตัวหาร (Divisor) หรือตัวประกอบ (Factor) ของ b ถ้า a หาร b ไมล่งตวัเขียนแทนด้วย a - b

บทนิยาม ś.ř.Ś จาํนวนคู่ (Even number) คือจํานวนเตม็ทีÉหารด้วย 2 ลงตวั หรือกลา่วได้วา่
ถ้า a เป็นจํานวนคู่ แล้ว 2 | a หรือมีจํานวนเตม็ k ซึÉง a = 2k

และจํานวนเตม็ a ทีÉมีจํานวนเตม็ k ซึÉง a = 2k + 1 เรียกวา่ จาํนวนคีÉ (Odd number)
ตัวอย่าง ś.ř.ś จงพิสจูน์วา่ " ถ้า n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n2 เป็นจํานวนคู่ "
แนวคดิ ข้อความดงักลา่วมีความหมายวา่ "ทกุ ๆ จํานวนเตม็ n ถ้า n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n2 เป็นจํานวนคู"่
เขียนเป็นสญัลกัษณ์ได้ดงันี Ê

∀n ∈ Z, n เป็นจํานวนคู่ → n2 เป็นจํานวนคู่
ต้องพิสจูน์ข้อความดงักลา่วเป็นจริงไมว่า่จํานวนเตม็ n ใด ๆ เริÉมเขียนบรรทดัแรกด้วย "ให้ n เป็นจํานวนเตม็
ใด ๆ" และมีโครงการพิสจูน์ดงันี Ê

สมมติ n เป็นจํานวนคู่
...

ดงันั Êน n2 เป็นจํานวนคู่ �

เขียนบทพิสจูน์ให้สมบรูณ์ได้ดงันี Ê



ś.ř. การพิสูจน์ขอ้ความแบบมีเงืÉอนไข ŝŝ
บทพสูิจน์. ให้ n เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ สมมติวา่ n เป็นจํานวนคู่ โดยบทนิยาม ś.ř.Ś จะได้วา่มีจํานวนเตม็
k ซึÉง n = 2k แล้วจะได้วา่

n2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2)

ให้ p = 2k2 เนืÉองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน p เป็นจํานวนเตม็ นั Êนคือมีจํานวนเตม็ p ซึÉงทําให้ n2 = 2p

โดยบทนิยาม ś.ř.Ś สรุปได้วา่ n2 เป็นจํานวนคู่
ตัวอย่าง ś.ř.Ŝ จงพิสจูน์วา่ " ถ้า m และ n เป็นจํานวนคู่ แล้ว m+ n เป็นจํานวนคู่ "
แนวคดิ เขียนข้อความในรูปสญัลกัษณ์คือ ∀n,m ∈ Z, n และm เป็นจํานวนคู่ → n+m เป็นจํานวนคู่
บทพสูิจน์. ให้ n และm เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ สมมติวา่ n และm เป็นจํานวนคู่ โดยบทนิยาม ś.ř.Ś จะได้
วา่มีจํานวนเตม็ k และ p ซึÉง n = 2k และ m = 2p แล้ว

n+m = 2k + 2p = 2(k + p)

ให้ c = k + p เนืÉองจาก k, p เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน c เป็นจํานวนเตม็ นั Êนคือมีจํานวนเตม็ c ซึÉงทําให้
n+m = 2c

จากบทนิยาม ś.ř.Ś สรุปได้วา่ n+m เป็นจํานวนคู่

ประโยคทีÉวา่ "โดยบทนิยาม" ในการเขียนพิสจูน์จะละไว้ โดยผู้อา่นต้องเข้าใจได้วา่มาจากบทนิยามของ
คํา ๆ นั Êน และไมเ่ขียนประโยคสญัลกัษณ์ของประพจน์ทีÉต้องการพิสจูน์ เพืÉอความสวยงามและกระชบัมาก
ขึ Êนในการเขียนบทพิสจูน์ (ทําได้เมืÉอผู้ เขียนเข้าในหลกัการอยา่งถกูต้องแล้ว)

ตัวอย่าง ś.ř.ŝ จงพิสจูน์วา่ "สําหรับจํานวนเตม็ a, b และ c ซึÉง a ̸= 0 ถ้า a | b และ a | c แล้ว a | (2b+3c)"

บทพสูิจน์. ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็ ซึÉง a ̸= 0 สมมติวา่ a | b และ a | c จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k และ
p ซึÉง b = ka และ c = pa แล้ว

2b+ 3c = 2(ka) + 3(pa) = a(2k + 3p)

ให้ x = 2k + 3p เนืÉองจาก k, p เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน x เป็นจํานวนเตม็ นั Êนคือมีจํานวนเตม็ x ซึÉงทําให้
2b+ 3c = ax สรุปได้วา่ a | (2b+ 3c)

ตัวอย่าง ś.ř.Ş จงพิสจูน์วา่ "ถ้า n2 เป็นจํานวนคู่ แล้ว n เป็นจํานวนคู"่
แนวคดิ มีโครงการพิสจูน์ดงันี Ê

สมมติ n2 เป็นจํานวนคู่
...

ดงันั Êน n เป็นจํานวนคู่ �



ŝŞ บททีÉ ś. ระเบียบวิธีการพิสูจน์

ตอ่มาเติมสว่นตา่ง ๆ ได้ดงันี Ê
ให้ n เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ สมมติวา่ n2 เป็นจํานวนคู่ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซึÉง n2 = 2k

...
มีจํานวนเตม็ p ซึÉงทําให้ n = 2p ดงันั Êน n เป็นจํานวนคู่

จากชอ่งวา่งทีÉเว้นไว้คือสว่นทีÉต้องเติมให้ครบโดยจากข้อความทีÉ n2 = 2k พยายามหา p ทีÉทําให้ได้
n = 2p ซึÉงโดยปกติผู้อา่นคงนกึถงึ n ในรูปแบบ n =

√
2k แตจํ่านวน n ทีÉได้อาจจะไม่เป็นจํานวนเตม็และ

เชืÉอมโยงไปหา p ไม่ได้ ดงันั Êนการพิสจูน์แบบตรงนี Êทําไม่ได้ แต่ทําได้โดยใช้กฎแย้งสลบัทีÉซึÉงมีความหมาย
เดียวกบัข้อความทีÉต้องการจะพิสจูน์คือ p → q ≡∼ q →∼ p ดงันั Êนจะทําการพิสจูน์

∀n ∈ Z, n เป็นจํานวนคีÉ → n2 เป็นจํานวนคีÉ
บทพสูิจน์. ให้ n เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ สมมติวา่ n เป็นจํานวนคีÉ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซึÉง n = 2k + 1

แล้ว
n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

ให้ p = 2k2 + 2k เนืÉองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน p เป็นจํานวนเตม็ นัÉนคือมีจํานวนเตม็ p ซึÉงทําให้
n2 = 2p+ 1 สรุปได้วา่ n2 เป็นจํานวนคีÉ

การพิสจูน์ p → q ในตวัอยา่ง ś.ř.Ş เรียกวา่ การพสูิจน์โดยวธีิการแย้งสลับทีÉ (Contrapositive
proof) มีโครงการพิสจูน์ดงันี Ê

สมมติ ∼ q เป็นจริง
...

ดงันั Êน ∼ p เป็นจริง �

อนึÉงในกรณีทีÉพยายามใช้ทั Êง Ś วิธีแล้วแต่ยงัไม่สามารถพิสจูน์ได้ยงัมีอีกหนึÉงวิธีคือ การพสูิจน์โดย
วธีิขัดแย้ง (Proof by contradiction) ซึÉงจะกลา่วในหวัข้อ ś.Ŝ ดงันั Êนสรุปการพิสจูน์ข้อความในรูปแบบ
p → q ได้ ś วิธีคือ

ř. การพิสจูน์แบบตรง
Ś. การพิสจูน์โดยวิธีการแย้งสลบัทีÉ
ś. การพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง
การพิสจูน์ข้อความ p → (q ∨ r) เนืÉองจาก p → (q ∨ r) ≡ p → (∼ q → r) ดงันั Êน

สมมติ p และ ∼ q เป็นจริง
...

ดงันั Êน r เป็นจริง



ś.ř. การพิสูจน์ขอ้ความแบบมีเงืÉอนไข ŝş

ตัวอย่าง ś.ř.ş จงพิสจูน์วา่ " ถ้า m+ n เป็นจํานวนคีÉ แล้ว m เป็นจํานวนคีÉ หรือ n เป็นจํานวนคีÉ "
แนวคดิ เขียนข้อความในรูปสญัลกัษณ์คือ

∀m,n ∈ Z, m+ n เป็นจํานวนคีÉ → (m เป็นจํานวนคีÉ ∨ n เป็นจํานวนคีÉ )

บทพสูิจน์. ให้ m และ n เป็นจํานวนเตม็ สมมติวา่ n+m เป็นจํานวนคีÉ และ m ไมเ่ป็นจํานวนคีÉ (จํานวน
คู)่ โดยบทนิยาม ś.ř.Ś จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k และ p ซึÉง n+m = 2k + 1 และ m = 2p แล้ว

m+ n = 2k + 1

2p+ n = 2k + 1

n = 2k − 2p+ 1 = 2(k − p) + 1

ให้ d = k − p เนืÉองจาก k และ p เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน d เป็นจํานวนเตม็ ซึÉงทําให้ n = 2d+ 1 สรุปได้วา่
n เป็นจํานวนคีÉ

การพิสจูน์ข้อความ p → (q ∧ r) เนืÉองจาก p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r) ดงันั Êน ต้องพิสจูน์วา่
ทั Êง Ś ข้อความเป็นจริง

ř. p → q

Ś. p → r

สมมติ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน q เป็นจริง

สมมติ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน r เป็นจริง
ตัวอย่าง ś.ř.Š จงพิสจูน์วา่ " ถ้า a เป็นจํานวนคู่ แล้ว 4 | a2 และ a2 + 1 เป็นจํานวนคีÉ "
แนวคดิ เขียนข้อความในรูปสญัลกัษณ์คือ ∀a ∈ Z, a เป็นจํานวนคู่ → (4 | a2 ∧ a2 + 1 เป็นจํานวนคีÉ )
บทพสูิจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ สมมติวา่ a เป็นจํานวนคู่ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซึÉง a = 2k แล้ว

a2 = (2k)2 = 4k2

ให้ p = k2 เนืÉองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน p เป็นจํานวนเตม็ ซึÉงทําให้ a2 = 4p สรุปได้วา่ 4 | a2 และ
a2 + 1 = (2k)2 + 1 = 4k2 + 1 = 2(2k2) + 1

ให้ d = 2k2 เนืÉองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน d เป็นจํานวนเตม็ ซึÉงทําให้ a2 + 1 = 2d + 1 สรุปได้วา่
a2 + 1 เป็นจํานวนคีÉ



ŝŠ บททีÉ ś. ระเบียบวิธีการพิสูจน์
ตัวอย่าง ś.ř.š ข้อความ "ถ้า m+ n เป็นจํานวนคู่ แล้ว m และ n เป็นจํานวนคู"่ เป็นจริงหรือเท็จ
วธีิทาํ เขียนในรูปสญัลกัษณ์ได้เป็น ∀n,m ∈ Z, m+ n เป็นจํานวนคู่ → n และ m เป็นจํานวนคู่
ถ้าเลือก m = 1 และ n = 1 จะเห็นวา่ m+ n = 1 + 1 = 2 เป็นจํานวนคู่ นัÉนคือเหตเุป็นจริงแตผ่ลเป็นเท็จ
เพราะ m และ n เป็นจํานวนคีÉ ทําให้สรุปได้วา่ประพจน์นี Êมีคา่ความจริงเป็นเท็จ จะเรียกตวัอยา่ง m = 1

และ n = 1 วา่ ตัวอย่างค้าน (Counterexample)

ในการพิสจูน์ประพจน์ p เป็นเท็จ อาจทําได้โดยการพิสจูน์วา่ ∼ p เป็นจริง เชน่ในตวัอยา่ง ś.ř.š นิเสธ
ของประพจน์นั Êนคือ

∃n,m ∈ Z, m+ n เป็นจํานวนคู่ ∧ (n หรือ m เป็นจํานวนคีÉ )

ประพจน์นี Êเป็นจริงโดยการเลือก m = 1 และ n = 1 นัÉนเอง

ś.Ś การพสูิจน์โดยการแจกแจงกรณี
จะกลา่วถงึการพิสจูน์ข้อความในรูปแบบ (p ∨ q) → r เนืÉองจาก (p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

ดงันั Êนต้องพิสจูน์ทั Êง Ś กรณีคือ

กรณีทีÉ ř p → r

สมมติ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน r เป็นจริง

กรณีทีÉ Ś q → r

สมมติ q เป็นจริง
...

ดงันั Êน r เป็นจริง �

เรียกวา่การพสูิจน์โดยแจกแจงกรณี (Proof by cases) ดงัจะยกตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê

ตัวอย่าง ś.Ś.ř จงพิสจูน์วา่ "ถ้า a เป็นจํานวนคู่ หรือ a เป็นจํานวนคีÉ แล้ว a2 + a เป็นจํานวนคู"่
แนวคดิ เขียนในรูปสญัลกัษณ์ได้ดงันี Ê

∀a ∈ Z, (a เป็นจํานวนคู่ ∨ a เป็นจํานวนคีÉ ) → a2 + a เป็นจํานวนคู่
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บทพสูิจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ
กรณีทีÉ ř สมมติ a เป็นจํานวนคู่ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซึÉง a = 2k แล้ว

a2 + a = (2k)2 + 2k = 4k2 + 2k = 2(2k2 + k)

เนืÉองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน 2k2 + k เป็นจํานวนเตม็ สรุปได้วา่ a2 + a เป็นจํานวนคู่
กรณีทีÉ Ś สมมติ a เป็นจํานวนคีÉ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ c ซึÉง a = 2c+ 1 แล้ว

a2 + a = (2c+ 1)2 + (2c+ 1) = 4c2 + 4c+ 1 + 2c+ 1 = 2(2c2 + 3c+ 1)

เนืÉองจาก c เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน 2c2 + 3c+ 1 เป็นจํานวนเตม็ สรุปได้วา่ a2 + a เป็นจํานวนคู่

จากตวัอยา่ง ś.Ś.ř ข้อความทีÉวา่ "a เป็นจํานวนคู่ หรือ a เป็นจํานวนคีÉ" โดยบทนิยาม ś.ř.Ś หมายถงึ a
เป็นจํานวนเตม็ นัÉนคือข้อความทีÉจะพิสจูน์อาจเขียนใหมไ่ด้หลายรูปแบบเชน่

ř. ถ้า a เป็นจํานวนเตม็ แล้ว a2 + a เป็นจํานวนคู่

Ś. ทกุ ๆ a ทีÉเป็นจํานวนเตม็ a2 + a เป็นจํานวนคู่
ś. a2 + a เป็นจํานวนคู่ สําหรับจํานวนเตม็ a ใด ๆ

กลา่วอีกนยัหนึÉงคือ ถ้า a จํานวนเตม็ สามารถแบง่ออกเป็น Ś กรณี คือกรณีทีÉ ř เมืÉอ a เป็นจํานวนคู่ และ
กรณีทีÉ Ś เมืÉอ a เป็นจํานวนคีÉ
ตัวอย่าง ś.Ś.Ś จงพิสจูน์วา่ "ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว n2 + 3n+ 4 เป็นจํานวนคู"่
บทพสูิจน์. ให้ n เป็นจํานวนเตม็
กรณีทีÉ ř สมมติ n เป็นจํานวนคู่ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซึÉง n = 2k แล้ว

n2 + 3n+ 4 = (2k)2 + 3(2k) + 4 = 2(2k2 + 3k + 2)

เนืÉองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน 2k2 + 3k + 2 เป็นจํานวนเตม็ สรุปได้วา่ n2 + 3n+ 4 เป็นจํานวนคู่
กรณีทีÉ Ś สมมติ n เป็นจํานวนคีÉ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ c ซึÉง n = 2c+ 1 แล้ว

n2 + 3n+ 4 = (2c+ 1)2 + 3(2c+ 1) + 4

= 4c2 + 4c+ 1 + 6c+ 3 + 4

= 4c2 + 10c+ 8

= 2(2c2 + 5c+ 4)

เนืÉองจาก c เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน 2c2+5c+4 เป็นจํานวนเตม็ สรุปได้วา่ n2+3n+4 เป็นจํานวนคู่



ŞŘ บททีÉ ś. ระเบียบวิธีการพิสูจน์

จากตวัอยา่ง ś.Ś.Ś ลองมาวิเคราะห์กนัวา่ "จะรู้ได้อยา่งไรวา่จะต้องพิสจูน์โดยแบง่กรณี" เริÉมด้วยการ
วิธีพิสจูน์โดยตรงก่อน สมมติวา่ n เป็นจํานวนเตม็ แล้วพยายามหาข้อสรุปให้ได้วา่ n2+3n+4 เป็นจํานวน
คู่ ซึÉงข้อสรุปต้องเขียนในรูป 2k เมืÉอ k เป็นจํานวนเตม็ สําหรับ n ทีÉเป็นจํานวนเตม็ไม่สามารถเชืÉอมโยงไป
หาผลได้ ทําให้จําเป็นต้องเลือกวิธีแบง่จํานวนเตม็ n ออกเป็นกรณี เนืÉองจากข้อสรุปกลา่วถงึจํานวนคู่จงึ
ต้องแบง่เป็น Ś กรณีคือ n เป็นจํานวนคูแ่ละจํานวนคีÉนัÉนเอง

สําหรับจํานวนเตม็แล้วไม่จําเป็นต้องแบง่เป็น Ś กรณีคือจํานวนคู่และจํานวนคีÉ บางครั Êงอาจจะแบง่
มากกวา่ Ś กรณี เชน่กรณีจํานวนเตม็บวก จํานวนเตม็ลบ และจํานวนเตม็ศนูย์ แบง่เป็น ś กรณี หรือจะ
แบง่เป็นหลาย ๆ กรณีขึ Êนอยู่กบัข้อความทีÉต้องการพิสจูน์โดยมีหลกัวา่ต้องพิจารณาให้ครบทกุกรณี ใน
กรณีอืÉน ๆ ทีÉไมใ่ช่จํานวนเตม็ ยอ่มสามารถพิจารณาโดยใช้หลกัเดียวกนั

สําหรับกรณีทัÉวไป (p1 ∨ p2 ∨ ... ∨ pn) → r ต้องพิสจูน์วา่ทั Êง n กรณีเป็นจริง ตามโครงการพิสจูน์นี Ê
กรณีทีÉ ř p1 → r

กรณีทีÉ Ś p2 → r

...
กรณีทีÉ n pn → r

ตอ่ไปจะกลา่วถงึการแบง่จํานวนเตม็ออกเป็นหลาย ๆ กรณี โดยใช้ขั Êนตอนการหาร
ทฤษฎีบท ś.Ś.ś ขั Êนตอนการหาร (Division Algorithm)
ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a ̸= 0 แล้วมีจํานวนเตม็ q และ r เพียงคูเ่ดียว ทีÉทําให้

b = aq + r โดยทีÉ 0 ≤ r < |a|

เรียก a วา่ตวัสว่น (Denominator) b วา่ตวัเศษ (Numerator) q วา่ผลหาร (Quotient) และ r วา่เศษเหลือ
(Remainder)
การพิสจูน์ทฤษฎีบทนี Êดูได้ในวิชาทฤษฎีจํานวน ขั Êนตอนการหารจะชว่ยในการแบง่จํานวนเตม็ออกเป็น
กรณีตา่ง ๆ ได้หลายแบบ เชน่

ř. จํานวนเตม็ a ถกูแบง่โดยการหารด้วย Ś ได้ Ś กรณีคือ a = 2k และ a = 2k + 1 สําหรับบาง
จํานวนเตม็ k (หรือกรณี a เป็นจํานวนคู่ และ a เป็นจํานวนคีÉ)

Ś. จํานวนเตม็ a ถกูแบง่โดยการหารด้วย ś ได้ ś กรณีคือ a = 3k และ a = 3k + 1 และ a = 3k + 2

สําหรับบางจํานวนเตม็ k
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ตัวอย่าง ś.Ś.Ŝ จงแสดงวา่ 3 | a(a2 + 2) ไมว่า่ a เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ ก็ตาม
บทพสูิจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ และ k ∈ Z
กรณีทีÉ ř a = 3k แล้ว

a(a2 + 2) = 3k((3k)2 + 2) = 3k(9k2 + 2) = 3(9k3 + 2k)

ให้ p = 9k3 + 2k เนืÉองจาก k ∈ Z ดงันั Êน p ∈ Z ซึÉง a(a2 + 2) = 3p สรุปได้วา่ 3 | a(a2 + 2)

กรณีทีÉ Ś a = 3k + 1 แล้ว
a(a2 + 2) = (3k + 1)((3k + 1)2 + 2) = (3k + 1)(9k2 + 6k + 1 + 2)

= (3k + 1)(9k2 + 6k + 3) = 3[(3k + 1)(3k2 + 2k + 1)]

ให้ p = (3k + 1)(3k2 + 2k + 1) เนืÉองจาก k ∈ Z ดงันั Êน p ∈ Z ซึÉง a(a2 + 2) = 3p สรุปได้วา่ 3 | a(a2 + 2)

กรณีทีÉ ś a = 3k + 2 แล้ว
a(a2 + 2) = (3k + 2)((3k + 2)2 + 2) = (3k + 2)(9k2 + 12k + 4 + 2)

= (3k + 2)(9k2 + 12k + 6) = 3[(3k + 2)(3k2 + 4k + 2)]

ให้ p = (3k+2)(3k2+4k+2) เนืÉองจาก k ∈ Zดงันั Êน p ∈ Z ซึÉง a(a2+2) = 3p สรุปได้วา่ 3 | a(a2+2)

ś.ś การพสูิจน์ข้อความแบบผันกลับได้
ในหวัข้อ ś.ř ได้พิสจูน์วา่ "ถ้า n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n2 เป็นจํานวนคู"่ ในตวัอยา่ง ś.ř.ś เมืÉอมีเหตุ n เป็น

จํานวนคู่ จะนําไปสู่ข้อสรุป n2 เป็นจํานวนคู่ เมืÉอตั Êงคําถามตอ่ไปวา่ในทางกลบักนั ข้อความนี Êจะเป็นจริง
หรือไม่ นัÉนคือต้องพิสจูน์วา่ "ถ้า n2 เป็นจํานวนคู่ แล้ว n เป็นจํานวนคู"่ ซึÉงได้พิสจูน์ไว้แล้วในตวัอยา่ง ś.ř.Ş
ทําให้ได้วา่ผลสามารถสรุปเหตไุด้ด้วย อนัหมายถงึการพิสจูน์วา่

"n เป็นจํานวนคู่ กต่็อเมืÉอ n2 เป็นจํานวนคู"่
นัÉนคือการพิสจูน์ในรูปแบบ p ↔ q ซึÉงทํา Ś ขั Êนตอนดงันี Ê

ř. p → q เรียกวา่ขั Êน sufficient part (p เป็นเงืÉอนไขทีÉเพียงพอสําหรับ q)
Ś. q → p เรียกวา่ขั Êน necessily part (p เป็นเงืÉอนไขทีÉจําเป็นสําหรับ q)

เหตผุลทีÉต้องพิสจูน์ทั Êง Ś ขั Êนตอนเพราะวา่ p ↔ q ≡ (p → q)∧ (q → p) และเรียกวา่ การพสูิจน์ข้อความ
แบบผันกลับได้ (Proof of biconditional statements)
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ตัวอย่าง ś.ś.ř จงพิสจูน์วา่ "จํานวนเตม็ a ใด ๆ a เป็นจํานวนคีÉ ก็ตอ่เมืÉอ a+ 3 เป็นจํานวนคู"่
แนวคดิ เขียนโครงการพิสจูน์ได้ดงันี Ê

ขั ÊนตอนทีÉ ř ขั Êน sufficient part

สมมติ a เป็นจํานวนคีÉ
...

ดงันั Êน a+ 3 เป็นจํานวนคู่

ขั ÊนตอนทีÉ Ś ขั Êน necessily part
สมมติ a+ 3 เป็นจํานวนคู่

...
ดงันั Êน a เป็นจํานวนคีÉ �

บทพสูิจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็
ขั ÊนตอนทีÉ ř สมมติ a เป็นจํานวนคีÉ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซึÉง a = 2k + 1 แล้ว

a+ 3 = (2k + 1) + 3 = 2(k + 2)

เนืÉองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน k + 2 เป็นจํานวนเตม็ สรุปได้วา่ a+ 3 เป็นจํานวนเตม็คู่
ขั ÊนตอนทีÉ Ś สมมติ a+ 3 เป็นจํานวนเตม็คู่ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ m ซึÉง a+ 3 = 2m แล้ว

a = 2m− 3 = 2(m− 2) + 1

เนืÉองจาก m เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน m− 2 เป็นจํานวนเตม็ สรุปได้วา่ a เป็นจํานวนคีÉ
ตัวอย่าง ś.ś.Ś จงพิสจูน์วา่

"สําหรับจํานวนเตม็ a และ b ใด ๆ ab เป็นจํานวนคีÉ ก็ตอ่เมืÉอ a และ b เป็นจํานวนคีÉ"

แนวคดิ เริÉมต้นด้วยการเขียนโครงการพิสจูน์ได้ดงันี Ê

ขั ÊนตอนทีÉ ř ขั Êน sufficient part

สมมติ ab เป็นจํานวนคีÉ
...

ดงันั Êน a และ b เป็นจํานวนคีÉ
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จากการวิเคราะห์จะเห็นวา่การพิสจูน์โดยตรงทําไมไ่ด้ จงึต้องพิสจูน์โดยวิธีการแย้งสลบัทีÉ นัÉนคือ

สมมติ a หรือ b เป็นจํานวนคู่
...

ดงันั Êน ab เป็นจํานวนคู่

จะเข้ารูปแบบ (p ∨ q) → r นัÉนคือการพิสจูน์โดยแบง่กรณีประกอบไปด้วยกรณีทีÉ ř คือ p → r และ
กรณีทีÉ Ś คือ q → r

ขั ÊนตอนทีÉ Ś ขั Êน necessily part

สมมติ a และ b เป็นจํานวนคีÉ
...

ดงันั Êน ab เป็นจํานวนคีÉ �

บทพสูิจน์. ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็
ขั ÊนตอนทีÉ ř

กรณีทีÉ ř สมมติ a เป็นจํานวนคู่ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซึÉง a = 2k แล้ว

ab = 2kb = 2(kb)

เนืÉองจาก k และ b เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน kb เป็นจํานวนเตม็ สรุปได้วา่ ab เป็นจํานวนเตม็คู่
กรณีทีÉ Ś สมมติ b เป็นจํานวนคู่ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ p ซึÉง b = 2p แล้ว

ab = a(2p) = 2(ap)

เนืÉองจาก a และ p เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน ab เป็นจํานวนเตม็ สรุปได้วา่ ab เป็นจํานวนเตม็คู่
ขั ÊนตอนทีÉ Ś สมมติวา่ a และ b เป็นจํานวนคีÉ จะได้วา่มีจํานวนเตม็m และ n ซึÉง a = 2m+1 และ b = 2n+1

แล้ว

ab = (2m+ 1)(2n+ 1)

= 4mn+ 2m+ 2n+ 1

= 2(2mn+m+ n) + 1

เนืÉองจากm และ n เป็นจํานวนเตม็ ดงันั Êน 2mn+m+n เป็นจํานวนเตม็ สรุปได้วา่ ab เป็นจํานวนคีÉ
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บางครั Êงการพิสจูน์ข้อความ p ↔ q สามารถสร้างข้อความทีÉสมมลูตอ่เนืÉองกนัจากข้อความ p ไปยงั
ข้อความ q

p ↔ q1 เขียนแทนด้วย p ↔ q1

q1 ↔ q2 ↔ q2

q2 ↔ q3 ↔ q3
... ...

qn ↔ q ↔ q

เรียกวิธีการพิสจูน์นี Êวา่ iff-string
ตอ่ไปนี Êจะเป็นตวัอยา่งการพิสจูน์โดย iff-string ในเรืÉองการดําเนินการของเซตโดยอาศยั บทนิยาม

Ŝ.ř.řŚ (ดใูนบททีÉ Ŝ )
ตัวอย่าง ś.ś.ś สําหรับเซต A และ B ในเอกภพสมัพทัธ์ U จะได้วา่ A ∩B = B ∩ A

บทพสูิจน์. ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ในเอกภพสมัพทัธ์ U

x ∈ A ∩B ↔ x ∈ A ∧ x ∈ B

↔ x ∈ B ∧ x ∈ A

↔ x ∈ B ∩ A

ดงันั Êน A ∩B = B ∩ A

ตัวอย่าง ś.ś.Ŝ สําหรับเซต A และ B ในเอกภพสมัพทัธ์ U จะได้วา่ A−B = A ∩Bc

บทพสูิจน์. ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ในเอกภพสมัพทัธ์ U

x ∈ A−B ↔ x ∈ A ∧ x /∈ B

↔ x ∈ A ∧ x ∈ Bc

↔ x ∈ A ∩Bc

ดงันั Êน A−B = A ∩Bc

ตอ่ไปจะกลา่วถงึการพิสจูน์ข้อความทีÉสมมลูกนัเป็นคู่ เช่น
(p1 ↔ p2) ∧ (p2 ↔ p3) ∧ (p3 ↔ p1)

สามารถพิสจูน์ได้จาก
(p1 → p2) ∧ (p2 → p3) ∧ (p3 → p1)
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ตัวอย่าง ś.ś.ŝ สําหรับจํานวนเตม็ a ใด ๆ จงพิสจูน์วา่ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนัทกุคู่
p1 : a เป็นจํานวนคู่
p2 : a2 หารด้วย Ŝ ลงตวั
p3 : a2 เป็นจํานวนคู่

บทพสูิจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ
(p1 → p2) สมมติ a เป็นจํานวนคู่ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซึÉง a = 2k ดงันั Êน

a2 = (2k)2 = 4k2

สรุปได้วา่ 4 | a2

(p2 → p3) สมมติวา่ 4 | a2 จะได้วา่มีจํานวนเตม็ p ซึÉง a2 = 4p ดงันั Êน
a2 = 2(2p)

สรุปได้วา่ a2 เป็นจํานวนคู่
(p3 → p1) เป็นจริงโดยตวัอยา่ง ś.ř.Ş

ś.Ŝ การพสูิจน์โดยวธีิขัดแย้ง
ถ้าการพิสจูน์ข้อความโดยวิธีตา่ง ๆ ทีÉผา่นมาแล้วไม่สามารถทําได้ ในหวัข้อนี Êจะนําเสนอทางเลือกอีก

วิธีหนึÉง ถ้าต้องการพิสจูน์ p เป็นจริงโดยการสมมติวา่ ∼ p เป็นจริง แล้วนําไปสู่ข้อความขดัแย้ง c หรือเกิด
ประพจน์ r∧ ∼ r การพิสจูน์แบบนี Êได้จากสจันิรันดร์ (Třŝ) (∼ p → c) → p เรียกวิธีนี Êวา่ การพสูิจน์โดย
วธีิขัดแย้ง (Proof by contradiction) มีโครงการพิสจูน์ดงันี Ê

สมมติ ∼ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน เกิดข้อขดัแย้ง
สรุปวา่ p เป็นจริง �

ตัวอย่าง ś.Ŝ.ř จงพิสจูน์วา่ "ไม่วา่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตามทีÉไมใ่ช่ศนูย์ จะได้วา่ x−1 ̸= 0" โดยวิธีขดั
แย้ง
แนวคดิ ให้ p แทนข้อความ ∀x ∈ R, x ̸= 0 → x−1 ̸= 0 สมมติวา่ ∼ p เป็นจริง นัÉนคือ

∃x ∈ R, x ̸= 0 ∧ x−1 = 0
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บทพสูิจน์. สมมติวา่ มีจํานวนจริง x ซึÉง x ̸= 0 และ x−1 = 0

เนืÉองจาก x ̸= 0 โดยสมบตัิจํานวนจริงจะได้วา่ x(x−1) = 1 แตจ่ากการสมมติ x−1 = 0 จะได้วา่
1 = x(x−1) = x(0) = 0

เกิดขดัแย้ง ดงันั Êนข้อความข้างต้นทีÉต้องการพิสจูน์เป็นจริง
ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ś จงพิสจูน์วา่ "ถ้า x, y เป็นจํานวนเตม็ แล้ว x2 − 4y ̸= 2" โดยวิธีขดัแย้ง
ให้ p แทนข้อความ ∀x, y ∈ Z, x2 − 4y ̸= 2 สมมติวา่ ∼ p เป็นจริง นัÉนคือ ∃x, y ∈ Z, x2 − 4y = 2

บทพสูิจน์. สมมติวา่มีจํานวนเตม็ x และ y ซึÉง x2 − 4y = 2 แล้ว
x2 = 2(2y + 1)

ดงันั Êน x2 เป็นจํานวนคู่ โดยตวัอยา่ง ś.ř.Ş ทําให้ได้วา่ x เป็นจํานวนคู่ จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซึÉง x = 2k

ทําให้ได้วา่
(2k)2 − 4y = 2

4k2 − 4y = 2

2k2 − 2y = 1

2(k2 − y) = 1

จะได้วา่ 1 เป็นจํานวนคู่ เกิดข้อขดัแย้ง ดงันั Êนข้อความข้างต้นทีÉต้องการพิสจูน์เป็นจริง
ตัวอย่าง ś.Ŝ.ś จงพิสจูน์ ∀a, b ∈ R, (∀ϵ > 0, a ≤ b+ ϵ) → (a ≤ b)

แนวคดิ พิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง สมมติวา่ ∃a, b ∈ R, (∀ϵ > 0, a ≤ b+ ϵ) ∧ (a > b) เป็นจริง
บทพสูิจน์. สมมติวา่มีจํานวนจริง a และ b ซึÉง a ≤ b+ ϵ ไมว่า่ ϵ เป็นจํานวนจริงบวกใดก็ตาม และ a > b

เพราะวา่ a > b ดงันั Êน a− b

2
> 0 เนืÉองจาก a− b >

a− b

2

ดงันั Êน a > b+
a− b

2
แสดงวา่มี ϵ =

a− b

2
> 0 ทีÉทําให้ a > b+ ϵ ซึÉงเกิดข้อขดัแย้งทีÉสมมติไว้วา่ a ≤ b+ ϵ

ไมว่า่ ϵ เป็นจํานวนจริงบวกใดก็ตาม ดงันั Êนข้อความข้างต้นทีÉต้องการพิสจูน์เป็นจริง
บทนิยาม ś.Ŝ.Ŝ เรียกจํานวนจริง a วา่ จาํนวนตรรกยะ (Rational number) ก็ตอ่เมืÉอมีจํานวนเตม็ b และ
จํานวนเตม็ c ทีÉไมใ่ช่ศนูย์ ซึÉง a =

b

c
สําหรับจํานวนจริงทีÉไมใ่ชจํ่านวนตรรกยะจะเรียกวา่จาํนวนอตรรกยะ

(Irrational number)
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ตัวอย่าง ś.Ŝ.ŝ จงพิสจูน์วา่ "√2 เป็นจํานวนอตรรกยะ"
แนวคดิ พิสจูน์ข้อความนี Êโดยวิธีขดัแย้ง นัÉนคือสมมติวา่ √

2 เป็นจํานวนตรรกยะ แล้วหาข้อขดัแย้ง
บทพสูิจน์. สมมติวา่ √

2 จะเป็นจํานวนตรรกยะ แล้วจะได้วา่มีจํานวนเตม็ b และจํานวนเตม็ c ทีÉไมใ่ช่
ศนูย์ ซึÉง √2 =

b

c
และตวัหารร่วมมากของ b และ c เทา่กบั ř (เศษสว่นอยา่งตํÉา) แล้ว

b =
√
2c

b2 = 2c2

ดงันั Êน b2 เป็นจํานวนคู่ โดยตวัอยา่ง ś.ř.Ş จะได้วา่ b เป็นจํานวนคู่ นัÉนคือมีจํานวนเตม็ k ซึÉง b = 2k แล้ว
(2k)2 = 2c2

2k2 = c2

ดงันั Êน c2 เป็นจํานวนคู่ โดยตวัอยา่ง ś.ř.Ş จะได้วา่ c เป็นจํานวนคู่ สรุปได้วา่ b และ c เป็นจํานวนคู่ ดงันั Êน
ตวัหารร่วมมากของ b และ c ไมเ่ทา่กบั ř เกิดข้อขดัแย้ง ทําให้สรุปได้วา่√2 จะเป็นจํานวนอตรรกยะ
บทนิยาม ś.Ŝ.Ş จะเรียกจํานวนเตม็บวก p ทีÉมากกวา่ ř วา่เป็นจาํนวนเฉพาะ (Prime number) ก็ตอ่เมืÉอ
ตวัหารของ p มี 1 กบั p เทา่นั Êน
ตัวอย่าง ś.Ŝ.ş จงพิสจูน์วา่ " มีจํานวนเฉพาะเป็นจํานวนอนนัต์ "
บทพสูิจน์. สมมติวา่จํานวนเฉพาะมีจํากดัตวั ให้ P เป็นจํานวนเฉพาะมากสดุ กําหนดให้ Q คือผลบวก
ของ ř กบัผลคณูของจํานวนเฉพาะตั Êงแต่ Ś ถงึ P นัÉนคือ

Q = 2× 3× 5× 7× 11× · · · × P + 1

จะเห็นได้ชดัวา่ Q เป็นจํานวนทีÉมากกวา่ P ดงันั Êน Q ไมใ่ช่จํานวนเฉพาะ นัÉนคือต้องมีจํานวนเฉพาะหาร
มนัลงตวั จากรูปแบบของ Q ทีÉกําหนดจะเห็นได้ชดัวา่จะไมมี่จํานวนเฉพาะใด ๆ ตั Êงแต่ Ś ถงึ P ทีÉจะหาร Q
ได้ลงตวัเพราะมนัจะเหลือเศษ ř เสมอ ดงันั Êนจะต้องมีจํานวนเฉพาะทีÉสงูกวา่ P มาหารมนัลงตวั ทําให้เกิด
ข้อขดัแย้งกบัสมมติฐาน ดงันั Êนมีจํานวนเฉพาะเป็นจํานวนอนนัต์
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ś.ŝ การพสูิจน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อย่างเดียว
ข้อความทีÉเป็นไปได้อยา่งเดียวเทา่นั Êนเขียนแทนด้วย ∃!x ∈ U , p(x) ข้อความนี Êสมมลูกบั

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดงันั Êนการพิสจูน์ ∃!x ∈ U , p(x) แบง่การพิสจูน์ออกเป็น Ś สว่นคือ
ř. ∃x ∈ U , p(x) แสดงวา่มี x ∈ U อยา่งน้อยหนึÉงตวั (Existence)
Ś. ∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y แสดงวา่มี x ∈ U เพียงหนึÉงตวัเทา่นั Êน (Uniqueness)

ตัวอย่าง ś.ŝ.ř จงพิสจูน์วา่ "มีจํานวนจริง x เพียงตวัเดียวเทา่นั ÊนซึÉง 2x = 1"
แนวคดิ เขียนในรูปสญัลกัษณ์ได้เป็น ∃!x ∈ R, 2x = 1

บทพสูิจน์. ขั ÊนทีÉ ř มีอย่างน้อยหนึÉงตัว เลือก x = 0 จะได้วา่
2x = 20 = 1

ขั ÊนทีÉ Ś มีเพยีงตัวเดียว ให้ x, y ∈ R สมมติ 2x = 1 และ 2y = 1 แล้ว
2x = 1 = 2y ดงันั Êน 2x = 2y

จากสมบตัิของเลขยกกําลงัจะได้วา่ x = y

ตัวอย่าง ś.ŝ.Ś จงพิสจูน์วา่ "มีจํานวนจริง x เพียงตวัเดียวทีÉทําให้ x3 + 1 = 0"
แนวคดิ เขียนสญัลกัษณ์ได้เป็น ∃!x ∈ R, x3 + 1 = 0

บทพสูิจน์. ขั ÊนทีÉ ř มีอย่างน้อยหนึÉงตัว เลือก x = −1 จะได้วา่ x3 + 1 = (−1)3 + 1 = −1 + 1 = 0

ขั ÊนทีÉ Ś มีเพยีงตัวเดียว ให้ x, y ∈ R สมมติ x3 + 1 = 0 และ y3 + 1 = 0 แล้ว
x3 + 1 = 0 = y3 + 1 ดงันั Êน x3 = y3

จากสมบตัิของจํานวนจริงจะได้วา่ x = y

ตัวอย่าง ś.ŝ.ś จงพิสจูน์วา่ "ทกุ ๆ จํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นั ÊนซึÉง x+ y = 1"
แนวคดิ เขียนสญัลกัษณ์ได้เป็น ∀x ∈ R∃!y ∈ R, x+ y = 1

บทพสูิจน์. ให้ x เป็นจํานวนจริงใด ๆ
ขั ÊนทีÉ ř มีอย่างน้อยหนึÉงตัว เลือก y = 1− x ซึÉง y ∈ R จะได้วา่

x+ y = x+ (1− x) = 1

ขั ÊนทีÉ Ś มีเพยีงตัวเดียว ให้ y, z ∈ R สอดคล้อง x+ y = 1 และ x+ z = 1 แล้ว
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x+ y = 1 = x+ z ดงันั Êน x+ y = x+ z

จากสมบตัิการตดัออกของการบวกบนจํานวนจริงจะได้วา่ y = z

ตัวอย่าง ś.ŝ.Ŝ จงพิสจูน์วา่
"มีจํานวนจริง x เพียงจํานวนเดียวเทา่นั ÊนทีÉทําให้ x+ y = y สําหรับทกุจํานวนจริง y"

แนวคดิ เขียนในรูปสญัลกัษณ์คือ ∃!x ∈ R∀y ∈ R, x+ y = y

บทพสูิจน์. ขั ÊนทีÉ ř มีอย่างน้อยหนึÉงตัว เลือก x = 0 จะได้วา่
0 + y = y สําหรับทกุจํานวนจริง y

ขั ÊนทีÉ Ś มีเพยีงตัวเดียว ให้ x, z ∈ R สอดคล้อง x+ y = y และ z + y = y สําหรับทกุจํานวนจริง y แล้ว
x+ y = y = z + y ดงันั Êน x+ y = z + y

จากสมบตัิการตดัออกของการบวกบนจํานวนจริงจะได้วา่ x = z

จากทั Êง Ŝ ตวัอยา่งทําให้พอเห็นภาพการพิสจูน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อยา่งเดียว ตอ่ไปจะแสดงวา่ข้อความ
ทีÉมีเพียงหนึÉงเดียวเป็นเท็จโดยแสดงให้ได้วา่

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

เป็นเท็จซึÉงเพียงพอทีÉจะแสดงวา่ขั Êนตอน ř หรือ Ś เป็นเท็จได้ดงันี Ê
ř. p(x) เป็นเท็จ ทกุ ๆ x ∈ U หรือ
Ś. เลือก x, y ∈ U ทีÉสอดคล้อง p(x) และ p(y) แต่ x ̸= y

ตัวอย่าง ś.ŝ.ŝ พิจารณาคา่ความจริงของ ∃!x ∈ R, x2 = 1

วธีิทาํ เนืÉองจากขั ÊนทีÉ Ś เป็นเท็จโดยการเลือก x = 1 และ x = −1 ซึÉง x2 = 12 = 1 และ x2 = (−1)2 = 1

แต่ 1 ̸= −1

นิเสธของ ∃!x ∈ U , p(x) คือ ∼ ∃!x ∈ U , p(x) เมืÉอดตูามความหมายจะได้วา่
∼ (∃x ∈ U , p(x) ∧ ∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

สมมลูกบั
(∀x ∈ U , ∼ p(x)) ∨ (∃x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) ∧ x ̸= y)

การหานิเสธของข้อความซึÉงเป็นไปได้อยา่งเดียว แสดงให้เห็นวา่การหานิเสธต้องอาศยัความหมาย
ทีÉแท้จริงมิใชย่ดึติดเพียงรูปแบบเทา่นั Êน

ถ้าจะแสดงวา่ประพจน์ p เป็นเท็จ อาจจะพิสจูน์ประพจน์ ∼ p เป็นจริงแทนก็ได้ ตวัอยา่งเช่น
∃x ∈ U , p(x) เป็นเท็จ สมมลูกบัการพิสจูน์ ∀x ∈ U , ∼ p(x) เป็นจริง
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คือการพิสจูน์วา่ไมมี่ x ใดใน U ทีÉสอดคล้อง p(x) นัÉนเอง
ตัวอย่าง ś.ŝ.Ş จงพิสจูน์วา่ ∃x ∈ R, x2 + 1 = 0 เป็นเท็จ
แนวคดิ ต้องพิสจูน์ข้อความ ∀x ∈ R, x2 + 1 ̸= 0 เป็นจริง
บทพสูิจน์. ให้ x เป็นจํานวนจริงใด ๆ จากสมบตัิจํานวนจริงจะได้วา่ x2 ≥ 0 ดงันั Êน

x2 + 1 ≥ 0 + 1 = 1

สรุปได้วา่ x2 + 1 ̸= 0

ś.Ş การพสูิจน์โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์
ทกุคนคงเคยเลน่โดมิโนทีÉเมืÉอผลกัตวัโดมิโนตวัแรกแล้วจะทําให้ตวัถดั ๆ ไปล้มทบักนัไปเรืÉอย ๆ หลกั

การพิสจูน์ประพจน์ทีÉมีเอกภพสมัพทัธ์เป็นจํานวนนบัในรูปแบบ ∀n ∈ N, P (n) นบัวา่มีหลกัการคล้ายคลงึ
กบัโดมิโน คือการเรียงตวัตอ่กนัไปไมมี่ทีÉสิ Êนสดุเพียงแคผ่ลกัตวัแรกให้ล้ม

หลักโดมโิน (Domino principle) มีวิธีการก็คือต้องผลกัชิ Êนแรกให้ล้มเสียก่อน เรียกขั Êนนี Êวา่ขั Êนฐาน
(basic step) จากนั Êนต้องตรวจสอบวา่แตล่ะชิ Êนจะล้มไปไมมี่ทีÉสิ Êนสดุจริงหรือไม่ ด้วยการตรวจสอบขั ÊนทีÉ Ś
คือตรวจสอบโดมิโนทกุ ๆ คู่ โดยทีÉชิ ÊนทีÉ k ต้องล้มไปทบัชิ ÊนทีÉ k+ř เสมอเรียกขั Êนนี Êวา่ขั Êนอุปนัย (Inductive
step) ดงัรูป

1 2 3 4 5 6 k k + 1

รูปทีÉ š การเปรียบเทียบหลกัโดมิโนกบัหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

การพิสจูน์ประพจน์ ∀n ∈ N, P (n) เป็นจริงทําได้ Ś ขั Êนตอน ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท ś.Ş.ř ให้ P (n) เป็นประโยคเปิด ถ้า

ř. ขั Êนฐาน : P (1) เป็นจริง และ
Ś. ขั Êนอุปนัย : ∀k ∈ N, P (k) → P (k + 1) เป็นจริง

สรุปได้วา่ ∀n ∈ N, P (n) เป็นจริง
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ตัวอย่าง ś.Ş.Ś จงแสดงวา่ 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
สําหรับทกุจํานวนนบั n

บทพสูิจน์. ให้ n ∈ N และ P (n) แทนข้อความ

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

ř. ขั Êนฐาน : เนืÉองจาก 1 = 1(1+1)
2

ดงันั Êน P (1) เป็นจริง
Ś. ขั Êนอุปนัย : ให้ k ∈ N สมมติ P (k) เป็นจริง นัÉนคือ

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2

ดงันั Êน
1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ k + (k + 1) =

k(k + 1)

2
+ (k + 1)

= (k + 1)

[
k

2
+ 1

]
=

(k + 1)(k + 2)

2

ทําให้สรุปได้วา่ P (k + 1) เป็นจริง
โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ สรุปได้วา่

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

สําหรับทกุจํานวนนบั n

ตัวอย่าง ś.Ş.ś จงพิสจูน์วา่ ∀n ∈ N, 4 | (5n − 1)

บทพสูิจน์. ให้ n ∈ N และ P (n) แทนข้อความ 4 | (5n − 1)

ř. ขั Êนฐาน : เนืÉองจาก 51 − 1 = 4 นัÉนคือ 4 | (51 − 1) ดงันั Êน P (1) เป็นจริง
Ś. ขั Êนอุปนัย : ให้ k ∈ N สมมติ P (k) เป็นจริง นัÉนคือ 4 | (5k − 1) จะได้วา่มีจํานวนเตม็ m ซึÉง

5k − 1 = 4m หรือ 5k = 1 + 4m แล้ว
5k+1 − 1 = 5 · 5k − 1 = 5(1 + 4m)− 1

= 4(1 + 5m)

จะได้วา่ 4 | (5k+1 − 1) ทําให้สรุปได้วา่ P (k + 1) เป็นจริง
สรุปได้วา่ 4 | (5n − 1) สําหรับทกุจํานวนนบั n
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ตัวอย่าง ś.Ş.Ŝ จงแสดงวา่ (3!)n | (3n)! สําหรับจํานวนนบั n

บทพสูิจน์. ให้ n ∈ N และ P (n) แทนข้อความ (3!)n | (3n)!

ř. ขั Êนฐาน : เนืÉองจาก (3!)1 = 3! = (3 · 1)! นัÉนคือ (3!)1 | (3 · 1)! ดงันั Êน P (1) เป็นจริง

Ś. ขั Êนอุปนัย : ให้ k ∈ N สมมติ P (k) เป็นจริง นัÉนคือ (3!)k | (3k)! จะได้วา่มีจํานวนเตม็ m ซึÉง
(3k)! = m(3!)k แล้ว

(3(k + 1))! = (3k + 3)! = (3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)(3k)!

= 3(k + 1)(3k + 2)(3k + 1)m(3!)k

เมืÉอให้ a = 3k+1 จะได้ (3k+2)(3k+1) = (a+1)a = a2 + a โดยตวัอยา่ง ś.Ś.ř จะได้วา่ a2 + a

เป็นจํานวนคูน่ัÉนคือ
(3k + 2)(3k + 1) = 2p

สําหรับบางจํานวนเตม็ p ดงันั Êน
(3(k + 1))! = 3(k + 1)2pm(3!)k = (k + 1)pm · 6(3!)k

= (k + 1)pm · 3!(3!)k = (k + 1)pm · (3!)k+1

จะได้วา่ (3!)k+1 | (3(k + 1))! ทําให้สรุปได้วา่ P (k + 1) เป็นจริง
สรุปได้วา่ (3!)n | (3n)! สําหรับทกุจํานวนนบั n

ตัวอย่าง ś.Ş.ŝ จงแสดงวา่ ∀n ∈ N, 2n < 2n+1

บทพสูิจน์. ให้ n ∈ N และ P (n) แทนข้อความ 2n < 2n+1

ř. ขั Êนฐาน : เนืÉองจาก 21 = 2 < 4 = 22 = 21+1 ดงันั Êน P (1) เป็นจริง

Ś. ขั Êนอุปนัย : ให้ k ∈ N สมมติ P (k) เป็นจริง นัÉนคือ 2k < 2k+1 โดยสมมติฐานข้างต้นจะได้วา่
2k+1 = 2 · 2k < 2 · 2k+1 = 2k+2

นัÉนคือ P (k + 1) เป็นจริง
โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ สรุปได้วา่ ∀n ∈ N, 2n < 2n+1
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ตอ่ไปจะกลา่วถงึการพิสจูน์แบบอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ทีÉเริÉมขั Êนฐานด้วย n0

ทฤษฎีบท ś.Ş.Ş ให้ n0 ∈ N และ P (n) เป็นประโยคเปิด ถ้า
ř. ขั Êนฐาน : P (n0) เป็นจริง
Ś. ขั Êนอุปนัย : ∀k ∈ N, k ≥ n0, P (k) → P (k + 1) เป็นจริง

สรุปได้วา่ ∀n ∈ N, n ≥ n0, P (n) เป็นจริง หรือ P (n) เป็นจริงทกุจํานวนนบั n ≥ n0

ตัวอย่าง ś.Ş.ş จงหาจํานวนนบัเริÉมต้นทีÉทําให้ข้อความนี Êเป็นจริงพร้อมทั Êงพิสจูน์ 2n ≥ n2

บทพสูิจน์. พิจารณา 2 = 21 ≥ 12 = 1, 4 = 22 ≥ 22 = 4, 8 = 23 ≥ 32 = 9, 16 = 24 ≥ 42 = 16,
32 = 25 ≤ 52 = 25, 64 = 24 ≤ 62 = 36 ดงันั Êนข้อความเป็นจริงเมืÉอเริÉม n0 = 4 นัÉนคือพิสจูน์ข้อความ

∀n ∈ N, n ≥ 4, 2n ≥ n2

ř. ขั Êนฐาน : เนืÉองจาก 16 = 24 ≥ 42 = 16 ดงันั Êน P (4) เป็นจริง
Ś. ขั Êนอุปนัย : สมมติวา่ P (k) เป็นจริง สําหรับจํานวนนบั k ≥ 4 นั Êนคือ 2k ≥ k2

เนืÉองจาก k ≥ 4 ดงันั Êน k2 ≥ 4k = 2k + 2k และ 2k > 1 สรุปได้วา่ k2 ≥ 2k + 1 จากสมมติฐานจะได้
2k+1 = 2k · 2 ≥ 2(k2) = k2 + k2 ≥ k2 + 2k + 1 = (k + 1)2

ดงันั Êน 2n ≥ n2 เป็นจริงทกุจํานวนนบั n ≥ 4

ตัวอย่าง ś.Ş.Š จงหาจํานวนนบัเริÉมต้นทีÉทําให้ข้อความนี Êเป็นจริงพร้อมทั Êงพิสจูน์ 2n ≤ n!

บทพสูิจน์. พิจารณา 21 = 2 > 1 = 1!, 22 = 4 > 2 = 2!, 23 = 8 > 6 = 3!, 24 = 16 ≤ 24 = 4!,
25 = 32 ≤ 120 = 5! ดงันั Êนข้อความเป็นจริงเมืÉอเริÉม n0 = 4 นัÉนคือพิสจูน์ข้อความ

∀n ∈ N, n ≥ 4, 2n ≤ n!

ř. ขั Êนฐาน : เนืÉองจาก 24 = 16 ≤ 24 = 4! ดงันั Êน P (4) เป็นจริง
Ś. ขั Êนอุปนัย : สมมติวา่ P (k) เป็นจริง สําหรับจํานวนนบั k ≥ 4 นั Êนคือ 2k ≤ k! จะได้วา่

2k+1 = 2 · 2k ≤ 2 · k!

เนืÉองจาก k ≥ 4 ดงันั Êน k + 1 ≥ 5 > 2 ทําให้ได้วา่
2k+1 ≤ (k + 1)k! = (k + 1)!

นัÉนคือ P (k + 1) เป็นจริง
โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ สรุปได้วา่ ∀n ∈ N, n ≥ 4, 2n < n!
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สรุป
วิธีการพิสจูน์ในบทนี Êมีทั Êงหมด Ş วิธี โดยแตล่ะวิธีมีรูปแบบและโครงการพิสจูน์ดงัตอ่ไปนี Ê
ř. การพสูิจน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข คือการพิสจูน์ข้อความในรูป p → q โดยมีโครงการพิสจูน์ดงันี Ê

สมมติ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน q เป็นจริง �

เรียกวา่การพิสจูน์โดยวิธีตรง ในกรณีทีÉพิสจูน์ดงักลา่วไม่ได้จะใช้การพิสจูน์โดยวิธีการแย้งสลบัทีÉ มี
โครงการพิสจูน์คือ

สมมติ ∼ q เป็นจริง
...

ดงันั Êน ∼ p เป็นจริง �

สําหรับการพิสจูน์ข้อความ p → (q ∧ r) ต้องพิสจูน์วา่ทั Êง Ś ข้อความเป็นจริงคือ p → q และ p → r

Ś. การพสูิจน์โดยการแจกแจงกรณี คือการพิสจูน์ข้อความในรูปแบบ (p∨q) → r ต้องพิสจูน์ Ś กรณี
เป็นจริงคือ

กรณีทีÉ ř p → r

สมมติ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน r เป็นจริง

กรณีทีÉ Ś q → r

สมมติ q เป็นจริง
...

ดงันั Êน r เป็นจริง �
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สําหรับกรณีทัÉวไป (p1 ∨ p2 ∨ ... ∨ pn) → r ต้องพิสจูน์วา่ทั Êง n กรณีเป็นจริง ตามโครงการพิสจูน์นี Ê
กรณีทีÉ ř p1 → r

กรณีทีÉ Ś p2 → r
...

กรณีทีÉ n pn → r

ś. การพสูิจน์ข้อความแบบผันกลับได้ คือการพิสจูน์ข้อความในรูปแบบ p ↔ q ต้องทํา Ś ขั Êนตอน
คือ
ř. p → q เรียกวา่ขั Êน sufficient part (p เป็นเงืÉอนไขทีÉเพียงพอสําหรับ q)
Ś. q → p เรียกวา่ขั Êน necessily part (p เป็นเงืÉอนไขทีÉจําเป็นสําหรับ q)

การพิสจูน์แบบ iff-string คือการการพิสจูน์ข้อความ p ↔ q โดยการสร้างข้อความทีÉสมมลูตอ่เนืÉอง
กนัจากข้อความ p ไปยงัข้อความ q

p ↔ q1 เขียนแทนด้วย p ↔ q1

q1 ↔ q2 ↔ q2

q2 ↔ q3 ↔ q3
... ...

qn ↔ q ↔ q

อาจกลา่วได้วา่การพิสจูน์ข้อมลูทีÉสมมลูกนั จะพิจารณาข้อความทีÉสมมลูกนัเป็นคูเ่ช่น
(p1 ↔ p2) ∧ (p2 ↔ p3) ∧ (p3 ↔ p1)

สามารถพิสจูน์ได้จาก
(p1 → p2) ∧ (p2 → p3) ∧ (p3 → p1)

Ŝ. การพสูิจน์โดยวธีิขัดแย้ง คือการพิสจูน์ p เป็นจริงโดยการสมมติวา่ ∼ p เป็นจริง แล้วนําไปสู่
ข้อความขดัแย้ง c มีโครงการพิสจูน์ดงันี Ê

สมมติ ∼ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน เกิดข้อขดัแย้ง �

การพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้งจะบอกไม่ได้วา่ขดัแย้งตรงไหนซึÉงเป็นความยุง่ยากของวิธีนี Ê ผู้ พิสจูน์ต้อง
อาศยัประสบการณ์และความชํานาญ โดยในเบื Êองต้น ต้องฝึกฝนการเขียนพิสจูน์และอา่นบทพิสจูน์
อยู่เป็นประจํา เพืÉอให้เห็นแนวทางทีÉหลากหลายในการพิสจูน์ ก่อนจะนํามาปรับใช้ได้ด้วยตนเองตอ่
ไป
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ŝ. การพสูิจน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อย่างเดียว คือพิสจูน์ข้อความ ∃!x ∈ U , p(x) ซึÉงสมมลูกบั
(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดงันั Êนการพิสจูน์แบง่การพิสจูน์ออกเป็น Ś สว่นคือ
ř. ∃x ∈ U , p(x) แสดงวา่มี x ∈ U อยา่งน้อยหนึÉงตวั
Ś. ∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y แสดงวา่มี x ∈ U เพียงหนึÉงตวัเทา่นั Êน

Ş. การพสูิจน์โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ การพิสจูน์ประพจน์ ∀n ∈ N, P (n) เป็นจริงทําได้ Ś
ขั Êนตอนดงันี Ê
ř. ขั Êนฐาน : P (1) เป็นจริง
Ś. ขั Êนอุปนัย : ∀k ∈ N, P (k) → P (k + 1) เป็นจริง

สรุปได้วา่ประพจน์ ∀n ∈ N, P (n) เป็นจริง
ตอ่ไปการพิสจูน์แบบอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ทีÉเริÉมขั Êนฐานด้วย n0 พิสจูน์ได้โดย
ř. ขั Êนฐาน : P (n0) เป็นจริง
Ś. ขั Êนอุปนัย : ∀k ∈ N, k ≥ n0, P (k) → P (k + 1) เป็นจริง

สรุปได้วา่ประพจน์ ∀n ∈ N, n ≥ n0, P (n) เป็นจริง
ในกรณีทีÉจะแสดงวา่ประพจน์ทีÉมีตวับง่ปริมาณทั Êงหมดเป็นเท็จ สามารถทําได้โดยหาตวัอยา่งค้านทีÉ

ทําให้ประพจน์นั Êนเป็นเท็จ สําหรับข้อความทีÉต้องการพิสจูน์จะใช้วิธีใดนั Êนขึ Êนอยู่กบัลกัษณะของข้อความ
เมืÉอผู้อา่นได้ศกึษาในแตล่ะวิธีแล้วจะเข้าใจวา่ควรเลือกวิธีใดทีÉเหมาะสมกบัข้อความทีÉต้องการพิสจูน์ และ
บางข้อความอาจพิสจูน์ได้หลายวิธีก็ได้
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คาํถามท้ายบท
ř. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยเลือกวิธีพิสจูน์ทีÉเหมาะสม

ř.ř ถ้า x เป็นจํานวนคู่ แล้ว 3x เป็นจํานวนคู่
ř.Ś ถ้า m และ n เป็นจํานวนคู่ แล้ว 3n+ 5m เป็นจํานวนคู่
ř.ś ถ้า m เป็นจํานวนคู่ และ n เป็นจํานวนคีÉ แล้ว nm เป็นจํานวนคู่
ř.Ŝ ถ้า m3 เป็นจํานวนคีÉ แล้ว m เป็นจํานวนคีÉ

Ś. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê
Ś.ř ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว 7n2 + n+ 2 เป็นจํานวนคู่
Ś.Ś ไมว่า่ m จะเป็นจํานวนเตม็ใดก็ตาม m3 −m+ 3 + 1 เป็นจํานวนคีÉ
Ś.ś สําหรับจํานวนเตม็ n ถ้า 3 | (n2 − n) แล้ว 6 | (n2 − n)

Ś.Ŝ 4 | (n2 − 1) สําหรับจํานวนเตม็คีÉ n
ś. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Êวา่เป็นจริงหรือไม่ ถ้าจริงจงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน

ś.ř ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว n3 − n เป็นจํานวนคู่
ś.Ś สําหรับจํานวนเตม็ a และ b ถ้า a | b2 แล้ว | b

ś.ś ∀ x, y ∈ R, x < y → x2 < y2

Ŝ. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยเลือกวิธีพิสจูน์ทีÉเหมาะสม
Ŝ.ř สําหรับจํานวนเตม็ a ใด ๆ a เป็นจํานวนคู่ ก็ตอ่เมืÉอ a2 + 1 เป็นจํานวนคีÉ
Ŝ.Ś สําหรับจํานวนเตม็ a ใด ๆ a เป็นจํานวนคีÉ ก็ตอ่เมืÉอ a2 + 3 เป็นจํานวนคู่
Ŝ.ś มีจํานวนจริง x และ y ใด ๆ x < y ก็ตอ่เมืÉอ x3 < y3

Ŝ.Ŝ ∀x ∈ R [ x3 = 1 ↔ x = 1 ]

ŝ. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยวิธี iff-string
ŝ.ř สําหรับเซต A และ B จะได้วา่ A−Bc = A ∩B

ŝ.Ś สําหรับเซต A และ B จะได้วา่ (A ∪B)c = Ac ∩Bc

ŝ.ś สําหรับเซต A และ B จะได้วา่ (A ∩B)c = Ac ∪Bc

Ş. จงพิสจูน์วา่ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนัทกุคู่
p1 : n เป็นจํานวนเตม็ทีÉหารด้วย ś แล้วเหลือเศษ ř
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p2 : n3 เป็นจํานวนเตม็ทีÉหารด้วย ś แล้วเหลือเศษ ř
p3 : n3 + 4 เป็นจํานวนเตม็ทีÉหารด้วย ś แล้วเหลือเศษ Ś

ş. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê
ş.ř √

3 เป็นจํานวนอตรรกยะ
ş.Ś สําหรับจํานวนเตม็ a ใด ๆ ถ้า a2 + 2a+ 5 เป็นจํานวนคู่ แล้ว a เป็นจํานวนคีÉ
ş.ś ถ้า a เป็นจํานวนเตม็ แล้ว a2 ̸= 4a+ 3

ş.Ŝ ∀x, y ∈ R+, x+ y > 2
√
xy

Š. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Êวา่เป็นจริงหรือไม่ ถ้าจริงจงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน
Š.ř ถ้า m เป็นจํานวนเตม็ และ 4m เป็นจํานวนคู่ แล้ว 3m เป็นจํานวนคู่
Š.Ś ผลบวกของจํานวนตรรกยะกบัอตรรกยะเป็นจํานวนอตรรกยะ
Š.ś ∀a, b ∈ R, [ (a ̸= 0 ∧ b ̸= 0) → a+ b ̸= 0 ]

Š.Ŝ ∀x, y ∈ R, [x < y → |x| < |y| ]

š. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê

š.ř ทกุ ๆ จํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นั ÊนซึÉง x+ y = 5

š.Ś มีจํานวนจริง x เพียงจํานวนเดียวเทา่นั ÊนทีÉทําให้ xy = x สําหรับทกุจํานวนจริง y

řŘ. จงพิสจูน์วา่ข้อความตอ่ไปนี Êเป็นเท็จ
řŘ.ř มีจํานวนจริง x ซึÉง x = x+ 1

řŘ.Ś มีจํานวนจริง x ซึÉง x2 + x+ 1 = 0

řŘ.ś ∃n ∈ N, 3 | 2n

řř. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

řř.ř 12 + 22 + 32 + ...+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
สําหรับทกุจํานวนนบั n

řř.Ś 13 + 23 + 33 + ...+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
สําหรับทกุจํานวนนบั n

řř.ś 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2 สําหรับทกุจํานวนนบั n

řř.Ŝ 2 + 4 + 6 + ...+ (2n) = n2 + n สําหรับทกุจํานวนนบั n

řř.ŝ 2 + 22 + 23 + ...+ 2n = 2n+1 − 2 สําหรับทกุจํานวนนบั n

řř.Ş 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ...+ n(n!) = (n+ 1)!− 1 สําหรับทกุจํานวนนบั n



ś.Ş. การพิสูจน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ şš

řŚ. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
řŚ.ř 3 | (5n − 2n) เมืÉอ n เป็นจํานวนเตม็บวก
řŚ.Ś 5 | (33n+1 + 2n+1) เมืÉอ n เป็นจํานวนเตม็บวก
řŚ.ś 7 | (32n+1 + 2n+2) สําหรับจํานวนนบั n

řś. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
řś.ř ∀n ∈ N, 2n > n

řś.Ś ∀n ∈ N, 1 + 2−1 + 2−2 + ...+ 2−n ≤ 2

řś.ś ∀n ∈ N, n ≥ 10, 2n−10(1000) < 2n − 2n−6

řś.Ŝ ให้ x ∈ R ซึÉง x > −1 จงพิสจูน์วา่ ∀n ∈ N, (1 + x)n ≥ 1 + nx

řŜ. จงหาจํานวนนบัเริÉมต้นทีÉทําให้ข้อความนี Êเป็นจริงพร้อมทั Êงพิสจูน์
řŜ.ř 2n−1 ≤ n!

řŜ.Ś 4n > n4

řŜ.ś (2n)! < 22n(n!)2

řŜ.Ŝ n2 < (3
2
)n
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บททีÉ Ŝ
เซต

ในทางคณิตศาสตร์ถือวา่ “เซต (Set)” เป็นมลูฐาน เพราะวา่ทฤษฎีบทตา่ง ๆ ล้วนมีเซตเข้ามาเกีÉยวข้อง
เป็นพื Êนฐานเกือบทั Êงหมด (กรรณิกา กวกัเพฑรูย์. ŚŝŜŚ. หน้า şš) ผู้ ทีÉเริÉมใช้คําวา่เซตเป็นคนแรกคือ เกอร์ก
คนัทอร์ (Georg Cantor) ซึÉงเป็นนกัคณิตศาสตร์ชาวเยอรมนั และเซตก็ถกูใช้อยา่งแพร่หลายในเวลาตอ่มา
คนัทอร์ได้อธิบายเซตอยา่งงา่ย ๆ เพืÉอความเข้าใจเบื Êองต้นวา่ "เซตคือกลุม่ของสิÉงของหรือจินตนาการ ซึÉงมี
สมบตัิบางประการคล้ายกนั และสิÉงของดงักลา่วนั Êนเรียกวา่ สมาชิกของเซต"

เซตเป็นคําอนิยาม หมายถงึคําทีÉต้องยอมรับกนัในเบื Êองต้นวา่ไม่สามารถให้ความหมายทีÉรัดกมุได้ คํา
วา่เซตจงึหมายถงึกลุม่ของสิÉงของตา่ง ๆ และเมืÉอกลา่วถงึกลุม่ใดแล้วจะสามารถบอกได้แน่นอนวา่สิÉงใด
อยูใ่นกลุม่ และสิÉงใดอยูน่อกกลุม่ เรียกสิÉงทีÉอยูใ่นเซตวา่ สมาชิก (Element) (P. Glendinning ŚŘřŚ. หน้า
ŜŠ) สิÉงตา่ง ๆ ทีÉอยู่ในเซต ต้องเป็นสิÉงทีÉสามารถระบไุด้อยา่งแจ่มชดั (Well-defined) เพืÉอทีÉสามารถระบไุด้
วา่ สิÉงนั Êนเป็นสมาชิกในเซตหรือไม่ เช่น {1, 2, 3} และ { สีแดง , สีเหลือง , สีนํ Êาเงิน } เป็นต้น ถ้า a เป็น
สมาชิกของเซต A เขียนแทนด้วย a ∈ A และถ้า a ไมเ่ป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนด้วย a /∈ A ตวัอยา่ง
เชน่ A = {1, 2, 3} จะเขียนได้วา่ 1 ∈ A แต่ 4 /∈ A เป็นต้น

การเขียนเซตมี Ś วิธีคือ วิธีแจกแจงสมาชิก และวิธีบอกเงืÉอนไขของสมาชิก
ř. วธีิแจกแจงสมาชิก (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก คือการเขียนเซตโดยเขียน

สมาชิกลงในเครืÉองหมายวงเลบ็ปีกกา {} และใช้เครืÉองหมายจลุภาค (, ) คัÉนระหวา่งสมาชิกแตล่ะ
ตวั ตวัอยา่งเช่น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เป็นต้น มีข้อตกลงในการเขียนดงันี Ê
(ก) ถ้าสมาชิกในเซตซํ Êากนัจะเขียนสมาชิกตวันั Êนเพียงครั Êงเดียว เชน่ {1, 1, 2, 3} เขียนแทนด้วย

{1, 2, 3}

(ข) สมาชิกในเซตเดียวกนัสามารถเขียนลําดบัแบบใดก็ได้ซึÉงความหมายของเซตนั Êนไมเ่ปลีÉยนแปลง
เช่น {1, 2, 3} เขียนเป็น {3, 1, 2} หรือ {2, 1, 3} ก็ได้ ถือวา่ทั Êง ś เซตเป็นเซตเดียวกนั

(ค) สําหรับเซตทีÉ มีสมาชิกจํานวนมากและบอกสมาชิกทีÉตามมาได้แน่ชดั เขียน ... แทนสมาชิก
ลําดบัถดัไปจนถงึตวัสดุท้าย ตวัอยา่งเชน่

{1, 2, 3, ..., 10} หมายถงึ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}
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ทํานองเดียวกบัสําหรับเซตทีÉมีสมาชิกไมมี่ทีÉสิ Êนสดุ เชน่ {1, 2, 3, ...} หมายถงึเซตทีÉประกอบ
ด้วยสมาชิก 1, 2, 3 และลําดบัถดัไปไมมี่ทีÉสิ Êนสดุ

Ś. วธีิบอกเงืÉอนไขของสมาชิก (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงืÉอนไขประกอบด้วย Ś
สว่น สว่นแรกหมายถงึสมาชิก และสว่นทีÉสองคือเงืÉอนไขของสมาชิก โดยมีเครืÉองหมาย | คัÉนระหวา่ง
สองสว่นนั Êน อา่นวา่ "โดยทีÉ"

A = { สมาชิก | เงืÉอนไขของสมาชิก }

ตวัอยา่งเชน่ A = {x | x เป็นจํานวนเตม็บวกทีÉน้อยกวา่ 5} หมายถงึ เซต A คือเซตของ x โดยทีÉ x
เป็นจํานวนเตม็บวกทีÉน้อยกวา่ 5 และเขียนแจกแจงสมาชิกได้เป็น A = {1, 2, 3, 4}

ข้อสงัเกตของการเขียนเซตแตล่ะชนิด
ř. เซตทีÉ เขียนโดยวิธีแจกแจงสมาชิกจะสามารถเขียนโดยวิธีบอกเงืÉอนไขสมาชิกได้ แต่ในบางเซตทีÉ

เขียนโดยวิธีบอกมีเงืÉอนไขสมาชิกไมส่ามารถเขียนโดยวิธีแจกแจงสมาชิกได้ เชน่

{x |x เป็นจํานวนอตรรกยะทีÉอยูร่ะหวา่ง 0 ถงึ 1}

Ś. การเขียนเซตแบบมีเงืÉอนไขเขียนได้หลายรูปแบบขึ Êนอยูก่บัผู้ เขียน ตวัอยา่งเชน่

{x |x เป็นจํานวนเตม็บวกทีÉน้อยกวา่ 5} หรือ {x |x เป็นจํานวนเตม็ทีÉอยูร่ะหวา่ง 0 ถงึ 5}

หมายถงึเซตเดียวกนัคือ {1, 2, 3, 4}

ในตําราเลม่นี Êจะใช้สญัลกัษณ์
C แทนเซตของจํานวนเชิงซ้อน
R แทนเซตของจํานวนจริง
Q แทนเซตของจํานวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจํานวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจํานวนเตม็
N แทนเซตของจํานวนนบั

ถ้าสนใจเฉพาะสมาชิกทีÉเป็นบวกจะเขียนเป็น Z+,Q+,R+ แทนเซตจํานวนเตม็บวก จํานวนตรรกยะ
บวก และจํานวนจริงบวกตามลําดบั ในทํานองเดียวกนัZ−,Q−,R− แทนเซตจํานวนเตม็ลบ จํานวนตรรกยะ
ลบ และจํานวนจริงลบตามลําดบั สําหรับจํานวนจริง a, b ซึÉง a < b จะกําหนดให้

(a, b) เขียนแทน {x ∈ R | a < x < b}

a b



Šŝ

[a, b] เขียนแทน {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}

a b

(a, b] เขียนแทน {x ∈ R | a < x ≤ b}

a b

[a, b) เขียนแทน {x ∈ R | a ≤ x < b}

a b

(a,∞) เขียนแทน {x ∈ R |x > a}

a

[a,∞) เขียนแทน {x ∈ R | x ≥ a}

a

(−∞, a) เขียนแทน {x ∈ R | x < a}

a

(−∞, a] เขียนแทน {x ∈ R | x ≤ a}

a
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Ŝ.ř การดาํเนินการบนเซต
ในเบื Êองต้นเพืÉอให้งา่ยตอ่การนําไปใช้ กําหนดสญัลกัษณ์ดงันี Ê
ř. สําหรับเซตทีÉไมมี่สมาชิกเลยเขียนแทนด้วย {} หรือ ∅ และเรียกวา่ เซตว่าง (Empty set)
Ś. เอกภพสัมพทัธ์ (Universe) คือเซตทีÉถกูกําหนดขึ Êนโดยมีข้อตกลงวา่ จะกลา่วถงึสิÉงทีÉเป็นสมาชิก

ของเซตนี Êเทา่นั Êน และนิยมใช้ U แทนเอกภพสมัพทัธ์
เซตมีมากมายหลายแบบแตกตา่งกนัไป เมืÉอสนใจเซต ๆ หนึÉง แล้วสร้างเซตใหม่จากสมาชิกของเซตนี Ê

จะเรียกวา่ สับเซต (Subset) หรือ เซตย่อย ดงันิยามตอ่ไปนี Ê
บทนิยาม Ŝ.ř.ř ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ จะกลา่ววา่ A เป็น สับเซต ของ B ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ สมาชิกใน
A เป็นสมาชิกใน B เขียนแทนด้วย A ⊆ B

A

B

A ⊆ B ↔ ∀x ∈ U , (x ∈ A → x ∈ B)

หรือกลา่วได้อีกอยา่งวา่ B เป็น ซูเปอร์เซต (Superset) ของ A เขียนแทนด้วย B ⊇ A ถ้า A ไมเ่ป็น
สบัเซตของ B เขียนแทนด้วย A * B นัÉนคือ

A * B ↔ ∃x ∈ U , (x ∈ A ∧ x /∈ B)

จากนิยามจะกลา่วได้วา่ A ⊆ A และ ∅ ⊆ A ทกุ ๆ เซต A

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ś กําหนดให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} เซตใดตอ่ไปนี Êเป็นสบัเซตของ A ให้
B = {3, 4}, C = {3, 4, 6} และ D = {1, {2}}

วธีิทาํ จะได้วา่ B ⊆ A, C * A และ D * A แตเ่ห็นได้วา่ B ⊆ C ด้วย
บทนิยาม Ŝ.ř.ś จะกลา่ววา่เซต A เทา่กบัเซต B เขียนแทนด้วย A = B ก็ตอ่เมืÉอ A ⊆ B และ B ⊆ A

A = B ↔ (A ⊆ B) ∧ (B ⊆ A)

ถ้า A ไมเ่ทา่กบั B เขียนแทนด้วย A ̸= B

A ̸= B ↔ (A * B) ∨ (B * A)

บทนิยาม Ŝ.ř.Ŝ จะกลา่ววา่เซต A เป็น สับเซตแท้ (Proper subset) ของเซต B เขียนแทนด้วย A ⊂ B

ก็ตอ่เมืÉอ A ⊆ B แต่ A ̸= B

A ⊂ B ↔ (A ⊆ B) ∧ (A ̸= B)

ถ้า A ไมเ่ป็นสบัเซตแท้ของ B เขียนแทนด้วย A ⊂/ B

A ⊂/ B ↔ (A * B) ∨ (A = B)



Ŝ.ř. การดําเนินการบนเซต Šş

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ŝ ให้ A = {1, 3, 5, 7}, B = {3, 5, 7}, C = {1, 3, 4} และ D = {3, 5, 7, 1} จงตรวจสอบวา่
เซตคูใ่ด เทา่กนั เป็นสบัเซต และเป็นสบัเซตแท้
วธีิทาํ จะได้วา่ A = D เพราะวา่มีสมาชิกเหมือนกนัทกุตวั และ B เป็นสบัเซตแท้ของ A เพราะวา่ B ⊆ A

แต่ B ̸= A

ทฤษฎีบท Ŝ.ř.Ş ให้ A,B และ C เป็นเซตใด ๆ จะได้วา่ถ้า A ⊆ B และ B ⊆ C แล้ว A ⊆ C

บทพสูิจน์. ให้ A,B และ C เป็นเซต สมมติวา่ A ⊆ B และ B ⊆ C

ให้ x ∈ A เนืÉองจาก A ⊆ B ดงันั Êน x ∈ B ในทํานองเดียวกนั x ∈ C เพราะวา่ B ⊆ C สรุปได้วา่
A ⊆ C

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ş จงหาสบัเซตทั Êงหมดของ A = {1, 2, 3}

วธีิทาํ หาสบัเซตโดยการแบง่กรณีตอ่ไปนี Ê
กรณีไมมี่สมาชิก : ∅

กรณีมีสมาชิก ř ตวั : {1}, {2}, {3}
กรณีมีสมาชิก Ś ตวั : {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}
กรณีมีสมาชิก ś ตวั : {1, 2, 3}

ดงันั Êนสบัเซตทั Êงหมดของ A คือ ∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3} และ {1, 2, 3}
อาจจะหาสบัเซตของ A = {1, 2, 3} โดยใช้แผนภาพต้นไม้โดยพิจารณาสมาชิกแตล่ะตวัใน A อยู่หรือ

ไมอ่ยูใ่นสบัเซต กําหนดให้
Y แทนสมาชิกตวันั Êนอยูใ่นสบัเซต และ N แทนสมาชิกตวันั Êนไมอ่ยูใ่นสบัเซต

แสดงแผนภาพต้นไม้ได้ดงันี Ê

1

Y 2

Y 3
Y → {1, 2, 3}

N → {1, 2}

N 3
Y → {1, 3}

N → {1}

N 2

Y 3
Y → {2, 3}

N → {2}

N 3
Y → {3}

N → {}

รูปทีÉ řŘ แผนภาพต้นไม้แสดงสบัเซตทั Êงหมดของ {1, 2, 3}
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จากการใช้แผนภาพต้นไม้ จํานวนสบัเซตทั ÊงหมดของA เทา่กบั 23 = 8 สบัเซต โดยอาศยักฎการนบัขยาย
แนวคิดไปยงักรณีทัÉวไปกลา่วคือจํานวนสบัเซตทั Êงหมดของ A เทา่กบั 2n(A) สบัเซต ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท Ŝ.ř.Š ให้ A เป็นเซตจํากดั แล้วจํานวนสบัเซตทั Êงหมดของ A เทา่กบั 2n(A) สบัเซต และมี
จํานวนสบัเซตแท้ทั Êงหมดเทา่กบั 2n(A) − 1 สบัเซต
บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั
บทนิยาม Ŝ.ř.š ให้A เป็นเซตใด ๆ จะเรียกเซตของสบัเซตทั ÊงหมดของA วา่เซตกาํลัง (Power set) เขียน
แทนด้วย P(A) นัÉนคือ

P(A) = {X |X ⊆ A}

จะสงัเกตเห็นวา่ P(A) ̸= ∅ เพราะวา่ ∅ ⊆ A นัÉนคือ ∅ ∈ P(A) ไมว่า่ A จะเป็นเซตใดก็ตาม
ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŘ เซตกําลงัของ A = {1, 2, 3} คือ

P(A) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3} {1, 2, 3}}

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řř กําหนดให้ A และ B เป็นเซต จะได้วา่ถ้า A ⊆ B แล้ว P(A) ⊆ P(B)

บทพสูิจน์. ให้ A และ B เป็นเซต สมมติวา่ A ⊆ B

ให้ X ∈ P(A) จะได้วา่ X ⊆ A เนืÉองจาก A ⊆ B ดงันั Êน X ⊆ B สรุปได้วา่ X ∈ P(B) นัÉนคือ
P(A) ⊆ P(B)

บทนิยาม Ŝ.ř.řŚ ให้ A และ B เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U แล้ว
ยูเนียน (Union) A ∪B = {x ∈ U | x ∈ A หรือ x ∈ B}

อนิเตอร์เซกชัน (Intersection) A ∩B = {x ∈ U | x ∈ A และ x ∈ B}

ผลต่าง (Difference) A−B = {x ∈ U | x ∈ A และ x /∈ B}

ส่วนเตมิเตม็ (Complement) Ac = {x ∈ U | x /∈ A}

ตอ่ไปนี Êเป็นแผนภาพแสดงผลของการดําเนินการระหวา่งเซต ให้สว่นทีÉแรเงาคือ A∪B, A∩B, A−B

และ Ac ตามลําดบั โดยใช้รูปวงกลมแทนเซต A และ B รูปสีÉเหลีÉยมผืนผ้าแทน U ดงัแผนภาพตอ่ไปนี Ê

A B
U

A ∪B

A B
U

A ∩B

A B
U

A−B

A

U

Ac

รูปทีÉ řř แผนภาพการดําเนินการระหวา่งเซต
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ตอ่ไปจะเป็นกฎเกีÉยวกบัการดําเนินการบนเซตทีÉมกัถกูอ้างอิงบอ่ยครั Êง และสามารถพิสจูน์โดยใช้วิธี
iff-string (ให้ผู้อา่นทําเป็นแบบฝึกหดั) กําหนดให้ A,B และ C เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U จะได้วา่
Sř A ∩ A = A กฎนิจพล (Idempotent laws)

A ∪ A = A

SŚ A ∩B = B ∩ A กฎการสลบัทีÉ (Commutative laws)
A ∪B = B ∪ A

Sś A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C กฎการเปลีÉยนหมู่ (Associative laws)
A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C

SŜ A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) กฎการแจกแจง (Distributive laws)
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

Sŝ (A ∩B)c = Ac ∪Bc กฎเดอมอร์แกน (De Morgan's laws)
(A ∪B)c = Ac ∩Bc

SŞ (Ac)c = A กฎสว่นเติมเตม็ซ้อน (Double complement law)

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řś สําหรับเซต A และ B ใด ๆ จงพิสจูน์วา่ A ∪B = B ก็ตอ่เมืÉอ A ⊆ B

บทพสูิจน์. ให้ A และ B เป็นเซต สมมติวา่ A ∪ B = B ให้ x ∈ A จะได้วา่ x ∈ A ∪ B เนืÉองจาก
A∪B = B ดงันั Êน x ∈ B สรุปได้วา่ A ⊆ B ในทางกลบักนั สมมติวา่ A ⊆ B เห็นได้ชดัวา่ B ⊆ A∪B ให้
x ∈ A∪B ถ้า x ∈ B จะได้ข้อสรุปทนัทีวา่ A∪B ⊂ B ถ้า x ∈ A จะได้วา่ x ∈ B เพราะวา่ A ⊆ B ดงันั Êน
A ∪B ⊆ B สรุปได้วา่ A ∪B = B

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŜ จงพิสจูน์วา่ "สําหรับเซต A และ B ใด ๆ B ∩ (A−B) = ∅"
บทพสูิจน์. พิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง สมมติ B ∩ (A − B) ̸= ∅ จะได้วา่มี x ∈ B ∩ (A − B) นัÉนคือ x ∈ B

และ x ∈ A−B ทําให้ได้วา่ x ∈ A และ x /∈ B เกิดข้อขดัแย้ง สรุปได้วา่ B ∩ (A−B) = ∅

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŝ สําหรับเซต A,B และ C ใด ๆ จงพิสจูน์วา่ A ⊆ B ∩ C ก็ตอ่เมืÉอ A ⊆ B และ A ⊆ C

บทพสูิจน์. ให้ A,B และ C เป็นเซต สมมติวา่ A ⊆ B ∩ C ให้ x ∈ A จะได้วา่ x ∈ B ∩ C เนืÉองจาก
A ⊆ B ∩ C ดงันั Êน x ∈ B และ x ∈ C สรุปได้วา่ A ⊆ B และ A ⊆ C ในทางกลบักนั สมมติวา่ A ⊆ B

และ A ⊆ C ให้ x ∈ A จะได้วา่ x ∈ B และ x ∈ C โดยสมมติฐาน ดงันั Êน x ∈ B ∩ C สรุปได้วา่
A ⊆ B ∩ C
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ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŞ จงพิสจูน์วา่ สําหรับเซต A และ B ใด ๆ P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)

บทพสูิจน์. ให้ A และ B เป็นเซต
X ∈ P(A ∩B) ↔ X ⊆ A ∩B

↔ (X ⊆ A) ∧ (X ⊆ B) (จากตวัอยา่ง 4.1.15)
↔ (X ∈ P(A)) ∧ (X ∈ P(B))

↔ X ∈ P(A) ∩ P(B)

สรุปได้วา่ P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)

Ŝ.Ś ยูเนียนและอนิเตอร์เซกชันเพิÉมเตมิ
พิจารณาตวัอยา่ง {A1, A2, A3, A4} เมืÉอ
A1 = [0, 1]

A2 = {0.5, 1, 2}

A3 = {x ∈ Z |x > 1}

A4 = {x ∈ Q | 0 < x < 4}

เซตของดชันีลา่ง {1, 2, 3, 4} เรียกวา่ เซตดรรชนี (Index set) หรือเขียนได้วา่ Aα เมืÉอ α ∈ {1, 2, 3, 4}

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ř ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นเซตของจํานวนนบั ให้ Λ (อา่นวา่แลมป์ดา) เป็นเซตดรรชนี และ
Aα = {1, 2, 3, ..., α}

สําหรับแตล่ะ α ∈ Λ จงหา Aα ทั Êงหมด
ř. เมืÉอ Λ = {1, 3, 5}

วธีิทาํ จะได้วา่ A1 = {1}, A3 = {1, 2, 3} และ A5 = {1, 2, 3, 4, 5}

Ś. เมืÉอ Λ = {1, 2, 3, 4}
วธีิทาํ จะได้วา่ A1 = {1}, A2 = {1, 2}, A3 = {1, 2, 3} และ A4 = {1, 2, 3, 4}

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Ś ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นเซตของจํานวนจริง ให้ Λ เป็นเซตดรรชนี และ
Ax = (x− 1, x+ 1)

สําหรับแตล่ะ x ∈ Λ จงหา Aα ทั Êงหมด
ř. เมืÉอ Λ = {−1, 0, 1}

วธีิทาํ จะได้วา่ A−1 = (−2, 0), A0 = (−1, 1) และ A1 = (0, 2)

Ś. เมืÉอ Λ = {0.5, 1.2, 4}
วธีิทาํ จะได้วา่ A0.5 = (−0.5, 1.5), A1.2 = (0.2, 2.2) และ A4 = (3, 5)



Ŝ.Ś. ยูเนียนและอินเตอร์เซกชนัเพิÉมเติม šř
บทนิยาม Ŝ.Ś.ś ให้ Λ เป็นเซตดรรชนี จะได้วา่

ř. ยูเนียนใด ๆ นิยามโดย∪
α∈Λ

Aα = {x | x เป็นสมาชิกของ Aα สําหรับบาง α ∈ Λ} หรือ ∪
α∈Λ

Aα = {x | ∃α ∈ Λ, x ∈ Aα}

Ś. อนิเตอร์เซกชันใด ๆ นิยามโดย∩
α∈Λ

Aα = {x | x เป็นสมาชิกของ Aα ทกุ α ∈ Λ} หรือ ∩
α∈Λ

Aα = {x | ∀α ∈ Λ, x ∈ Aα}

กรณี Λ = {1, 2, 3, ..., n} เขียนเป็น
n∪

i=1

Ai และ
n∩

i=1

Ai และกรณี Λ = N เขียนเป็น
∞∪
i=1

Ai และ
∞∩
i=1

Ai

ตวัอยา่งเชน่
3∪

i=1

Ai = A1 ∪ A2 ∪ A3 และ
4∩

i=1

Ai = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Ŝ ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นเซตของจํานวนนบั ให้ Ai = {1, 2, 3, ..., i} จงหา

ř.
10∪
i=1

Ai และ
10∩
i=1

Ai

วธีิทาํ

A1 = {1}
A2 = {1, 2}
A3 = {1, 2, 3}

...
A10 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

ดงันั Êน
10∪
i=1

Ai = {1, 2, 3, ..., 10} = A10 และ
10∩
i=1

Ai = {1} = A1

Ś.
∞∪
i=1

Ai และ
∞∩
i=1

Ai

วธีิทาํ จากข้อ ř โดยการดแูนวโน้มจะได้วา่
∞∪
i=1

Ai = N และ
∞∩
i=1

Ai = {1} = A1



šŚ บททีÉ Ŝ. เซต

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ŝ จงหาเซตตอ่ไปนี Ê
ř.

∞∪
n=1

An และ
∞∩
n=1

An เมืÉอ An = (n− 1, n+ 1)

วธีิทาํ

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A1

A2

A3

A4

ดงันั Êน
∞∪
i=1

An = (0,∞) และ
∞∩
i=1

An = ∅

Ś. ∪
x∈(0,1)

Ax และ
∩

x∈(0,1)

Ax เมืÉอ Ax = [1− x, 1 + x]

วธีิทาํ

0 1 2

A0.2

A0.5

A0.8

A0.99

ดงันั Êน ∪
x∈(0,1)

Ax = (0, 1) และ ∩
x∈(0,1)

Ax = {1}

การหายเูนียนและอินเตอร์เซกชนัใด ๆ ข้างต้นเป็นแคก่ารคาดการณ์เทา่นั Êน ในลําดบัถดัไปจะเสนอการ
พิสจูน์เพืÉอยืนยนัความจริงของคําตอบ ในกรณีทีÉเซตดรรชนีเป็นจํานวนนบัจะใช้หลกัการของอาร์คีมีดีส
(ทฤษฎีบท ?? และบทแทรก Š.Ŝ.řŝ) มาชว่ยในการพิสจูน์ซึÉงกลา่วไว้วา่

ř. ทกุ ๆ จํานวนจริง x จะมีจํานวนนบั n ซึÉง x < n หรือ ∀x ∈ R, ∃n ∈ N, x < n

Ś. ทกุ ๆ จํานวนจริงบวก x จะมีจํานวนนบั n ซึÉง 1

n
< x หรือ ∀x ∈ R+, ∃n ∈ N,

1

n
< x



Ŝ.Ś. ยูเนียนและอินเตอร์เซกชนัเพิÉมเติม šś

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Ş กําหนดให้ An = (1− n, 1 + n) จงหาเซตตอ่ไปนี Êพร้อมทั Êงพิสจูน์
ř. ∪

n∈N

An Ś. ∩
n∈N

An

วธีิทาํ พิจารณา

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

A1

A2

A3

A4

ดงันั Êน ∪
n∈N

An = R และ ∩
n∈N

An = (0, 2)

ř. ∪
n∈N

An = R

บทพสูิจน์. เห็นได้ชดัวา่ ∪
n∈N

An ⊆ R เพราะ An เป็นสบัเซตของจํานวนจริงทกุ ๆ n ∈ N เหลือเพียง
แสดงวา่ R ⊆

∪
n∈N

An ให้ x ∈ R แล้วจะได้วา่ x− 1 ∈ R

กรณีทีÉ x− 1 ≥ 0 โดยหลกัอาร์คีมีดีสจะได้วา่มีจํานวนนบั n0 ซึÉง x− 1 < n0 แล้ว
−n0 < 0 ≤ x− 1 < n0

1− n0 < x < 1 + n0

ดงันั Êน x ∈ An0 สรุปได้วา่ x ∈
∪
n∈N

An นัÉนคือ R ⊆
∪
n∈N

An

กรณีทีÉ x − 1 < 0 จะได้วา่ 1 − x > 0 โดยหลกัอาร์คีมีดีสจะได้วา่มีจํานวนนบั n0 ซึÉง
1− x < n0 แล้ว

−n0 < 0 ≤ 1− x < n0

−1− n0 < −x < −1 + n0

1− n0 < x < 1 + n0

ดงันั Êน x ∈ An0 สรุปได้วา่ x ∈
∪
n∈N

An นัÉนคือ R ⊆
∪
n∈N

An



šŜ บททีÉ Ŝ. เซต
Ś. ∩

n∈N

An = (0, 2)

บทพสูิจน์. ให้ x ∈
∩
n∈N

An จะได้วา่ x ∈ An ทกุ ๆ n ∈ N นัÉนคือ

1− n < x < 1 + n ทกุ ๆ n ∈ N

เลือก n = 1 จะได้วา่ 0 < x < 2 สรุปได้วา่ x ∈ (0, 2) ดงันั Êน ∩
n∈N

An ⊆ (0, 2) แสดงสบัเซตอีกด้าน

โดย ให้ x ∈ (0, 2) นัÉนคือ 0 < x < 2 ทําให้ได้วา่ −1 < x− 1 < 1 สําหรับทกุ ๆ จํานวนนบั n จะได้
วา่ n ≥ 1 และ −n ≤ −1 ดงันั Êน −n ≤ −1 < x− 1 < 1 ≤ n ทกุ ๆ n ∈ N

1− n < x < 1 + n ทกุ ๆ n ∈ N

ดงันั Êน x ∈ An ทกุ ๆ n ∈ N กลา่วคือ x ∈
∩
n∈N

An นัÉนคือ (0, 2) ⊆
∩
n∈N

An

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ş จงหายเูนียนใด ๆ และอินเตอร์เซกชนัใด ๆ ตอ่ไปนี Êพร้อมทั Êงพิสจูน์

ř. ∪
n∈N

(1− 1

n
, 1 +

1

n
) Ś. ∩

n∈N

(1− 1

n
, 1 +

1

n
)

วธีิทาํ ให้ An = (1− 1

n
, 1 +

1

n
) พิจารณา

0 1 2

A1

A2

A3

A4

ดงันั Êน ∪
n∈N

An = (0, 2) และ ∩
n∈N

An = {1}

ř. ∪
n∈N

An = (0, 2)

บทพสูิจน์. ให้ x ∈
∪
n∈N

An จะได้วา่มี n0 ∈ N ซึÉง x ∈ An0 นัÉนคือ 1− 1

n0

< x < 1 +
1

n0

เนืÉองจาก n0 ≥ 1 ดงันั Êน 1

n0

≤ 1 และ −1 ≤ − 1

n0

ทําให้ได้วา่

0 < 1− 1

n0

< x < 1 +
1

n0

< 2



Ŝ.Ś. ยูเนียนและอินเตอร์เซกชนัเพิÉมเติม šŝ

ดงันั Êน x ∈ (0, 2) สรุปได้วา่ ∪
n∈N

An ⊆ (0, 2) แสดงสบัเซตขากลบัโดย ให้ x ∈ (0, 2) เนืÉองจาก

A1 = (0, 2) ดงันั Êน x ∈ A1 ทําให้ได้วา่ x ∈
∪

n∈NAn สรุปได้วา่ (0, 2) ⊆
∪
n∈N

An

Ś. ∩
n∈N

An = {1}

บทพสูิจน์. ให้ x ∈
∩
n∈N

An จะได้วา่ 1− 1

n
< x < 1 +

1

n
ทกุ ๆ n ∈ N หรือกลา่วได้วา่

− 1

n
< x− 1 <

1

n
ทกุ ๆ n ∈ N

จะแสดงวา่ x = 1 โดยวิธีขดัแย้งสมมติวา่ x ̸= 1 ดงันั Êน x− 1 ̸= 0

กรณีทีÉ x− 1 > 0 โดยหลกัอาร์คีมีดีสจะได้วา่มี n0 ซึÉง 1

n0

< x− 1 เกิดข้อขดัแย้ง

กรณีทีÉ x− 1 < 0 จะได้วา่ 1− x > 0 โดยหลกัอาร์คีมีดีสจะได้วา่มี n0 ซึÉง 1

n0

< 1− x หรือ
− 1

n0

> x− 1 เกิดข้อขดัแย้ง

ดงันั Êน x = 1 ตอ่ไปแสดงสบัเซตอีกด้าน ให้ x = 1 เนืÉองจาก n ∈ N ทําให้ได้วา่ n ≥ 1 และ 1

n
> 0

ทกุ ๆ n ∈ N ทําให้ได้วา่

1− 1

n
< 1 < 1 +

1

n
ทกุ ๆ n ∈ N

นั Êนคือ x = 1 ∈ An ทกุ ๆ n ∈ N จะได้วา่ 1 ∈
∩
n∈N

An

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Š จงพิสจูน์วา่ ∩
n∈N

(1− 1

n
, 1) = ∅

บทพสูิจน์. พิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง สมมติ ∩
n∈N

(1− 1

n
, 1) ̸= ∅ นัÉนคือมี x ∈

∩
n∈N

(1− 1

n
, 1) จะได้วา่

1− 1

n
< x < 1 ทกุ ๆ n ∈ N

จาก x < 1 ทําให้ได้วา่ 1− x > 0 โดยหลกัอาร์คีมีดีสจะได้วา่มี n0 ซึÉง 1

n0

< 1− x นัÉนคือ x < 1− 1

n0

เกิดข้อขดัแย้ง สรุปได้วา่ ∩
n∈N

(1− 1

n
, 1) = ∅



šŞ บททีÉ Ŝ. เซต

ทฤษฎีบท Ŝ.Ś.š ให้ Λ เป็นเซตดรรชนี และ Aα เป็นเซตซึÉง α ∈ Λ แล้ว

ř.
(∪

α∈Λ

Aα

)c

=
∩
α∈Λ

(Aα)
c Ś.

(∪
α∈Λ

Aα

)c

=
∩
α∈Λ

(Aα)
c

บทพสูิจน์. ř.

x ∈

(∪
α∈Λ

Aα

)c

↔ x /∈
∪
α∈Λ

Aα

↔ ∀α ∈ Λ, x /∈ Aα

↔ ∀α ∈ Λ, x ∈ (Aα)
c

↔ x ∈
∩
α∈Λ

(Aα)
c

ดงันั Êน
(∪

α∈Λ

Aα

)c

=
∩
α∈Λ

(Aα)
c

Ś. ทําเป็นแบบฝึกหดั

ทฤษฎีบท Ŝ.Ś.řŘ ให้ Λ เป็นเซตดรรชนี และ Aα เป็นเซตซึÉง α ∈ Λ และ B เป็นเซตใด ๆ

ř. B ∪

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

(B ∪ Aα)

Ś.
(∪

α∈Λ

Aα

)
∪B =

∪
α∈Λ

(Aα ∪B)

ś. B ∩

(∩
α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

(B ∩ Aα)

Ŝ.
(∩

α∈Λ

Aα

)
∩B =

∩
α∈Λ

(Aα ∩B)

ŝ. B ∩

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

(B ∩ Aα)

Ş.
(∪

α∈Λ

Aα

)
∩B =

∪
α∈Λ

(Aα ∩B)

ş. B ∪

(∩
α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

(B ∪ Aα)

Š.
(∩

α∈Λ

Aα

)
∪B =

∩
α∈Λ

(Aα ∪B)

บทพสูิจน์. ř.

x ∈ B ∪

(∪
α∈Λ

Aα

)
↔ x ∈ B ∨ x ∈

∪
α∈Λ

Aα

↔ x ∈ B ∨ ∃α ∈ Λ, x ∈ Aα

↔ ∃α ∈ Λ, x ∈ B ∨ x ∈ Aα

↔ ∃α ∈ Λ, x ∈ B ∪ Aα

↔ x ∈
∪
α∈Λ

(B ∪ Aα)



Ŝ.ś. ผลคูณคาร์ทีเซียน šş

ดงันั Êน B ∪

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

(B ∪ Aα)

ข้อ Ś-Š ทําเป็นแบบฝึกหดั

Ŝ.ś ผลคูณคาร์ทเีซียน
ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง จะเรียก (a, b) วา่คู่อันดับ (Ordered pair) a เรียกวา่สมาชิกตวัหน้า b เรียก

วา่สมาชิกตวัหลงั ในทางเรขาคณิตคู่อนัดบั (a, b) คือพิกดับอกตําแหนง่ในระนาบสองมิติ และนิยามการ
เทา่กนัของคูอ่นัดบัดงัตอ่ไปนี Ê
บทนิยาม Ŝ.ś.ř ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง กําหนดให้ (a, b) และ (c, d) เป็นคูอ่นัดบั จะกลา่ววา่

(a, b) = (c, d) ก็ตอ่เมืÉอ a = c และ b = d

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ś ถ้า (x− 1, y + 12) = (2y − 1, 3x+ 2) จงหา x, y ทีÉสอดคล้องเงืÉอนไขนี Ê
จากบทนิยามจะได้วา่ x− 1 = 2y − 1 และ y + 12 = 3x+ 2 จะได้วา่ x = 4 และ y = 2

บทนิยาม Ŝ.ś.ś ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ผลคูณคาร์ทเีซียน (Cartesian product) นิยามโดย
A×B = {(a, b) | a ∈ A และ b ∈ B}

ข้อสังเกต A×∅ = ∅× A = ∅
ข้อตกลง ถ้า A และ B เป็นสบัเซตของจํานวนจริง แผนภาพ A × B เขียนโดยให้ A เป็นแกน X และ B

เป็นแกน Y

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ŝ ให้ A = {1, 2, 3} และ B = {1, 2, 3, 4} จะได้วา่
ř. A×B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4)}

Ś. B × A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 3)}

ś. A× A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}

เขียนแผนภาพได้ดงันี Ê

X

Y

0 1 2 3 4

1

2

3

4

A×B

X

Y

0 1 2 3 4

1

2

3

4

B × A

X

Y

0 1 2 3 4

1

2

3

4

A× A



šŠ บททีÉ Ŝ. เซต
ทฤษฎีบท Ŝ.ś.ŝ ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั แล้ว n(A×B) = n(A) · n(B)

บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ş ให้ A = [1, 4] และ B = [1, 2] ∪ (3, 5) จงเขียนแผนภาพแทนเซตตอ่ไปนี Ê
ř. A× A

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

Ś. A×B

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

ś. B × A

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

Ŝ. B ×B

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ş จงแจกแจงสมาชิกและเขียนแผนภาพของ {(x, y) ∈ Z× Z |xy = 3x+ 12}

วธีิทาํ สําหรับ x, y ทีÉเป็นจํานวนเตม็ จดัรูปสมการ xy = 3x+ 12 จะได้วา่

x(y − 3) = 12 ดงันั Êน x =
12

y − 3

เนืÉองจาก x, y ∈ Z ดงันั Êน (y − 3) | 12 นัÉนคือ
y − 3 = ±1,±2,±3,±4,±6,±12

สรุปได้ดงัตาราง



Ŝ.ś. ผลคูณคาร์ทีเซียน šš

x −1 −2 −3 −4 −6 −12 12 6 4 3 2 1

y −9 −3 −1 0 1 2 4 5 6 7 9 15

เขียนแทนด้วยกราฟตอ่ไปนี Ê

X

Y

−12 −8 −4 0 4 8 12

−8

−4

0

4

8

12

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Š จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี Ê
ř. A = {(x, y) ∈ Z× Z | yx+ y = x+ 7}

วธีิทาํ สําหรับ x, y ทีÉเป็นจํานวนเตม็ จดัรูปสมการ yx+ y = x+ 7 จะได้วา่
y(x+ 1) = (x+ 1) + 6 ดงันั Êน y = 1 +

6

x+ 1

เนืÉองจาก x, y ∈ Z ดงันั Êน (x+ 1) | 6 นัÉนคือ x+ 1 = ±1,±2,±3,±6 สรุปเป็นตารางได้ดงันี Ê
x −7 −4 −3 −2 0 1 2 5

y 0 −1 −2 −5 7 4 3 2

ดงันั Êน A = {(−7, 0), (−4,−1), (−3,−2), (−2,−5), (0, 7), (1, 4), (2, 3), (5, 2)}

Ś. A = {(x, y) ∈ R× R | y2 + x2 − 2x+ 4y + 5 = 0}
วธีิทาํ จดัรูปสมการ y2 + x2 − 2x+ 4y + 5 = 0 จะได้วา่

(y2 − 2y + 1) + (x2 + 4x+ 4) = 0

(y − 1)2 + (x+ 2)2 = 0

จากสมบตัิจํานวนจริงจะได้วา่ x = −2 และ y = 1 ดงันั Êน A = {(−2, 1)}
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ตัวอย่าง Ŝ.ś.š จงหาเงืÉอนไขทีÉ A×B = B × A

วธีิทาํ คําตอบคือ A = ∅ หรือ B = ∅ หรือ A = B ซึÉงคาดการณ์วา่ข้อความตอ่ไปนี Êเป็นจริง
A×B = B × A ก็ตอ่เมืÉอ A = ∅ หรือ B = ∅ หรือ A = B

บทพสูิจน์. ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ สมมติ A × B = B × A และ A ̸= ∅ และ B ̸= ∅ ให้ x ∈ A

เนืÉองจาก B ̸= ∅ จะมี y ∈ B ซึÉง (x, y) ∈ A×B เนืÉองจาก A×B = B×A ดงันั Êน (x, y) ∈ B×A ทําให้
ได้วา่ x ∈ B สรุปได้วา่ A ⊆ B สําหรับการพิสจูน์ B ⊆ A ทําได้ในทํานองเดียวกนั สรุปได้วา่ A = B ใน
ทางกลบักนั ถ้า A = ∅ หรือ B = ∅ หรือ A = B เห็นได้ชดัวา่ A×B = B × A

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řŘ จงพิสจูน์วา่ "สําหรับเซต A และ B ใด ๆ A×B = ∅ ก็ตอ่เมืÉอ A = ∅ หรือ B = ∅"
บทพสูิจน์. ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ สมมติ A ̸= ∅ และ B ̸= ∅ โดยนิยามของผลคณูคาร์ทีเซียนจะได้
วา่ A×B ̸= ∅ ในทางกลบักนั ถ้า A = ∅ หรือ B = ∅ เห็นได้ชดัวา่ A×B = ∅

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řř จะเห็นวา่ข้อความ "สําหรับเซต A,B และ C ใด ๆ ถ้า A×B = A×C แล้ว B = C" เป็น
เท็จโดยเลือกตวัอยา่งค้านคือ A = ∅, B = ∅ และ C = {1}

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řŚ ให้ A,B และ C เป็นเซต จงพิสจูน์วา่ ถ้า A ̸= ∅ และ A×B = A× C แล้ว B = C

บทพสูิจน์. ให้ A,B และ C เป็นเซตใด ๆ สมมติ A ̸= ∅ และ A × B = A × C ถ้า B = ∅ จะได้วา่
A× C = ∅ เนืÉองจาก A ̸= ∅ ดงันั Êน C = ∅ ดงันั Êน B = C สมมติวา่ B ̸= ∅ ให้ y ∈ B เนืÉองจาก A ̸= ∅
จะมี x ∈ A ซึÉง (x, y) ∈ A×B เนืÉองจาก A×B = B ×C ดงันั Êน (x, y) ∈ B ×C ทําให้ได้วา่ y ∈ C สรุป
ได้วา่ B ⊆ C สําหรับการพิสจูน์ C ⊆ B ทําได้ในทํานองเดียวกนั สรุปได้วา่ B = C

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řś สําหรับเซต A,B และ C ใด ๆ จงพิสจูน์วา่ (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

บทพสูิจน์. ให้ A,B และ C เป็นเซตใด ๆ
(x, y) ∈ (A ∪B)× C ↔ x ∈ (A ∪B) ∧ y ∈ C

↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ y ∈ C

↔ (x ∈ A ∧ y ∈ C) ∨ (x ∈ B ∧ y ∈ C)

↔ (x, y) ∈ A× C ∨ (x, y) ∈ B × C

↔ (x, y) ∈ (A× C) ∪ (B × C)

ดงันั Êน (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

เราอาจจะขยายผลคณูคาร์เซียนให้มากกวา่สองตวั เราจะเรียกผลคณูดงักลา่ววา่ผลคณูตรง ให้ n ∈ N
และ A1, A2, ..., An เป็นเซต ผลคูณตรง (Direct product) ของเซต A1, A2, A3, ..., An เขียนแทนด้วย

n∏
i=1

Ai = A1 × A2 × ...× An

และเราจะเขียน An แทน
n∏

i=1

Ai และ Rn =
n∏

i=1

Ai = R × R × ... × R เมืÉอ Ai = R ทกุ ๆ i เรียกผลคณู

ตรงนี Êวา่ปริภมิูยคูลดิ (Euclidean n-space) สําหรับ (a1, a2, ..., an) ∈ Rn เรียกวา่ อนัดบั n-tuple
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ตัวอย่าง Ŝ.ś.řŜ กําหนดให้ A = {1, 2} จะได้วา่

A× A× A = {(1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1), (2, 2, 1), (2, 1, 2), (1, 2, 2), (2, 2, 2)}

Ŝ.Ŝ การจัดการเรียนรู้เรืÉองเซต
เซตเป็นพื Êนฐานทางคณิตศาสตร์ทีÉสําคญั ทีÉจะทําให้ผู้ เรียนเข้าใจคณิตศาสตร์ในระดบัตอ่ ๆ ไป หลกัสตูร

แกนกลางการศกึษาขั Êนพื Êนฐาน พทุธศกัราช Śŝŝř เนื Êอหาจะเน้นไปทีÉความรู้เบื Êองต้นและสญัลกัษณ์พื Êน
ฐาน ในการเรียนระดบัชั ÊนมธัยมศกึษาปีทีÉ Ŝ ทั ÊงสายทีÉเน้นวิทยาศาสตร์ และไมเ่น้นวิทยาศาสตร์ ดงันี Ê
สาระทีÉ ř จํานวนและพีชคณิต
มาตรฐาน ค ř.ř เข้าใจความหลากหลายของการแสดงจํานวน ระบบจํานวน การดําเนินการของจํานวน
ผลทีÉเกิดขึ Êนจากการดําเนินการ สมบตัิของการดําเนินการ และนําไปใช้

ชั Êน ตวัชี Êวดั สาระการเรียนรู้แกนกลาง
ม.Ŝ ř. เข้าใจและใช้ความรู้เกีÉยวกบัเซต เซต

ไมเ่น้น และตรรกศาสตร์เบื Êองต้นในการ - ความรู้เบื Êองต้นและสญัลกัษณ์พื Êนฐาน
วิทยาศาสตร์ สืÉอสารและสืÉอความหมายทาง เกีÉยวกบัเซต

คณิตศาสตร์ - ยเูนียน อินเตอร์เซกชนั และคอมพลีเมนต์
ของเซต

ม.Ŝ ř. เข้าใจและใช้ความรู้เกีÉยวกบัเซต เซต
เน้น ในการสืÉอสารและสืÉอความหมาย - ความรู้เบื Êองต้นและสญัลกัษณ์พื Êนฐาน

วิทยาศาสตร์ ทางคณิตศาสตร์ เกีÉยวกบัเซต
- ยเูนียน อินเตอร์เซกชนั และคอมพลีเมนต์
ของเซต

ตารางทีÉ Śŝ ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางเรืÉองเซต

ตัวอย่างการจัดกจิกรรมการเรียนรู้แบบ ŝE
ผู้ เขียนขอยกตวัอยา่งการสอนสาระการเรียนรู้ "การหาจํานวนสมาชิกของเซต" โดยเน้นการวิเคราะห์

ข้อมลูเพืÉอให้เกิดมโนทศัน์ และขยายไปสูก่รณีทัÉวไปได้ในทีÉสดุ ซึÉงทําได้ ŝ ขั Êนตอนดงันี Ê

ř. ขั Êนสร้างความสนใจ
นําเข้าสู่บทเรียนโดยทบทวนการดําเนินการระหวา่งเซต และเขียนแผนภาพเวนน์ออยเลอร์แทนการ
ดําเนินการเหลา่นั Êน แล้วตั Êงคําถามปลายเปิด เริÉมด้วยกิจกรรม "พื ÊนทีÉ เทา่ไร" โดยแบง่นกัเรียนเป็น
กลุม่ ๆ ละ ś คน ให้นกัเรียนหา n(A ∪B) ตวัอยา่งบตัรคําถามทั Êง ś ใบ
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A B
U

ŝ şใบทีÉ ř

A B

ใบทีÉ Ś

n(A) = 8
n(B) = 5
n(A ∩B) = 3

U

A B
n(A) = 8
n(B − A) = 5
n(A ∩B) = 2

ใบทีÉ ś

U

Ś. ขั Êนสํารวจค้นหา
แจกบตัรคําถามทั Êงหมด ś ใบแจกทีละใบให้แก่นกัเรียนแตล่ะกลุม่ พอเสร็จใบแรก ใบทีÉสอง และใบ
ทีÉสาม ใช้รวมเวลา ŝ นาที ให้นกัเรียนทําตามเวลาทีÉกําหนด (บตัรคําถามจะเรียงลําดบัจากงา่ยไปหา
ยาก) โดยครูผู้สอนจะคอยให้คําปรึกษาในขณะลงมือทํา

ś. ขั Êนอธิบายและลงข้อสรุป
ให้แตล่ะกลุม่สรุปคําตอบ และออกมานําเสนอคําตอบทีÉได้ แล้วนกัเรียนในชั Êนเรียนสรุปความคิดรวบ
ยอดของการพิจารณาจากแผนภาพเวนน์ออยเลอร์โดยเน้นการหาสมาชิกของ Ś เซต สรุปได้ดงันี Ê
ř. หลกัการตดัออก n(A) = n(U)− n(Ac)

Ś. หลกัการไมซ้่อนทบั n(A ∪B) = n(A) + n(B) เมืÉอ A ∩B = ∅

ś. ยเูนียนสําหรับสองเซต n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

Ŝ. ขั Êนขยายความรู้
ครูแสดงโจทย์ทีÉมี ś เซต และตั ÊงคําถามทีÉซบัซ้อนมากขึ Êน ให้นกัเรียนชว่ยกนัตอบเพืÉอให้ได้ข้อสรุปผล
ผนวกสําหรับสามเซตดงันี Ê
n(A ∪B ∪ C) = n(A) + n(B) + n(C)− n(A ∩B)− n(A ∩ C)− n(B ∩ C) + n(A ∩B ∩ C)
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ŝ. ขั Êนประเมิน
ให้นกัเรียนทําใบงานรายบคุคล

สรุป
เซตในทางคณิตศาสตร์ถือเป็นพื ÊนฐานทีÉสําคญั เซตเป็นคําอนิยามแต่อธิบายงา่ย ๆ วา่ เซตคือกลุม่

ของสิÉงของซึÉงมีสมบตัิบางประการคล้ายกนั การเขียนเซตมี Ś แบบคือ แบบแจกแจงสมาชิก และแบบบอก
เงืÉอนไขสมาชิก และเซตทีÉไมมี่สมาชิกเลยเรียกวา่เซตวา่ง เซตทีÉมีสมาชิกทกุตวัเป็นสมาชิกของอีกเซตหนึÉง
จะเรียกวา่สบัเซตของเซตนั Êน สําหรับเซตของสบัเซตทั ÊงหมดของเซตทีÉสนใจเรียกวา่เซตกําลงัของเซตนั Êน
การดําเนินการบนเซตมีดงันี Ê

ř. ยูเนียน A ∪B = {x ∈ U |x ∈ A หรือ x ∈ B}

Ś. อนิเตอร์เซกชัน A ∩B = {x ∈ U |x ∈ A และ x ∈ B}

ś. ผลต่าง A−B = {x ∈ U |x ∈ A และ x /∈ B}

Ŝ. ส่วนเตมิเตม็ Ac = {x ∈ U |x /∈ A}

สว่นยเูนียนและอินเตอร์เซกชนัใด ๆ มีดงันี Ê∪
α∈Λ

Aα = {x | ∃α ∈ Λ, x ∈ Aα} และ ∩
α∈Λ

Aα = {x | ∀α ∈ Λ, x ∈ Aα}

โดยเฉพาะกรณีทีÉเซตดรรชนีเป็นเซตของจํานวนนบั ได้ใช้หลกัของอาร์คีมีดีสมาชว่ยในการพิสจูน์ยเูนียน
และอินเตอร์เซกชนัเหลา่นั Êน จากนั Êนกลา่วถงึผลคณูคาร์ทีเซียนซึÉงหมายถงึเซตของคู่อนัดบัระหวา่งสอง
เซตและสมบตัิเบื Êองต้น และสดุท้ายเป็นตวัอยา่งการจดัการเรียนรู้เรืÉองเซต โดยจดักิจกรรมการเรียนรู้แบบ
ŝE เรืÉองการหาจํานวนสมาชิก ของเซต เพืÉอเป็นตวัอยา่งในการนําไปใช้จดัการเรียนรู้ในห้องเรียน



řŘŜ บททีÉ Ŝ. เซต

คาํถามท้ายบท
ř. กําหนดให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ และ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê

ř.ř A−∅ = A

ř.Ś ∅− A = ∅

ř.ś A ∪∅ = A

ř.Ŝ A ∩∅ = ∅

ř.ŝ A− U = ∅

ř.Ş U − A = Ac

ř.ş A ∪ U = U

ř.Š A ∩ U = A

ř.š (Ac)c = A

ř.řŘ A− A = ∅

ř.řř A ∪ Ac = U

ř.řŚ A−B ⊆ A

ř.řś A ∩B ⊆ A

ř.řŜ B ⊆ A ∪B

ř.řŝ A ∩B ⊆ A ∪B

Ś. กําหนดให้ A,B และ C เป็นเซตใด ๆ และ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê
Ś.ř A ∪ (B − A) = A ∪B

Ś.Ś A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

Ś.ś A− (B ∪ C) = (A−B) ∩ (A− C)

Ś.Ŝ (A∪B)− (A∩B) = (A−B)∪ (B −A)

ś. กําหนดให้ A,B,C และ D เป็นเซตใด ๆ และ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê
ś.ř A ⊆ ∅ ↔ A = ∅

ś.Ś A ∩B = A ↔ A ⊆ B

ś.ś A ⊆ Bc ↔ A ∩B = ∅

ś.Ŝ A ⊆ B ↔ Ac ∪B = U

ś.ŝ A−B = ∅ ↔ A ⊆ B

ś.Ş A ⊆ B ↔ A−B ⊆ B

ś.ş A = B ↔ P(A) = P(B)

ś.Š A ⊆ B ↔ Bc ⊆ Ac

ś.š (A ⊆ B ∧B ⊆ C) ↔ A ∪B ⊆ C

ś.řŘ (A ⊆ C ∧B ⊆ D) ↔ (A∪B) ⊆ (C ∪D)

Ŝ. กําหนดให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ และ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Êวา่เป็น
จริงหรือเท็จ ถ้าเป็นจริงจงพิสจูน์ ถ้าเป็นเท็จจงยกตวัอยา่งค้าน
Ŝ.ř P(A) ∪ P(B) ⊆ P(A ∪B)

Ŝ.Ś P(A ∪B) ⊆ P(A) ∪ P(B)

Ŝ.ś P(A ∩B) ⊆ P(A ∪B)

Ŝ.Ŝ P(A) ∩ P(B) ⊆ P(A ∪B)

Ŝ.ŝ P(A−B) = P(A)− P(B)

Ŝ.Ş A ⊆ B → P(Bc) ⊆ P(Ac)

ŝ. จงหายเูนียน ๆ และอินเตอร์เซกชนัใด ๆ ตอ่ไปนี Êพร้อมทั Êงพิสจูน์

ŝ.ř ∪
n∈N

[− 1

n
,
1

n
]

ŝ.Ś ∪
n∈N

(− 1

n
, 1 +

1

n
)

ŝ.ś ∪
n∈N

(1− 1

n
, 2 +

1

n
]

ŝ.Ŝ ∪
n∈N

[−1,
1

n
)



Ŝ.Ŝ. การจดัการเรียนรู้เรืÉองเซต řŘŝ

ŝ.ŝ ∪
n∈N

(1− 1

n
, 1)

ŝ.Ş ∪
x∈R+

(−x, x)

ŝ.ş ∪
x∈R+

(1− x, 1 + x)

ŝ.Š ∪
y∈R+

(−y

2
,
y

2
)

ŝ.š ∩
n∈N

[− 1

n
,
1

n
]

ŝ.řŘ ∩
n∈N

(− 1

n
, 1 +

1

n
)

ŝ.řř ∩
n∈N

(1− 1

n
, 1)

ŝ.řŚ ∩
x∈R+

(−x, x)

Ş. จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี Êพร้อมทั Êงเขียนแผนภาพ
Ş.ř {(x, y) ∈ N× N | x+ y = 5}

Ş.Ś {(x, y) ∈ N× N | x+ 2y < 7}

Ş.ś {(x, y) ∈ N× N | xy = 12}

Ş.Ŝ {(x, y) ∈ Z× Z |xy = 12}

Ş.ŝ {(x, y) ∈ R× R | x2 + 4y2 − 2x+ 4y + 2 = 0}

ş. ให้ A,B,C และ D เป็นเซต ข้อความตอ่ไปนี Êเป็นจริงหรือเท็จ ถ้าเป็นจริงจงพิสจูน์ ถ้าเป็นเท็จจงยก
ตวัอยา่งค้าน
ş.ř (A×B) ∪ (C ×D) = (A ∪ C)× (B ∪D)

ş.Ś A× (B − C) = (A×B)− (A× C)

ş.ś A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

ş.Ŝ (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)

ş.ŝ B ⊆ C → A×B ⊆ A× C

ş.Ş A×B = B × A → A = B
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บททีÉ ŝ
ความสัมพนัธ์

ในชีวิตประจําวนัมีประโยคทีÉกลา่วถงึความสมัพนัธ์ระหวา่งสองอยา่งอยู่บอ่ยครั Êง เชน่ " ศรีเรือนเป็นแม่
ของศรีจนัทร์ " จากประโยคดงักลา่ว " เป็นแม่ " เป็นคําทีÉแสดงถงึความสมัพนัธ์ระหวา่ง ศรีเรือนกบัศรีจนัทร์
ตวัอยา่งในทางคณิตศาสตร์เชน่ 5 < 7 คําวา่ " น้อยกวา่ " เป็นคําทีÉแสดงถงึความสมัพนัธ์ระหวา่ง 5 กบั 7

ซึÉงก็คือ 5 น้อยกวา่ 7 นัÉนเอง ในบทนี Êจะศกึษานิยามของความสมัพนัธ์ในทางคณิตศาสตร์และสมบตัิตา่ง ๆ
ของความสมัพนัธ์เหลา่นั Êน

ŝ.ř บทนิยามและตัวอย่างของความสัมพนัธ์
บทนิยาม ŝ.ř.ř ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ความสัมพนัธ์ (Relation) จาก A ไป B คือสบัเซตของ A×B

ถ้า r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B และ (a, b) ∈ r เขียนแทนด้วย a r b และนิยาม
โดเมน (Domain) ของ r เขียนแทนด้วย Dom(r) คือ Dom(r) = {a ∈ A | ∃b ∈ B, (a, b) ∈ r}

เรจน์ (Range) ของ r เขียนแทนด้วย Ran(r) คือ Ran(r) = {b ∈ B | ∃a ∈ A, (a, b) ∈ r}

ในกรณีทีÉ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป A จะเรียก r วา่ ความสัมพนัธ์บน A

ข้อสังเกต Dom(r) ⊆ A และ Ran(r) ⊆ B

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ś จงหาโดเมนและเรจน์ของ r ให้ A = {1, 2, 3} และ B = {x, y, z}
กําหนดให้ r = {(1, x), (2, y), (3, x)} เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B เขียนเป็นแผนภาพได้ดงันี Ê

1

2

3

A

x

y

z

B

รูปทีÉ řŚ แผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ r = {(1, x), (2, y), (3, x)}

วธีิทาํ จากแผนภาพจะได้วา่ Dom(r) = {1, 2, 3} และ Ran(r) = {x, y}



řřŘ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ř.ś จงเขียนความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี Êในรูปเซต พร้อมทั Êงหาโดเมนและเรนจ์
ř. ให้ x, y ∈ R กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x = y

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3
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−2

−1

1

2

3

รูปทีÉ řś กราฟแสดงความสมัพนัธ์ y = x

ดงันั Êน r = {(x, y) ∈ R × R | y = x} หรือ r = {(x, x) |x ∈ R} เป็นความสมัพนัธ์บน R ซึÉงมี
Dom(r) = Ran(r) = R เรียกความสมัพนัธ์นี Êวา่ "ความสมัพนัธ์เอกลกัษณ์บน R" นิยามทัÉวไปคือ

iA = {(a, a) | a ∈ A}

เมืÉอ A ̸= ∅ เรียก iA วา่ ความสัมพนัธ์เอกลักษณ์ (Identity relation) บน A

Ś. ให้ x, y ∈ R กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ y = x2

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê
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รูปทีÉ řŜ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ y = x2

ดงันั Êน r = {(x, y) ∈ R× R | y = x2} และมี Dom(r) = R และ Ran(r) = [0,∞)



ŝ.ř. บทนิยามและตวัอย่างของความสมัพนัธ์ řřř

ś. ให้ x, y ∈ R กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x < y

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X
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รูปทีÉ řŝ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ x < y

ดงันั Êน r = {(x, y) ∈ R× R |x < y} และมี Dom(r) = Ran(r) = R
เรียกความสมัพนัธ์นี Êวา่ "น้อยกว่า" บน R เขียนแทนด้วย "<"

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ŝ จงเขียนความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี Êในรูปเซต พร้อมทั Êงหาโดเมนและเรนจ์
ř. ให้ x, y ∈ N กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x | y

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê
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รูปทีÉ řŞ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ x | y

ดงันั Êน r = {(x, y) ∈ N× N |x | y} และมี Dom(r) = Ran(r) = N
เรียกความสมัพนัธ์นี Êวา่ "หารลงตัว" บน N เขียนแทนด้วย " | "



řřŚ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์
Ś. ให้ x, y ∈ Z กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ 2 | (x− y)

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê
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รูปทีÉ řş กราฟแสดงความสมัพนัธ์ 2 | (x− y)

ดงันั Êน r = {(x, y) ∈ Z× Z | 2 | (x− y)} และมี Dom(r) = Ran(r) = Z

ตัวอย่าง ŝ.ř.ŝ กําหนดให้ A = {{1}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 4}} สําหรับ X,Y ∈ A นิยาม
X r Y มีความหมายวา่ X ⊆ Y

จงหาโดเมนและเรจน์ของ r
วธีิทาํ เขียนเป็นแผนภาพเฮสเซ (ดใูนหวัข้อ ŝ.ś ) ได้ดงันี Ê

{2, 3} {1, 2}{1, 3}

{1}

{1, 2, 4}

ดงันั Êน r = {(X,Y ) ∈ A× A |X ⊆ Y } ซึÉงมี Dom(r) = Ran(r) = {{1}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 4}}
ในกรณีสําหรับเซต S และ X,Y ∈ P(S) นิยาม X r Y มีความหมายวา่ X ⊆ Y แล้ว

r = {(X, Y ) ∈ P(S)×P(S) |X ⊆ Y } เป็นความสมัพนัธ์บน P(S)

จะได้วา่ Dom(r) = Ran(r) = P(S)



ŝ.ř. บทนิยามและตวัอย่างของความสมัพนัธ์ řřś

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ş จงหาโดเมนและเรจน์ของ r เมืÉอ A เป็นเซตของเส้นตรงในระนาบสองมิติ และ ℓ1, ℓ2 ∈ A

ℓ1 r ℓ2 มีความหมายวา่ ℓ1 ขนานกบั ℓ2

วธีิทาํ ดงันั Êน r = {(ℓ1, ℓ2) ∈ A×A | ℓ1 ขนานกบั ℓ2} เป็นความสมัพนัธ์บน A มี Dom(r) = Ran(r) = A

ตัวอย่าง ŝ.ř.ş จงหาโดเมนและเรจน์ของ r เมืÉอ A เป็นเซตของประพจน์ และ p, q ∈ A กําหนดให้
p r q มีความหมายวา่ p → q เป็นสจันิรันดร์

วธีิทาํ ดงันั Êน r = {(p, q) ∈ A× A | p → q เป็นสจันิรันดร์ } เป็นความสมัพนัธ์บน A

ดงันั Êน Dom(r) = Ran(r) = A

ตัวอย่าง ŝ.ř.Š ให้ A = {1, 2} จงหาทกุความสมัพนัธ์บน A

วธีิทาํ นัÉนคือหาสบัเซตทั Êงหมดของ A× A = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}

r1 = ∅

r2 = {(1, 1)}

r3 = {(1, 2)}

r4 = {(2, 1)}

r5 = {(2, 2)}

r6 = {(1, 1), (1, 2)}

r7 = {(1, 1), (2, 1)}

r8 = {(1, 1), (2, 2)}

r9 = {(1, 2), (2, 1)}

r10 = {(1, 2), (2, 2)}

r11 = {(2, 1), (2, 2)}

r12 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1)}

r13 = {(1, 1), (1, 2), (2, 2)}

r14 = {(1, 1), (2, 1), (2, 2)}

r15 = {(1, 2), (2, 1), (2, 2)}

r16 = A× A

เรียก∅ วา่ความสัมพนัธ์ว่าง (Empty relation) และเรียกA×A วา่ความสัมพนัธ์เอกภพ (Universal
relation) เมืÉอ A ̸= ∅ จากตวัอยา่งนี Êจะเห็นได้วา่จํานวนความสมัพนัธ์ทั Êงหมดคํานวณได้จาก

2n(A×A) = 24 = 16

โดยทฤษฎีบท Ŝ.ř.Š เพราะความสมัพนัธ์บน A คือสบัเซตของ A × A และใช้ทฤษฎีบท Ŝ.ś.ŝ ทําให้ได้
ทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê

ทฤษฎีบท ŝ.ř.š ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั แล้วจํานวนความสมัพนัธ์จาก A ไป B ทั Êงหมดเทา่กบั
2n(A)·n(B)

บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั



řřŜ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ř.řŘ ให้ r = {(x, y) ∈ R× R | y = x2 + 1} จงหาโดเมนและเรนจ์ของ r พร้อมทั Êงพิสจูน์
วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

6

รูปทีÉ řŠ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ y = x2 + 1

จากราฟจะได้วา่ Dom(r) = R และ Ran(r) = [1,∞)

บทพสูิจน์. จะแสดงโดยบทนิยามทีÉวา่ A = B ก็ตอ่เมืÉอ A ⊆ B และ B ⊆ A

ř. Dom(r) = R
เห็นได้ชดัวา่ Dom(r) ⊆ R ให้ x ∈ R เลือก y = 1 + x2 ดงันั Êน y ∈ R นั Êนคือ (x, y) ∈ r เพราะฉนั Êน
x ∈ Dom(r) นั Êนคือ R ⊆ Dom(r) สรุปได้วา่ Dom(r) = R

Ś. Ran(r) = [1,∞)

ให้ y ∈ Ran(r) จะมี x ∈ R ซึÉง y = 1 + x2 เนืÉองจาก
x2 ≥ 0

y = 1 + x2 ≥ 1

ดงันั Êน y ∈ [1,∞) เพราะฉนั Êน Ran(r) ⊆ [1,∞) ในทางกลบักนัให้ y ≥ 1 แล้ว y − 1 ≥ 0

เลือก x =
√
1− y ดงันั Êน x ∈ R และ x2 = 1− y แล้ว

y = x2 + 1

นั Êนคือ (x, y) ∈ r จงึได้วา่ y ∈ Ran(r) เพราะฉนั Êน [1,∞) ⊆ Ran(r) สรุปได้วา่ Ran(r) = [1,∞)



ŝ.ř. บทนิยามและตวัอย่างของความสมัพนัธ์ řřŝ

ตัวอย่าง ŝ.ř.řř ให้ r = {(x, y) ∈ R× R | x2 + y2 = 9} จงหาโดเมนและเรนจ์ของ r พร้อมทั Êงพิสจูน์
วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X
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รูปทีÉ řš กราฟแสดงความสมัพนัธ์ x2 + y2 = 9

จากราฟจะได้วา่ Dom(r) = [−3, 3] และ Ran(r) = [−3, 3]

บทพสูิจน์. จะแสดงวา่ Dom(r) = [−3, 3] และ Ran(r) = [−3, 3]

ř. Dom(r) = [−3, 3]

ให้ x ∈ Dom(r) จะได้วา่มี y ∈ R ซึÉง x2 + y2 = 9 แล้ว 9− x2 = y2 ≥ 0 ดงันั Êน
9− x2 ≥ 0

x2 − 9 ≤ 0

(x− 3)(x+ 3) ≤ 0

ทําให้ได้วา่ x ∈ [−3, 3] นัÉนคือ Dom(r) ⊆ [−3, 3] ในทางกลบักนัให้ x ∈ [−3, 3] แล้ว
−3 ≤ x ≤ 3

0 ≤ x2 ≤ 9

∴ 9− x2 ≥ 0

เลือก y =
√
9− x2 ดงันั Êน y ∈ R และ x2 + y2 = 9 ทําให้ได้วา่ (x, y) ∈ r เพราะฉนั Êน x ∈ Dom(r)

นั Êนคือ [−3, 3] ⊆ Dom(r) สรุปได้วา่ Dom(r) = [−3, 3]

Ś. Ran(r) = [−3, 3] ทําเป็นแบบฝึกหดั



řřŞ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ř.řŚ ให้ r = {(x, y) ∈ R × R | 4x2 + 9y2 = 36} จงหาโดเมนและเรนจ์ของ r พร้อมทั Êง
พิสจูน์
วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê
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รูปทีÉ ŚŘ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ 4x2 + 9y2 = 36

จากราฟจะได้วา่ Dom(r) = [−3, 3] และ Ran(r) = [−2, 2]

บทพสูิจน์. จะแสดงวา่ Dom(r) = [−3, 3] และ Ran(r) = [−2, 2]

ř. Ran(r) = [−2, 2]

ให้ y ∈ Ran(r) จะได้วา่มี x ∈ R ซึÉง 4x2 + 9y2 = 36 แล้ว 36− 9y2 = 4x2 ≥ 0 ดงันั Êน
36− 9y2 ≥ 0

y2 − 4 ≤ 0

(y − 2)(y + 2) ≤ 0

ทําให้ได้วา่ y ∈ [−2, 2] นัÉนคือ Ran(r) ⊆ [−2, 2] ในทางกลบักนัให้ y ∈ [−2, 2] แล้ว
−2 ≤ y ≤ 2

0 ≤ y2 ≤ 4

0 ≤ 9y2 ≤ 36

∴ 36− 9y2 ≥ 0

เลือก x =
1

2

√
36− 9y2 ดงันั Êน x ∈ R และ

x =
1

2

√
36− 9y2

x2 =
1

4
(36− 9y2)

4x2 + 9y2 = 36



ŝ.ř. บทนิยามและตวัอย่างของความสมัพนัธ์ řřş

ทําให้ได้วา่ (x, y) ∈ r เพราะฉนั Êน y ∈ Ran(r) นัÉนคือ [−2, 2] ⊆ Ran(r) สรุปได้วา่ Ran(r) = [−2, 2]

Ś. Dom(r) = [−3, 3] ทําเป็นแบบฝึกหดั

ตัวอย่าง ŝ.ř.řś ให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์ จาก A ไป B จงแสดงวา่
Dom(r ∪ s) ⊆ Dom(r) ∪ Dom(s)

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ Dom(r ∪ s) จะได้วา่มี y ∈ B ซึÉง (x, y) ∈ r ∪ s ดงันั Êน (x, y) ∈ r หรือ (x, y) ∈ s

ทําให้ได้วา่ x ∈ Dom(r) หรือ x ∈ Dom(s) นัÉนคือ x ∈ Dom(r) ∪ Dom(s)

ตัวอย่าง ŝ.ř.řŜ ให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์ จาก A ไป B จงแสดงวา่
Ran(r ∪ s) ⊆ Ran(r) ∪ Ran(s)

บทพสูิจน์. ให้ y ∈ Ran(r∪ s) จะได้วา่มี x ∈ A ซึÉง (x, y) ∈ r∪ s ดงันั Êน (x, y) ∈ r หรือ (x, y) ∈ s ทําให้
ได้วา่ y ∈ Ran(r) หรือ y ∈ Ran(s) นัÉนคือ y ∈ Ran(r) ∪ Ran(s)
บทนิยาม ŝ.ř.řŝ ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B ความสัมพนัธ์ผกผัน (Inverse relation) ของ r

เขียนแทนด้วย r−1 คือความสมัพนัธ์จาก B ไป A กําหนดให้ x r−1 y ก็ตอ่เมืÉอ y r x

เขียนในรูปเซตได้ดงันี Ê
r−1 = {(x, y) ∈ B × A | (y, x) ∈ r}

ข้อสังเกต Dom(r−1) = Ran(r) และ Ran(r−1) = Dom(r)

ตัวอย่าง ŝ.ř.řŞ ความสมัพนัธ์ผกผนัของ r = {(1, 2), (1, 4), (2, 5), (4, 5), (3, 8)} คือ
r−1 = {(2, 1), (4, 1), (5, 2), (5, 4), (8, 3)}

เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê
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รูปทีÉ Śř กราฟแสดงความสมัพนัธ์ r และ r−1 เมืÉอ r = {(1, 2), (1, 4), (2, 5), (4, 5), (3, 8)}



řřŠ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์
จากกราฟจะเห็นได้วา่ r และ r−1 มีความสมัพนัธ์เอกลกัษณ์เป็นแกนสมมาตร

ตัวอย่าง ŝ.ř.řş จงหา r−1 พร้อมทั Êงเขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์

ř. ให้ r = {(x, y) ∈ R× R | y = x2}
วธีิทาํ จะได้วา่ r−1 = {(x, y) ∈ R× R | x = y2} เขียนกราฟได้ดงันี Ê
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รูปทีÉ ŚŚ กราฟแสดงความสมัพนัธ์ r และ r−1 เมืÉอ r = {(x, y) ∈ R× R | y = x2}

Ś. ให้ x r y ก็ตอ่เมืÉอ y = 2x+ 1 สําหรับ x, y ∈ R
วธีิทาํ จะได้วา่ x r−1 y ก็ตอ่เมืÉอ x = 2y + 1 เขียนกราฟได้ดงันี Ê
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รูปทีÉ Śś กราฟแสดงความสมัพนัธ์ r และ r−1 เมืÉอ r = {(x, y) ∈ R× R | y = 2x+ 1}



ŝ.ř. บทนิยามและตวัอย่างของความสมัพนัธ์ řřš

บทนิยาม ŝ.ř.řŠ ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B และ s เป็นความสมัพนัธ์จาก B ไป C ความ
สัมพนัธ์ r ประกอบกับ s ( r composed with s) จะเขียนแทนด้วย s ◦ r คือความสมัพนัธ์จาก A ไป C

กําหนดโดย
s ◦ r = {(x, z) ∈ A× C | ∃y ∈ B, (x, y) ∈ r ∧ (y, z) ∈ s}

sr

x

A

y

B

z

C

s ◦ r

รูปทีÉ ŚŜ แผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ r ประกอบกบั s

ตัวอย่าง ŝ.ř.řš กําหนดให้ A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {3, 5, 6, 7} และ C = {2, 4, 6, 8, 9} ให้ r เป็นความ
สมัพนัธ์จาก A ไป B และ s เป็นความสมัพนัธ์จาก B ไป C ดงันี Ê

r = {(1, 3), (3, 3), (3, 5), (4, 7)} และ s = {(3, 2), (5, 4), (6, 6), (7, 9)}

จงหา s ◦ r

วธีิทาํ เขียนแผนภาพได้ดงันี Ê
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s ◦ r

r s

รูปทีÉ Śŝ แผนภาพตวัอยา่งแสดงความสมัพนัธ์ r ประกอบกบั s

ดงันั Êน s ◦ r = {(1, 2), (3, 2), (3, 4), (4, 9)}



řŚŘ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ř.ŚŘ ให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} โดย r และ s เป็นความสมัพนัธ์บนเซต A ดงันี Ê
r = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 1)} และ s = {(1, 2), (2, 5), (3, 4), (4, 1), (5, 3)} จะได้วา่

ř. r ◦ s = {(1, 3), (2, 1), (3, 5), (4, 2), (5, 4)}

Ś. s ◦ r = {(1, 5), (2, 4), (3, 1), (4, 3), (5, 2)}

ś. (s ◦ r)−1 = {(5, 1), (4, 2), (1, 3), (3, 4), (2, 5)}

Ŝ. s−1 ◦ r−1 = {(1, 2), (2, 4), (3, 1), (4, 5), (5, 3)}

ŝ. r−1 ◦ s−1 = {(5, 1), (4, 2), (1, 3), (3, 4), (2, 5)}

จากตวัอยา่งนี Êสรุปได้วา่ s ◦ r ̸= r ◦ s และ (s ◦ r)−1 ̸= s−1 ◦ r−1

ตัวอย่าง ŝ.ř.Śř ให้ A,B และ C เป็นเซตใดๆ ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B และ ให้ s เป็นความ
สมัพนัธ์จาก B ไป C แล้ว (s ◦ r)−1 = r−1 ◦ s−1

s
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r

r−1

x
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r−1 ◦ s−1

s ◦ r

รูปทีÉ ŚŞ แผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ (s ◦ r)−1 และ r−1 ◦ s−1

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ A และ z ∈ C แล้ว
(z, x) ∈ (s ◦ r)−1 ↔ (x, z) ∈ s ◦ r

↔ ∃y ∈ B, (x, y) ∈ r ∧ (y, z) ∈ s

↔ ∃y ∈ B, (y, x) ∈ r−1 ∧ (z, y) ∈ s−1

↔ (z, x) ∈ r−1 ◦ s−1

สรุปได้วา่ (s ◦ r)−1 = r−1 ◦ s−1



ŝ.ř. บทนิยามและตวัอย่างของความสมัพนัธ์ řŚř

บทนิยาม ŝ.ř.ŚŚ ให้ A เป็นเซตใดๆ และ r เป็นความสมัพนัธ์บน A จะกลา่ววา่ r มีสมบตัิ

ř. สะท้อน (Reflexive) ก็ตอ่เมืÉอ ∀a ∈ A, a r a

Ś. สมมาตร (Symmetric) ก็ตอ่เมืÉอ ∀a, b ∈ A, a r b → b r a

ś. ปฏสิมมาตร (Antisymmetric) ก็ตอ่เมืÉอ ∀a, b ∈ A, (a r b ∧ b r a) → a = b

Ŝ. ถ่ายทอด (Transitive) ก็ตอ่เมืÉอ ∀a, b, c ∈ A, (a r b ∧ b r c) → a r c

a

สมบตัิสะท้อน

a b

สมบตัิสมมาตร

a ba = b

สมบตัิปฏิสมมาตร

a
b

c

สมบตัิถ่ายทอด

รูปทีÉ Śş แผนภาพแสดงสมบตัิของความสมัพนัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ř.Śś กําหนดให้ A = {1, 2, 3, 4} จงพิจารณาวา่ความสมัพนัธ์บน A ตอ่ไปนี Êมีสมบตัิใดบ้าง
ř. r คือความสมัพนัธ์วา่ง

จะได้วา่ r = ∅

Ś. r คือความสมัพนัธ์เอกลกัษณ์บน A

จะได้วา่ r = iA = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}

ś. r คือความสมัพนัธ์ "น้อยกวา่" บน A

จะได้วา่ r = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}

Ŝ. r คือความสมัพนัธ์ "น้อยกวา่หรือเทา่กบั" บน A

จะได้วา่ r = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4)}

ŝ. r คือความสมัพนัธ์ "หารลงตวั" บน A

จะได้วา่ r = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 4)}

Ş. r คือความพนัธ์เอกภพ บน A

จะได้วา่ r = A× A

สรุปสมบตัิแตล่ะความสมัพนัธ์มีสมบตัิดงัตาราง



řŚŚ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์
ความสมัพนัธ์/สมบตัิ สะท้อน สมมาตร ปฏิสมมาตร ถ่ายทอด
ความสมัพนัธ์วา่ง × X X X
ความสมัพนัธ์เอกลกัษณ์ X X X X
ความสมัพนัธ์ "น้อยกวา่" × × × X
ความสมัพนัธ์ "น้อยกวา่หรือเทา่กบั" X × X X
ความสมัพนัธ์ "หารลงตวั" X × X X
ความสมัพนัธ์เอกภพ X X × X

ตารางทีÉ ŚŞ สรุปสมบตัิความสมัพนัธ์
ตัวอย่าง ŝ.ř.ŚŜ จงแสดงวา่ความสมัพนัธ์ "หารลงตวั" บน N มีสมบตัิสะท้อน ปฏิสมมาตร และถ่ายทอด
แตไ่มมี่สมบตัิสมมาตร

ř. สมบตัิสะท้อน
เนืÉองจาก x | x ทกุๆ x ∈ N

Ś. เนืÉองจาก 1 | 2 แต่ 2 - 1 ดงันั Êนความสมัพนัธ์ "หารลงตวั" บน N ไมมี่สมบตัิสมมาตร
ś. สมบตัิปฏิสมมาตร

ให้ x, y ∈ N สมมติ x | y และ y | x จะได้วา่มีจํานวนนบั k, p ซึÉง y = kx และ x = py แล้ว
y = k(py)

y(1− kp) = 0

เนืÉองจาก y ̸= 0 ดงันั Êน 1 − kp = 0 นัÉนคือ kp = 1 เนืÉองจาก k, p ∈ N ดงันั Êน k = p = 1 สรุปได้วา่
x = y

Ŝ. สมบตัิถ่ายทอด
ให้ x, y, z ∈ N สมมติ x | y และ y | z จะได้วา่มีจํานวนนบั k, p ซึÉง y = kx และ z = py แล้ว

z = p(kx) = (pk)x

ดงันั Êน x | z

ตัวอย่าง ŝ.ř.Śŝ กําหนดให้ r = {(x, y) ∈ Q × Q | y = |x|} จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธ์ r บน R มี
สมบตัิใดบ้างพร้อมทั Êงพิสจูน์

ř. เนืÉองจาก −1 ̸= | − 1| ดงันั Êน (−1,−1) /∈ r สรุปได้วา่ r ไมมี่สมบตัิสะท้อน
Ś. เนืÉองจาก 1 = | − 1| และ −1 ̸= |1| ดงันั Êน (−1, 1) ∈ r แต่ (1,−1) /∈ r สรุป r ไมมี่สมบตัิสมมาตร
ś. สมบตัิปฏิสมมาตร

ให้ x, y ∈ R สมมติ x r y และ y r x จะได้วา่ y = |x| และ x = |y| แล้ว
y = ||y|| = |y| = x



ŝ.ř. บทนิยามและตวัอย่างของความสมัพนัธ์ řŚś

Ŝ. สมบตัิถ่ายทอด
ให้ x, y, z ∈ R สมมติ x r y และ y r z จะได้วา่ y = |x| และ z = |y| แล้ว

z = ||x|| = |x|

ดงันั Êน x r z

ตัวอย่าง ŝ.ř.ŚŞ ให้ x, y ∈ Z กําหนดให้ x r y ก็ตอ่เมืÉอ 3|(y−x) จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธ์ r บน
Z มีสมบตัิใดบ้างพร้อมทั Êงพิสจูน์

ř. เนืÉองจาก 3 | (x− x) ทกุๆ x ∈ Z ดงันั Êน r มีสมบตัิสะท้อน

Ś. สําหรับทกุจํานวนเตม็ x, y ถ้า 3 | (y − x) แล้ว 3 | (x− y) ดงันั Êน r มีสมบตัิสมมาตร

ś. เนืÉองจาก 3 | (4− 1) และ 3 | (1− 4) แต่ 1 ̸= 4 ดงันั Êน r ไมมี่สมบตัิปฏิสมมาตร
Ŝ. สมบตัิถ่ายทอด

ให้ x, y, z ∈ Z สมมติ x r y และ y r z จะได้วา่ 3 | (y− x) และ 3 | (z− y) จะได้วา่มีตํานวนเตม็ k, p

ซึÉง y − x = 3k และ z − y = 3p แล้ว
z − x = (z − y) + (y − x) = 3k + 3p = 3(k + p)

ดงันั Êน 3 | (z − x) สรุปได้วา่ x r z

ทฤษฎีบท ŝ.ř.Śş ให้ r เป็นความสมัพนัธ์บน A เมืÉอ A ̸= ∅ แล้วจะได้วา่

ř. r มีสมมบตัิสะท้อน ก็ตอ่เมืÉอ iA ⊆ r

Ś. r มีสมมบตัิสมมาตร ก็ตอ่เมืÉอ r = r−1

ś. r มีสมมบตัิปฏิสมมาตร ก็ตอ่เมืÉอ r ∩ r−1 ⊆ iA

Ŝ. r มีสมบตัิถ่ายทอด ก็ตอ่เมืÉอ r ◦ r ⊆ r

บทพสูิจน์. ให้ r เป็นความสมัพนัธ์บน A

ř. สมมติ r มีสมมบตัิสะท้อน ให้ (x, y) ∈ iA จะได้วา่ x = y เนืÉองจาก r มีสมมบตัิสะท้อน จะได้วา่
(x, y) ∈ r ดงันั Êน iA ⊆ r ในทางกลบักนัสมมติวา่ iA ⊆ r ให้ a ∈ A จะได้วา่ (a, a) ∈ iA เนืÉองจาก
iA ⊆ r ดงันั Êน (a, a) ∈ r สรุปได้วา่ r มีสมมบตัิสะท้อน

Ś-Ŝ เป็นแบบฝึกหดั



řŚŜ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์

ŝ.Ś ความสัมพนัธ์สมมูล
บทนิยาม ŝ.Ś.ř ความสมัพนัธ์ r บนเซต A จะเรียกวา่ ความสัมพนัธ์สมมูล (Equivalent relation)
ก็ตอ่เมืÉอ r มีสมบตัิสะท้อน สมมาตร และถ่ายทอด
ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ś ให้ A = {1, 2, 3} ข้อใดตอ่ไปนี Êเป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A

ř. r = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A

Ś. r = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)} ไมเ่ป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A เพราะไมมี่สมบตัิสะท้อนและสมมาตร
ś. r = {(1, 1)} ไมเ่ป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A เพราะไมมี่สมบตัิสะท้อน
Ŝ. r = A× A เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A

ŝ. r = ∅ ไมเ่ป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A เพราะไมมี่สมบตัิสะท้อน
ตัวอย่าง ŝ.Ś.ś ความสมัพนัธ์ r ทีÉนิยามโดย

x r y ก็ตอ่เมืÉอ 3 | (y − x) สําหรับ x, y ∈ Z

เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน Z โดยตวัอยา่ง ŝ.ř.ŚŞ

จากตวัอยา่งนี Êสามารถขยายแนวคิดจาก ś ไปเป็นจํานวนเตม็ n > 1 ได้ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê
ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ŝ ให้ n ∈ Z ซึÉง n > 1 และความสมัพนัธ์ r บน Z นิยามโดย

x r y ก็ตอ่เมืÉอ n | (y − x)

จงแสดงวา่ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน Z

บทพสูิจน์. ให้ n ∈ Z ซึÉง n > 1

ř. เนืÉองจาก n | (x− x) ทกุ ๆ x ∈ Z ดงันั Êน r มีสมบตัิสะท้อน

Ś. สําหรับทกุจํานวนเตม็ x, y ถ้า n | (y − x) แล้ว n | (x− y) ดงันั Êน r มีสมบตัิสมมาตร
ś. ให้ x, y, z ∈ Z สมมติ x r y และ y r z จะได้วา่ n | (y − x) และ n | (z − y) จะได้วา่มีจํานวนเตม็

k, p ซึÉง y − x = nk และ z − y = np แล้ว
z − x = (z − y) + (y − x) = nk + np = n(k + p)

ดงันั Êน n | (z − x) สรุปได้วา่ x r z ทําให้ได้วา่ r มีสมมบตัิถ่ายทอด

ดงันั Êน r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน Z



ŝ.Ś. ความสมัพนัธ์สมมูล řŚŝ

บทนิยาม ŝ.Ś.ŝ ให้ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบนเซต A ̸= ∅ และ a ∈ A ชั Êนสมมูล (Equivalence
class) ของ a มอดโุล r เขียนแทนด้วย [a]r หรือ [a] หรือ ā หมายถงึเซตของสมาชิกใน A ทีÉสมัพนัธ์กบั a

นัÉนคือ
[a]r = {x ∈ A |x r a}

และเซตของชั Êนสมมลูเรียกวา่ เซต A มอดุโล r (A mudulo r) เขียนแทนด้วย A/r ดงันั Êน
A/r = {[a]r | a ∈ A}

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ş จงหาเซต Z/r ของความสมัพนัธ์ r บน Z โดย x r y ก็ตอ่เมืÉอ 3|(x− y) ในตวัอยา่ง ŝ.ř.ŚŞ
วธีิทาํ จะได้วา่

[a] = {x ∈ Z |x r a} = {x ∈ Z | 3 | (a− x)}

[−3] = {x ∈ N | 3|(−3− x)} = {...,−6,−3, 0, 3, 6, ...}

[−2] = {x ∈ N | 3|(−2− x)} = {...,−8,−5,−2, 1, 4, 7, ...}

[−1] = {x ∈ N | 3|(−1− x)} = {...,−7,−4,−1, 2, 5, 8, ...}

[0] = {x ∈ N | 3|(0− x)} = {...,−6,−3, 0, 3, 6, ...}

[1] = {x ∈ N | 3|(1− x)} = {...,−8,−5,−2, 1, 4, 7, ...}

[2] = {x ∈ N | 3|(2− x)} = {...,−7,−4,−1, 2, 5, 8, ...}

[3] = {x ∈ N | 3|(0− 3)} = {...,−6,−3, 0, 3, 6, ...}

จะได้วา่ [0] = [3k], [1] = [3k + 1] และ [2] = [3k + 2] ทกุจํานวนเตม็ k ดงันั Êน
Z/r = {[0], [1], [2]}

เมืÉอ [0], [1] และ [2] หมายถงึเซตของจํานวนเตม็ทีÉหารด้วย ś เหลือเศษเทา่กบั Ř, ř และ Ś ตามลําดบั
[1] [2] [0]
... ... ...
-ŝ -Ŝ -ś
-Ś -ř Ř
ř Ś ś
Ŝ ŝ Ş
ş Š š... ... ...

ตารางทีÉ Śş ผลการแบง่กั Êนจํานวนเตม็ออกเป็น ś สว่น



řŚŞ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์

สงัเกตได้วา่เซต Z ถกูแบง่ออกเป็นเซตยอ่ยได้ ś เซตเทา่นั Êนคือ [0], [1] และ [2] จะเห็นวา่แตล่ะเซตยอ่ย
ไมมี่สมาชิกซํ Êากนั และเมืÉอรวมสมาชิกทั Êงหมดของเซตยอ่ยเหลา่นั Êนยอ่มเทา่กบั Z

ในทํานองเดียวกนัจากตวัอยา่ง ŝ.Ś.Ŝ เมืÉอ [k] = {nq + k | q ∈ Z} ทกุ k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} จะได้วา่
Z/r = {[0], [1], [3], ..., [n− 1]}

เรียกเซตนี Êวา่ เซตของจาํนวนเตม็มอดุโล n (The set of integer molulo n) เขียนแทนด้วย Zn

ตัวอย่าง ŝ.Ś.ş พิจารณา iA เป็นความสมัพนัธ์เอกลกัษณ์ บน A เมืÉอ ∅ ̸= A ⊆ R จงหา R/iA
วธีิทาํ จะได้วา่

[a] = {x ∈ R |x = a}

จะเห็นได้วา่ [−1] = {−1}, [2] = {2}, [1.2] = {1.2} นัÉนคือชั Êนสมมลูแตล่ะชั Êนมีสมาชิกเพียงตวัเดียวคือ
จํานวนนั Êน ดงันั Êน [a] = {a} สรุปได้วา่

R/iA = {{a} | a ∈ R}

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Š พิจารณาความสมัพนัธ์เอกภพ r = A× A บน A ̸= ∅ จงหา A/A× A จะได้วา่
[a] = {x ∈ A | (x, a) ∈ A× A}

เห็นได้วา่ไมว่า่ a จะเป็นสมาชิกใดใน A จะได้วา่ [a] = A ดงันั Êน
A/A× A = {A}

ทฤษฎีบท ŝ.Ś.š ให้ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบนเซต A ̸= ∅ แล้ว
ř. ∀a ∈ A, [a]r ̸= ∅

Ś. ∀a, b ∈ A, [a]r ∩ [b]r ̸= ∅ ↔ a r b

ś. ∀a, b ∈ A, [a]r = [b]r ↔ a r b

Ŝ. ∀a, b ∈ A, [a]r ̸= [b]r ↔ [a]r ∩ [b]r = ∅

บทพสูิจน์. ให้ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A

ř. ให้ a ∈ A เนืÉองจาก r มีสมบตัิสะท้อนจะได้วา่ a r a ดงันั Êน a ∈ [a]r นัÉนคือ [a]r ̸= ∅

Ś. ให้ a, b ∈ A สมมติวา่ [a]r ∩ [b]r ̸= ∅ จะได้วา่มี x ∈ A ซึÉง x ∈ [a]r ∩ [b]r แล้ว x ∈ [a]r และ
x ∈ [b]r ดงันั Êน a rx และ x r b โดยสมบตัิถ่ายทอด จะได้วา่ a r b ในทางกลบักนั สมมติวา่ a r b จะ
ได้วา่ a ∈ [b]r และ a ∈ [a]r ดงันั Êน a ∈ [a]r ∩ [b]r ̸= ∅

ś-Ŝ ทําเป็นแบบฝึกหดั



ŝ.Ś. ความสมัพนัธ์สมมูล řŚş

บทนิยาม ŝ.Ś.řŘ ให้ A เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ Λ เป็นเซตดรรชนี จะกลา่ววา่
Π = {Aα |∅ ̸= Aα ⊆ A และ α ∈ Λ}

เป็นผลแบ่งกัน (Partition) ของ A ถ้า
(ř) ∪

α∈Λ

Aα = A

(Ś) ∀α, β ∈ Λ, Aα = Aβ หรือ Aα ∩ Aβ = ∅

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řř กําหนดให้ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} จงยกตวัอยา่งผลแบง่กั Êนของ A มาอยา่งน้อย Ś เซต
วธีิทาํ

Π1 = {{2, 4, 6, 8}, {1, 3, 5, 7}}
Π2 = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8}}
Π3 = {{1}{2, 5, 8}, {3, 4}, {6, 7}}

ทฤษฎีบท ŝ.Ś.řŚ ให้ A เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง และ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A

แล้ว A/r เป็นผลแบง่กั ÊนหนึÉงของ A
บทพสูิจน์. ให้ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A

(ř) จะแสดงวา่ ∪
a∈A

[a] = A

เนืÉองจาก a ∈ [a] ⊆ A ทกุๆ a ∈ A จะได้วา่ A ⊆
∪
a∈A

[a] ⊆ A สรุปได้วา่ ∪
a∈A

[a] = A

(Ś) จะได้วา่ ∀a, b ∈ A, [a] = [b] หรือ [a] ∩ [b] = ∅ โดยทฤษฎีบท ŝ.Ś.š ข้อ Ŝ
สรุปได้วา่ A/r เป็นผลแบง่กั Êนของ A
บทนิยาม ŝ.Ś.řś ให้ Π เป็นผลแบง่กั Êนของเซต A นิยามความสมัพนัธ์ A/Π บน A เรียกวา่ A มอดโูล Π

โดย
(x, y) ∈ A/Π ก็ตอ่เมืÉอ มี B ∈ Π ซึÉง {x, y} ⊆ B

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŜ กําหนดให้ A = {a, b, c, d} และ Π = {{a, b}, {c}, {c, d}} จงหา A/Π

วธีิทาํจะได้วา่
A/Π = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (c, c), (c, d), (d, c), (d, d)}

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŝ กําหนดให้ A = N และ Π = {{1, 3, 5, 7, ...}, {2, 4, 6, 8, ...}} จงหา A/Π

วธีิทาํ จะได้
A/Π = {(x, y) ∈ N× N | 2 | (y − x)}



řŚŠ บททีÉ ŝ. ความสมัพนัธ์

ทฤษฎีบท ŝ.Ś.řŞ ให้ Π เป็นผลแบง่กั Êนของเซต A ̸= ∅ แล้ว A/Π เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A

บทพสูิจน์. ให้ Π เป็นผลแบง่กั Êนของ A
ř. ให้ a ∈ A เนืÉองจาก Π เป็นผลแบง่กั Êนจะได้วา่มี B ∈ Π ซึÉง x ∈ B หรือ {x} ⊆ B

นัÉนคือ (x, x) ∈ A/Π ดงันั Êน A/Π มีสมบตัิสะท้อน
Ś. ให้ x, y ∈ A สมมติ (x, y) ∈ A/Π จะได้วา่มี B ∈ Π ซึÉง {x, y} ⊆ B เนืÉองจาก {y, x} ⊆ B ดงันั Êน

(y, x) ∈ A/Π นัÉนคือ A/Π มีสมบตัิสมมาตร
ś. ให้ x, y, z ∈ A สมมติ (x, y) ∈ A/Π และ (y, z) ∈ A/Π จะได้วา่มี B1, B2 ∈ Π ซึÉง {x, y} ⊆ B1

{y, z} ⊆ B2 เห็นได้ชดัวา่ y ∈ B1 ∩B2 ̸= ∅ ดงันั Êน B1 = B2

{x, z} ⊆ {x, y, z} = {x, y} ∪ {y, z} ⊆ B1 ∪B2 = B1

ดงันั Êน (x, z) ∈ A/Π สรุปได้วา่ A/Π มีสมมบตัิถ่ายทอด
ดงันั Êน A/Π เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A

ทฤษฎีบท ŝ.Ś.řş ให้ Π เป็นผลแบง่กั Êนของเซต A ̸= ∅ และ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A แล้ว
A/(A/r) = r และ A/(A/Π) = Π

บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั

ŝ.ś การเรียงอันดับบางส่วน
บทนิยาม ŝ.ś.ř เรียกความสมัพนัธ์ r บนเซต P วา่ การเรียงอันดับบางส่วน (Partial ordering)
ก็ตอ่เมืÉอ r มีสมบตัิสะท้อน ปฏิสมมาตร และถ่ายทอด โดยทัÉวไปนิยมเขียน - แทนอนัดบัทีÉละสว่น และ
เรียกคูอ่นัดบั (P,-) วา่เซตซึÉงเรียงอันดับบางส่วนได้ (Partially ordered set) หรือ โพเซต (Poset)

สําหรับโพเซต (P,-) นิยามความสมัพนัธ์ ≺ บน P โดยสําหรับ a, b ∈ P

a ≺ b ก็ตอ่เมืÉอ a - b และ a ̸= b

ตัวอย่าง ŝ.ś.Ś กําหนดให้ P = {1, 2, 3} จงพิจารณาวา่ข้อใดเป็นการเรียงอนัดบับางสว่นบน P

ř. ความสมัพนัธ์เอกลกัษณ์ เป็นการเรียงอนัดบับางสว่น เขียนแทนด้วย (P,=)

Ś. ความสมัพนัธ์วา่ง ไมเ่ป็นการเรียงอนัดบับางสว่นเพราะไมมี่สมบตัิสะท้อน
ś. ความสมัพนัธ์เอกภพ ไมเ่ป็นการเรียงอนัดบับางสว่นเพราะไมมี่สมบตัิปฏิสมมาตร
Ŝ. ความสมัพนัธ์ "น้อยกวา่" ไมเ่ป็นการเรียงอนัดบับางสว่นเพราะไมมี่สมบตัิสะท้อน
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ŝ. ความสมัพนัธ์ "น้อยกวา่หรือเทา่กบั" เป็นการเรียงอนัดบับางสว่น เขียนแทนด้วย (P,≤)

Ş. ความสมัพนัธ์ "หารลงตวั" เป็นการเรียงอนัดบับางสว่น เขียนแทนด้วย (P, |)

ตวัอยา่งโพเซตอืÉนๆ เชน่ (R,≤), (N, |) และ (P(A),⊆) เมืÉอ A เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง
ในกรณีทีÉเซต P เป็นเซตจํากดัทีÉไม่เซตวา่ง นิยมแทน (P,-) ด้วยแผนภาพเฮสเซ (Hasse diagram)

ซึÉงประกอบไปด้วยจดุหรือวงกลมเลก็ ๆ แทนสมาชิกใน P และสว่นของเส้นตรงเชืÉอมระหวา่งจดุ a และจดุ
b เมืÉอ a ≺ b และไมมี่ c ∈ P ซึÉง a ≺ c ≺ b โดยจดุ b จะถกูเขียนไว้เหนือจดุ a ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê
ตัวอย่าง ŝ.ś.ś ให้ P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซตตอ่ไปนี Ê

ř. (P, |)
วธีิทาํ

1

52 3

4 6

Ś. (P,≤)

วธีิทาํ

1

2

3

4

5

6
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ตัวอย่าง ŝ.ś.Ŝ จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P(A),⊆) เมืÉอ A = {x, y, z}
วธีิทาํ

∅

{y} {z}{x}

{x, z} {y, z}{x, y}

{x, y, z}

ตัวอย่าง ŝ.ś.ŝ จากแผนภาพเฮสเซของโพเซต จงหาโพเซตและอนัดบับางสว่น

a
b

c

d

e

วธีิทาํ ให้ P = {a, b, c, d, e} และ a - a, a - e, a - c, b - b, b - d, b - e, d - d, d - c, c - c, e - e

หรือ
-= {(a, a), (a, e), (a, c), (b, b), (b, d), (b, e), (d, d), (d, c), (c, c), (e, e)}

จะได้วา่ (P,-) เป็นโพเซต
บทนิยาม ŝ.ś.Ş ให้ (P,-) เป็นโพเซต m และ n เป็นสมาชิกใน P จะกลา่ววา่

m เป็นสมาชิกตัวใหญ่เฉพาะกลุ่ม (Maximal element) ของ P ก็ตอ่เมืÉอไมมี่ x ∈ P ซึÉง m ≺ x

นัÉนคือ ∀x ∈ P, m - x → m = x

n เป็นสมาชิกตัวเล็กเฉพาะกลุ่ม (Minimal element) ของ P ก็ตอ่เมืÉอไมมี่ x ∈ P ซึÉง x ≺ n

นัÉนคือ ∀x ∈ P, x - n → n = x
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ตัวอย่าง ŝ.ś.ş จากแผนภาพเฮสเซของโพเซต ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, |)

1

52 3

4 6

สมาชิกตวัใหญ่เฉพาะกลุม่คือ Ŝ, ŝ และ Ş สมาชิกตวัเลก็เฉพาะกลุม่คือ ř
จากตวัอยา่งข้างต้นจะเห็นได้วา่สมาชิกตวัใหญ่เฉพาะกลุม่มีได้หลายตวั ในทํานองเดียวกนัสมาชิกตวั

เลก็เฉพาะกลุม่ของเชน่กนัดงัตวัอยา่ง
ตัวอย่าง ŝ.ś.Š จากแผนภาพเฮสเซของโพเซต ({a, b, c, d, e},-)

a
b

c

d

e

สมาชิกตวัใหญ่เฉพาะกลุม่คือ c และ e สมาชิกตวัเลก็เฉพาะกลุม่คือ a และ b
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สรุป
ในบททนี Êได้กลา่วถงึความสมัพนัธ์ r ในแง่คณิตศาสตร์หมายถงึเซตของคู่อนัดบัทีÉอยู่ในผลคณูคาร์ที

เซียน A×B นิยามโดเมนและเรจน์ดงันี Ê
Dom(r) = {a ∈ A | ∃b ∈ B, (a, b) ∈ r}

Ran(r) = {b ∈ B | ∃a ∈ A, (a, b) ∈ r}

พร้อมตวัอยา่งความสมัพนัธ์ทีÉมีลกัษณะเฉพาะเช่น ความสมัพนัธ์วา่ง ความสมัพนัธ์เอกภพ ความสมัพนัธ์
เอกลกัษณ์ ความสมัพนัธ์หารลงตวั และความสมัพนัธ์น้อยกวา่ เป็นต้น ตอ่มาศกึษาความสมัพนัธ์บนเซต
A และตรวจสอบสมบตัิ Ŝ ข้อคือ

ř. r มีสมบัตสิะท้อน ก็ตอ่เมืÉอ ∀a ∈ A, a r a

Ś. r มีสมบัตสิมมาตร ก็ตอ่เมืÉอ ∀a, b ∈ A, a r b → b r a

ś. r มีสมบัตปิฏสิมมาตร ก็ตอ่เมืÉอ ∀a, b ∈ A, (a r b ∧ b r a) → a = b

Ŝ. r มีสมบัตถ่ิายทอด ก็ตอ่เมืÉอ ∀a, b, c ∈ A, (a r b ∧ b r c) → a r c

ถ้าความสมัพนัธ์ใดมีสมบตัิสะท้อน สมมาตร และถ่ายทอด จะเรียกวา่ความสมัพนัธ์สมมลู และสร้างชั Êน
สมมลูของสมาชิกตา่งๆในความสมัพนัธ์ และชั Êนสมมลูเหลา่นั Êนจะกลายเป็นผลแบง่กั ÊนของเซตA ถ้าความ
สมัพนัธ์ใดมีสมบตัิสะท้อน ปฏิสมมาตร และถ่ายทอด จะเรียกวา่โพเซต หรือการเรียงอนัดบับางสว่น เขียน
แทนด้วย (P,-) และนิยามสมาชิกตวัใหญ่เฉพาะกลุม่ และสมาชิกตวัเลก็เฉพาะกลุม่ได้ดงันี Ê

ř. m เป็นสมาชิกตัวใหญ่เฉพาะกลุ่ม ของ P ก็ตอ่เมืÉอไมมี่ x ∈ P ซึÉง m ≺ x นัÉนคือ
∀x ∈ P, m - x → m = x

Ś. n เป็นสมาชิกตัวเล็กเฉพาะกลุ่ม ของ P ก็ตอ่เมืÉอไมมี่ x ∈ P ซึÉง x ≺ n นัÉนคือ
∀x ∈ P, x - n → n = x
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คาํถามท้ายบท
ř. จงหาโดเมนและเรจน์ของความสมัพนัธ์ r พร้อมทั Êงพิสจูน์คําตอบดงักลา่ว

ř.ř ให้ x, y ∈ R กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x > y2

ř.Ś ให้ x, y ∈ Z กําหนดให้ x r y ก็ตอ่เมืÉอ 3 | (2x− y)

ř.ś r = {(x, y) ∈ R× R | 9x2 + 16y2 = 1}

ř.Ŝ r = {(x, y) ∈ R× R | |x|+ |y| < 1}

Ś. ให้ A และ B เป็นเซตใดๆ กําหนดให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์ จาก A ไป B จงแสดงวา่
Ś.ř Dom(r ∪ s) = Dom(r)∪ Dom(s)

Ś.Ś Dom(r ∩ s) ⊆ Dom(r)∩ Dom(s)

Ś.ś Ran(r ∪ s) = Ran(r) ∪ Ran(s)
Ś.Ŝ Ran(r ∩ s) ⊆ Ran(r) ∩ Ran(s)

ś. จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธ์ r มีสมบตัิใดบ้างพร้อมทั Êงพิสจูน์
ś.ř r = {(x, y) ∈ R× R | y2 = x2}

ś.Ś r = {(x, y) ∈ R× R | y ≤ |x|}

ś.ś ให้ x, y ∈ Z กําหนดให้ x r y ก็ตอ่เมืÉอ 3 | (x− 2y)

Ŝ. กําหนดให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์บน A ̸= ∅ จงพิสจูน์หรือยกตวัอยา่งค้านข้อความตอ่ไปนี Ê
Ŝ.ř ถ้า r และ s มีสมบตัิสะท้อน แล้ว r ∪ s มีสมบตัิสะท้อน
Ŝ.Ś ถ้า r หรือ s มีสมบตัิสะท้อน แล้ว r ∩ s มีสมบตัิสะท้อน
Ŝ.ś ถ้า r และ s มีสมบตัิสมมาตร แล้ว r ∪ s มีสมบตัิสมมาตร
Ŝ.Ŝ ถ้า r หรือ s มีสมบตัิสมมาตร แล้ว r ∩ s มีสมบตัิสมมาตร
Ŝ.ŝ ถ้า r และ s มีสมบตัิถ่ายทอด แล้ว r ∩ s มีสมบตัิถ่ายทอด
Ŝ.Ş ถ้า r และ s มีสมบตัิถ่ายทอด แล้ว r ∪ s มีสมบตัิถ่ายทอด

ŝ. กําหนดให้ r = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} และ s = {(1, 3), (2, 2), (3, 4), (4, 2)} จงหา
ŝ.ř s ◦ r

ŝ.Ś Dom(s ◦ r)

ŝ.ś Dom(r ◦ s)

ŝ.Ŝ Ran(s ◦ r)

ŝ.ŝ Ran(r ◦ s)
ŝ.Ş r−1 ◦ s−1

ŝ.ş (r ◦ s)−1

ŝ.Š (s ◦ r) ◦ s

Ş. ให้ A ̸= ∅ และ r เป็นความสมัพนัธ์บนเซต A จงแสดงวา่
Ş.ř (r−1)−1 = r
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Ş.Ś (iA)

−1 = iA

Ş.ś r เป็นความสมัพนัธ์สมมลู ก็ตอ่เมืÉอ r−1 เป็นความสมัพนัธ์สมมลู
Ş.Ŝ ถ้า r มีสมบตัิสมมาตร แล้ว r ◦ r มีสมบตัิสมมาตร
Ş.ŝ r เป็นการเรียงดบับางสว่น ก็ตอ่เมืÉอ r−1 เป็นการเรียงดบับางสว่น

ş. ให้ A,B และ C เป็นเซตใด ๆ ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B และ s เป็นความสมัพนัธ์จาก B

ไป C จงแสดงวา่
ş.ř Dom(s ◦ r) ⊂ Dom(r)

ş.Ś Ran(s ◦ r) ⊆ Ran(s)
ş.ś ถ้า Ran(r) ⊆ Dom(s) แล้ว Dom(s ◦ r) = Dom(r)

Š. ให้ A ̸= ∅ เป็นเซตใด ๆ ให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์บน A จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Êถ้าเป็นจริง
จงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน
Š.ř ถ้า r ∪ s เป็นความสมัพนัธ์สมมลู แล้ว s ◦ r = r ◦ s

Š.Ś ถ้า r ∪ s = r ◦ s แล้ว r ∪ s เป็นความสมัพนัธ์สมมลู
Š.ś ถ้า r ∪ s = r ◦ s แล้ว s ◦ r = r ◦ s

š. กําหนดให้ A = {a, b, c, d} จงพิจารณาวา่ความสมัพนัธ์บน A ตอ่ไปนี Êมีข้อใดเป็นความสมัพนัธ์
สมมลูหรือการเรียงดบับางสว่น
š.ř r = {(a, b), (b, a)}

š.Ś r = {(c, d), (c, c)}

š.ś r = {(a, a), (b, b)}

š.Ŝ r = {(d, c)}

řŘ. จงพิจารณาความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี Êเป็นความสมัพนัธ์สมมลูหรือการเรียงดบับางสว่น
řŘ.ř r = {(x, y) ∈ N× N | x+ y = 2}

řŘ.Ś r = {(x, y) ∈ Z× Z | 4|(x− y)}

řŘ.ś ให้ S เป็นเซต และ A,B ∈ P(S) กําหนดให้ ArB มีความหมายวา่ A ⊆ B

řř. ให้ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, Π = {{1, 2, 4}, {3, 5, 6}, {7, 8}}
และ r = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (7, 7), (8, 8), (1, 2), (2, 1)}
จงหาสมาชิกของ
řř.ř A/r

řř.Ś [3]r

řř.ś A/Π

řř.Ŝ [3]A/Π

řř.ŝ A/(A/r)

řř.Ş A/(A/Π)
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แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ş
หวัข้อเนื Êอหาประจาํบท
ř. นิยามและชนิดของฟังก์ชนั
Ś. ฟังก์ชนัคา่จริงและพีชคณิตของฟังก์ชนั
ś. ฟังก์ชนัผกผนัและฟังก์ชนัประกอบ
Ŝ. ภาพแลพภาพผกผนั
ŝ. การดําเนินการกวิภาค
Ş. การจดัการเรียนรู้เรืÉองฟังก์ชนั

วัตถุประสงค์เชิงพฤตกิรรม

ř. ตรวจสอบความสมัพนัธ์ทีÉเป็นฟังก์ชนัและระบชุนิดของฟังก์ชนัได้
Ś. รู้จกัฟังก์ชนัคา่จริงและตรวจสอบสมบตัิตา่งๆเกีÉยวกบัฟังก์ชนัคา่จริง
ś. ตรวจสอบฟังก์ชนัทีÉเป็นฟังก์ชนัผกผนัได้
Ŝ. เข้าใจเกีÉยวกบัฟังก์ชนัประกอบและพิสจูน์สมบตัิบางประการได้
ŝ. ตรวจสอบสมบตัิของการดําเนิินการทวิภาคทีÉกําหนดให้ได้
Ş. รู้จกัการจดัการเรียนรู้เรืÉองฟังก์ชนั

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใช้สืÉอทางอินเตอร์เน็ต และให้แตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยให้หวัข้อเป็นกลุม่และมานําเสนอหน้าชั Êน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใช้สืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ให้ผู้ เรียนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตํารา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัข้อทีÉได้รับมอบหมาย
Ś.Ŝ ให้ผู้ เรียนทําแบบฝึกหดั ทดสอบความเข้าใจในเนื Êอหา
Ś.ŝ มอบหมายให้ทํา assignment เพืÉอสง่ท้ายคาบ

สืÉอการเรียนการสอน
ř. ชดุการสอน เรืÉอง "ฟังก์ชนั"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "ฟังก์ชนั"
ś. หนงัสือ ตํารา เอกสารทีÉเกีÉยวข้อง



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคําถามและตั Êงคําถามของผู้ เรียนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทําแบบฝึกหดัระหวา่งเรียนตามเนื ÊอหาทีÉได้รับมอบหมาย
ś. ตรวจ assignment บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทําการบ้าน บนัทกึลงในในบนัทกึผลงาน



บททีÉ Ş
ฟังก์ชัน

หลายครั ÊงทีÉเราเคยได้ยินคําวา่ "ฟังก์ชัน (function)" ในชีวิตประจําวนั โดยเฉพาะในเครืÉองมือสืÉอสาร
ใหม่ ๆ นกัโฆษณามกัจะกลา่ววา่สนิค้าของตวัเองมีฟังก์ชนัตา่ง ๆ มากมาย ทําให้ผู้ อา่นเองพอนกึออก
วา่ฟังก์ชนัน่าจะหมายถงึคําสัÉงทีÉเราเลือกทําสิÉงตา่ง ๆ บนอปุกรณ์หรือสนิค้าเหลา่นั ÊนเพืÉอให้ได้ผลลพัธ์ทีÉ
เราต้องการ แต่นี Êเป็นความหมายทางคอมพิวเตอร์ ในทางคณิตศาสตร์ให้ความหมายของฟังก์ชนัคือความ
สมัพนัธ์ทีÉสมาชิกตวัหน้าแตล่ะตวัจะจบัคูก่บัสมาชิกตวัหลงัได้เพียงครั Êงเดียวเทา่นั Êน ตวัอยา่งเชน่

"ระดบัคะแนนวิชาแคลคลูสั ř ของนกัศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์" เป็นฟังก์ชนัจากเซตของนกัศกึษา
วิชาคณิตศาสตร์ไปยงัเซตของระดบัคะแนน {F,D−, D,D+, C−, C, C+, B−, B,B+, A−, A} ถ้านายอิทธิ
ได้ระดบัคะแนน A เขียนแทนด้วย (นายอิทธิ, A) สมาชิกตวัหน้าจบัได้เพียงครั Êงเดียวกบัสมาชิกตวัหลงั
เพราะเป็นไปไมไ่ด้ทีÉนกัศกึษาหนึÉงคนจะได้ระดบัคะแนนวิชาแคลคลูสั ř หลายระดบัคะแนน

ในบทนี Êจะกลา่วถงึนิยามของฟังก์ชนั ตวัอยา่ง ทฤษฎีบท และสมบตัิตา่ง ๆ ทีÉเกีÉยวข้องของฟังก์ชนั

Ş.ř นิยามและชนิดของฟังก์ชัน
บทนิยาม Ş.ř.ř จะกลา่ววา่ความสมัพนัธ์ f ⊆ A×B เป็นฟังก์ชัน (Function หรือ Mapping)
ก็ตอ่เมืÉอแตล่ะ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถ้า x1 = x2 แล้ว y1 = y2 นัÉนคือ

f ⊆ A×B เป็นฟังก์ชนั ↔ ∀(x1, y1), (x2, y2) ∈ f, x1 = x2 → y1 = y2

จากนิยามจะได้วา่ ∅ เป็นฟังก์ชนั และ f ไม่เป็นฟังก์ชนัเมืÉอมี (x1, y1), (x2, y2) ∈ f ซึÉง x1 = x2 และ
y1 ̸= y2

ตัวอย่าง Ş.ř.Ś ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c} จงตรวจสอบวา่ข้อใดตอ่ไปนี Êเป็นฟังก์ชนั
ř. f = {(1, a), (2, a), (3, b), (4, c)}

Ś. g = {(1, a), (2, b), (4, c)}

ś. h = {(1, a), (1, b), (2, c), (3, a)}



řŜŘ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั

วธีิทาํ แสดงแผนภาพแตล่ะความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê
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รูปทีÉ ŚŠ แผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ f, g และ h

จากแผนภาพจะเห็นได้วา่ f และ g เป็นฟังก์ชนั แต่ h ไม่เป็นฟังก์ชนัเพราะวา่ (1, a) ∈ h และ (1, b) ∈ h

แต่ a ̸= b

ตัวอย่าง Ş.ř.ś จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี Êเป็นฟังก์ชนัหรือไม่
ř. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 1− x2}

วธีิทาํ ให้ (x1, y1) ∈ f และ (x2, y2) ∈ f สมมติวา่ x1 = x2 จะได้วา่
y1 = 1− x2

1 = 1− x2
2 = y2

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั
Ś. g = {(x, y) ∈ R× R | |x|+ |y| = 2}

วธีิทาํ จะเห็นได้วา่ (1, 1) ∈ g และ (1,−1) ∈ g แต่ 1 ̸= −1 ดงันั Êน g ไมเ่ป็นฟังก์ชนั
ถ้า f ⊆ A×B เป็นฟังก์ชนั แตล่ะ x ∈ A มี y ∈ B เพียงตวัเดียวเทา่นั ÊนทีÉ (x, y) ∈ f เราจงึแทน y ด้วย

f(x) นัÉนคือ y = f(x)

ตัวอย่าง Ş.ř.Ŝ ให้ f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} และ g = {(1, 1), (2, 1), (3, 3), (4, 2)} แล้วจะได้วา่
ř. f(1) + f(2) = 2 + 3 = 5

Ś. g(3)− g(4) = 3− 2 = 1

ś. f(4) · g(2) = 1 · 1 = 1

Ŝ. f(g(3))− g(f(3)) = f(3)− g(4) = 4− 2 = 2

เนืÉองจากฟังก์ชนัเป็นความสมัพนัธ์ ดงันั Êนโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชนัมีความหมายเดียวกบัโดเมนและ
เรนจ์ของความสมัพนัธ์



Ş.ř. นิยามและชนิดของฟังก์ชนั řŜř

บทนิยาม Ş.ř.ŝ f เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B (Function from A into B) เขียนแทนด้วย f : A → B

ก็ตอ่เมืÉอ
ř. f เป็นฟังก์ชนั
Ś. Dom(f) = A

ś. Ran(f) ⊆ B

ตัวอย่าง Ş.ř.Ş ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c, d} ข้อใดตอ่ไปนี Êเป็นฟังก์ชนัจาก A ไป B

ř. f = {(1, a), (2, a), (3, b), (4, c)} เป็นฟังก์ชนัจาก A ไป B

Ś. g = {(1, a), (1, b), (3, c), (4, d)} ไมเ่ป็นฟังก์ชนัจาก A ไป B เพราะ g ไมเ่ป็นฟังก์ชนั
ś. h = {(1, a), (2, b), (3, c)} ไมเ่ป็นฟังก์ชนัจาก A ไป B เพราะ Dom(h) ̸= A

Ŝ. t = {(a, 1), (b, 2), (c, 1), (d, 3)} ไมเ่ป็นฟังก์ชนัจาก A ไป B เพราะ Dom(t) ̸= A

ตัวอย่าง Ş.ř.ş จงแสดงวา่ f = {(x, y) ∈ R× R | y = 2x+ 1} เป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R

บทพสูิจน์. ให้ (x1, y1), (x2, y2) ∈ f สมมติวา่ x1 = x2 จะได้วา่
y1 = 2x1 + 1 = 2x2 + 1 = y2

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั เนืÉองจาก Dom(f) ⊆ R และถ้า x ∈ R เลือก y = 2x+ 1 จะได้วา่ x ∈ Dom(f)

นัÉนคือ R ⊆ Dom(f) ดงันั Êน Dom(f) = R สรุปได้วา่ f : R → R

จากตวัอยา่งข้างต้นนิยมเขียน
f : R → R กําหนดโดย f(x) = 2x+ 1 แทน f = {(x, y) ∈ R× R | y = 2x+ 1}

บางครั Êงใช้สญัลกัษณ์
f : R → R กําหนดโดย x 7−→ 2x+ 1

สญัลกัษณ์ x 7−→ y หมายถงึ x ถกูส่ง (Map) ไปยงั y โดยการมองวา่ฟังก์ชนัเป็นเครืÉองจกัรอนัหนึÉง
เมืÉอใส่ x (Input) ผลทีÉออกมาจากเครืÉองจกัรนี Êก็คือ y หรือ f(x) (Output) แสดงดงัภาพ

ฟังก์ชนั f
outputinput

f(x)x

รูปทีÉ Śš แผนภาพแสดง input และ output ของฟังก์ชนั



řŜŚ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั

จากตวัอยา่ง Ş.ř.ş เขียนเป็นแผนภาพได้ดงันี Ê

ฟังก์ชนั f 2x+ 1x

ความหมายคือเมืÉอสง่ x เข้าไปฟังก์ชนันี Êจะทําการคณูสองเทา่ของ x และบวกเพิÉมอีก ř แล้วสง่ผลลพัธ์ออก
มาจากฟังก์ชนั
ตัวอย่าง Ş.ř.Š จงแสดงวา่ f = {(x, y) ∈ R× R | y = x2 − 1} เป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R

บทพสูิจน์. ให้ (x1, y1), (x2, y2) ∈ f สมมติวา่ x1 = x2 จะได้วา่
y1 = x2

1 − 1 = x2
2 − 1 = y2

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั เนืÉองจาก Dom(f) ⊆ R และถ้า x ∈ R เลือก y = x2 − 1 จะได้วา่ x ∈ Dom(f)

นัÉนคือ R ⊆ Dom(f) ดงันั Êน Dom(f) = R สรุปได้วา่ f : R → R

ตัวอย่าง Ş.ř.š ให้ f = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
x} เป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R หรือไม่

วธีิทาํ เนืÉองจาก −1 /∈ Dom(f) ดงันั Êน Dom(f) ̸= R สรุปได้วา่ f ไมเ่ป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R
ตอ่ไปจะแสดงวา่ f : [0,∞) → R

บทพสูิจน์. ให้ (x1, y1), (x2, y2) ∈ f สมมติวา่ x1 = x2 เมืÉอ x1, x2 ∈ [0,∞) จะได้วา่
y1 =

√
x1 =

√
x2 = y2

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ให้ x ∈ Dom(f) แล้ว y =
√
x ดงันั Êน x ≥ 0 จะได้วา่ Dom(f) ⊆ [0,∞)

ในทางกลบักนัให้ x ≥ 0 เลือก y =
√
x นัÉนคือ x ∈ Dom(f) ดงันั Êน [0,∞) ⊆ Dom(f)

สรุปได้วา่ Dom(f) = [0,∞)

จากตวัอยา่งข้างต้นสรุปได้วา่ถ้า f ⊆ A × B เป็นฟังก์ชนั แล้วจะได้วา่ f : Dom(f) → B ตอ่ไปจะ
พิจารณาการเทา่กนัของฟังก์ชนัเนืÉองจากฟังก์ชนัเป็นเซตดงันั Êน f = g ก็ตอ่เมืÉอ f ⊆ g และ g ⊆ f แต่
ไม่นิยมใช้วิธีนี ÊในการตรวจสอบเนืÉองจากฟังก์ชนัมกัเขียน y ในรูปของ f(x) จงึใช้ทฤษฎีบทตอ่ไปนี Êในการ
ตรวจสอบ
ทฤษฎีบท Ş.ř.řŘ ให้ f และ g เป็นฟังก์ชนั แล้ว

f = g ก็ตอ่เมืÉอ Dom(f) = Dom(g) และ f(x) = g(x) ทกุ ๆ x ∈ Dom(f)

บทพสูิจน์. ให้ f และ g เป็นฟังก์ชนั
สมมติ f = g จะเห็นได้ชดัวา่ Dom(f) = Dom(g) เนืÉองจากคู่อนัดบัทกุคู่ใน f และ g เหมือนกนั ให้
x ∈ Dom(f) จะได้วา่มี y ซึÉง (x, y) ∈ f นัÉนคือ y = f(x) เนืÉองจาก f = g ดงันั Êน (x, y) ∈ g นัÉนคือ



Ş.ř. นิยามและชนิดของฟังก์ชนั řŜś

y = g(x) สรุปได้วา่ f(x) = g(x) ทกุ ๆ x ∈ Dom(f) ในทางกลบักนัสมมติ Dom(f) = Dom(g) และ
f(x) = g(x) ทกุ ๆ x ∈ Dom(f) ให้ (x, y) ∈ f จะได้วา่ x ∈ Dom(f) และ y = f(x) เนืÉองจาก
Dom(f) = Dom(g) ฉนั Êน x ∈ Dom(g) และ y = f(x) = g(x) ดงันั Êน (x, y) ∈ g สรุปได้วา่ f ⊆ g

ในทํานองเดียวกนัพิสจูน์ได้วา่ g ⊆ f ทําให้ได้วา่ f = g

ตัวอย่าง Ş.ř.řř กําหนดให้
f = {(x, y) ∈ R× R | y = x+ 2}

g =

{
(x, y) ∈ R× R | y =

x2 − 4

x− 2

}
จะได้วา่ f ̸= g เพราะวา่ 2 ∈ Dom(f) แต่ 2 /∈ Dom(g) ดงันั Êน Dom(f) ̸= Dom(g)

ตัวอย่าง Ş.ř.řŚ กําหนดให้
f : Z → Z กําหนดโดย f(x) = 2x+ 1

g : N → Z กําหนดโดย g(x) = 2x+ 1

จะได้วา่ f ̸= g เพราะวา่ Dom(f) = Z ̸= N = Dom(g)

บทนิยาม Ş.ř.řś กําหนดให้ f : A → B จะกลา่ววา่
ř. f เป็นฟังก์ชันหนึÉงต่อหนึÉง (One-to-one หรือ Injection) หรือ ฟังก์ชนั ř-ř ก็ตอ่เมืÉอ

∀x1, x2 ∈ A, f(x1) = f(x2) → x1 = x2

เขียนแทนฟังก์ชนั ř-ř จาก A ไป B ด้วย f : A
1−1−−→ B

Ś. f เป็นฟังก์ชันทัÉวถงึ (Onto function หรือ Surjection) ก็ตอ่เมืÉอ Ran(f) = B หรือ
∀y ∈ B∃x ∈ A, y = f(x)

เขียนแทนฟังก์ชนัจาก A ทัÉวถงึ B ด้วย f : A
ทัÉวถงึ−−→ B

ś. f เป็นฟังก์ชันหนึÉงต่อหนึÉงแบบทัÉวถงึ (Bijection) หรือการสมนัยแบบหนึÉงต่อหนึÉง (One-to-
one correspondence) ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř และ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
เขียนแทนฟังก์ชนั ř-ř จาก A ทัÉวถงึ B ด้วย f : A

ทัÉวถงึ−−→
1−1

B

ตัวอย่าง Ş.ř.řŜ ให้ f : R → R กําหนดโดย f(x) = 2x+ 1 พิจารณาชนิดของฟังก์ชนั f

ř. ให้ x1, x2 ∈ R สมมติ f(x1) = f(x2) แล้ว
2x1 + 1 = 2x2 + 1

x1 = x2

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř



řŜŜ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั

Ś. ให้ y ∈ R เลือก x =
y − 1

2
∈ R จะได้วา่

f(x) = f

(
y − 1

2

)
= 2

(
y − 1

2

)
+ 1 = y

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
สรุปได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ
ตัวอย่าง Ş.ř.řŝ ให้ f : (0, 1) → R กําหนดโดย f(x) =

x

x+ 1
พิจารณาชนิดของฟังก์ชนั f

ř. ให้ x1, x2 ∈ (0, 1) สมมติ f(x1) = f(x2) แล้ว
x1

x1 + 1
=

x2

x2 + 1

x1(x2 + 1) = x2(x1 + 1)

x1x2 + x1 = x2x1 + x2

x1 = x2

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř
Ś. เนืÉองจาก x ̸= x+ 1 ทกุ ๆ x ∈ (0, 1) ดงันั Êน f(x) ̸= 1 x ∈ (0, 1) สรุปได้วา่ Ran(f) ̸= f

ดงันั Êน f ไมเ่ป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
สรุปได้วา่ f ไมเ่ป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ
ตัวอย่าง Ş.ř.řŞ ให้ f : R → R กําหนดโดย f(x) = x2 − 1 พิจารณาชนิดของฟังก์ชนั f

ř. จะเห็ได้ชดัวา่ f(1) = 12 − 1 = 0 = (−1)2 − 1 = f(−1) แต่ 1 ̸= −1 ดงันั Êน f ไมเ่ป็นฟังก์ชนั ř-ř
Ś. เนืÉองจาก x2 ≥ 0 ทกุ ๆ x ∈ R ดงันั Êน y = f(x) = x2 − 1 ≥ 0 สรุปได้วา่ Ran(f) = [0,∞) ̸= R ดงั

นั Êน f ไมเ่ป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ

สรุปได้วา่ f ไมเ่ป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ จากการสงัเกตข้างต้นจะได้วา่ f : R ทัÉวถงึ−−→ [0,∞)

ดงันั Êนถ้า f : A → B แล้ว f : A
ทัÉวถงึ−−→ Ran(f)



Ş.ř. นิยามและชนิดของฟังก์ชนั řŜŝ

ตัวอย่าง Ş.ř.řş ให้ f : N → N กําหนดโดย f(x) =


x

2
เมืÉอ x เป็นจํานวนคู่

x+ 1

2
เมืÉอ x เป็นจํานวนคีÉ

พิจารณาชนิดของฟังก์ชนั f

ř. เห็นได้ชดัวา่ f(2) =
2

2
= 1 =

1 + 1

2
= f(1) แต่ 2 ̸= 1 ดงันั Êน f ไมเ่ป็นฟังก์ชนั ř-ř

Ś. ให้ y ∈ N เลือก x = 2y ดงันั Êน x เป็นจํานวนคู่ จะได้วา่

f(x) = f(2y) =
2y

2
= y

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
สรุปได้วา่ f ไมเ่ป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ

ตัวอย่าง Ş.ř.řŠ ให้ f : N → Z กําหนดโดย f(x) =


x

2
เมืÉอ x เป็นจํานวนคู่

−x− 1

2
เมืÉอ x เป็นจํานวนคีÉ

จงแสดงวา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ
ř. จะพิสจูน์วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř โดยวิธีแย้งสลบัทีÉ นัÉนคือ ∀x1, x2 ∈ N, x1 ̸= x2 → f(x1) ̸= f(x2)

ให้ x1, x2 ∈ N สมมติวา่ x1 ̸= x2

กรณีทีÉ ř x1 และ x2 เป็นจํานวนคู่
เนืÉองจาก x1 ̸= x2 จะได้วา่ x1

2
̸= x2

2
สรุปได้วา่ f(x1) ̸= f(x2)

กรณีทีÉ Ś x1 และ x2 เป็นจํานวนคีÉ
เนืÉองจาก x1 ̸= x2 จะได้วา่ −x1 − 1

2
̸= −x2 − 1

2
สรุปได้วา่ f(x1) ̸= f(x2)

กรณีทีÉ ś x1 เป็นจํานวนคีÉ และ x2 เป็นจํานวนคู่
เนืÉองจาก x1 ∈ N จะได้วา่ x1 ≥ 1 นัÉนคือ 1− x1 ≤ 0 และเป็นจํานวนคู่
ดงันั Êน f(x1) = −x1 − 1

2
≤ 0 เนืÉองจาก x2 ∈ N และเป็นจํานวนคู่ จะได้วา่ x2 ≥ 2 ดงันั Êน

f(x2) =
x2

2
≥ 1 สรุปได้วา่

f(x1) ≤ 0 ̸= 1 ≤ f(x2)

กรณีทีÉ Ŝ x1 เป็นจํานวนคู่ และ x2 เป็นจํานวนคีÉ
พิสจูน์ในทํานองเดียวกบักรณีทีÉ ś

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř



řŜŞ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั
Ś. ให้ y ∈ Z

กรณีทีÉ ř y > 0

จะได้วา่ 2y > 0 และเป็นจํานวนคู่ เลือก x = 2y ดงันั Êน

f(x) = f(2y) =
2y

2
= y

กรณีทีÉ Ś y ≤ 0

จะได้วา่ −2y ≥ 0 นัÉนคือ 1− 2y ≥ 1 และเป็นจํานวนคีÉ เลือก x = 1− 2y ดงันั Êน

f(x) = f(1− 2y) = −1− 2y − 1

2
= y

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
สรุปได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ

Ş.Ś ฟังก์ชันค่าจริงและพชีคณิตของฟังก์ชัน
บทนิยาม Ş.Ś.ř จะเรียก f : A → R วา่ฟังก์ชันค่าจริง (Real-value function) นัÉนคือ Ran(f) ⊆ R

ในตําราเลม่นี Êจะกลา่วถงึฟังก์ชนัคา่จริงในกรณีทีÉ A ⊆ R ตวัอยา่ง f : R → R โดย f(x) = 2x + 1

เป็นต้น และเขียนยอ่ ๆ วา่
f(x) = 2x+ 1

แทนฟังก์ชนัคา่จริงซึÉงมีโดเมนเป็นสบัเซตจํานวนจริง
จะเห็นได้วา่ฟังก์ชนัคา่จริงเป็นสบัเซตของ R×R ซึÉงสามารถเขียนแทนด้วยกราฟในระนาบสองมิติดงัทีÉ

เคยแสดงมาแล้วในเรืÉองความสมัพนัธ์ ตอ่ไปจะเป็นการตรวจสอบความสมัพนัธ์ f ⊆ R×R วา่เป็นฟังก์ชนั
หรือไม่โดยใช้การทดสอบเส้นแนวดิÉง (Verticle line test) หลกัการคือลากเส้นแนวดิÉง (เส้นตั Êงฉากกบั
แกน X) ถ้า f เป็นฟังก์ชนัทกุ ๆ เส้นแนวดิÉงในบริเวณโดเมนต้องตดักบักราฟความสมัพนัธ์เพียงจดุเดียว
เทา่นั Êน



Ş.Ś. ฟังก์ชนัค่าจริงและพีชคณิตของฟังก์ชนั řŜş

ตัวอย่าง Ş.Ś.Ś ความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี Êเป็นฟังก์ชนัหรือไม่ โดยใช้การทดสอบเส้นแนวดิÉง
ř. f1 = {(x, y) ∈ R× R | y = x2}

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

f1

X

X

X

X

เนืÉองจากเส้นแนวดิÉงทกุเส้นบนโดเมนตดักราฟ f1 เพียงจดุเดียวเสมอ ทําให้สรุปได้วา่ f1 เป็นฟังก์ชนั
Ś. f2 = {(x, y) ∈ R× R | y2 = x− 1}

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X

Y

1 2 3 4 5 6

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

f2

X

X

เนืÉองจากเส้นแนวดิÉง x = 4 ตดักราฟ f2 สองจดุ ทําให้สรุปได้วา่ f2 ไมเ่ป็นฟังก์ชนั



řŜŠ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั
ś. f3 = {(x, y) ∈ R× R | x2 + y2 = 9}

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4 f3

X

X

เนืÉองจากเส้นแนวดิÉง x = 2 ตดักราฟ f3 สองจดุ ทําให้สรุปได้วา่ f3 ไมเ่ป็นฟังก์ชนั
Ŝ. f4 = {(x, y) ∈ R× R+ |x2 + y2 = 9}

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

1

2

3

4

f4

XX
XX

เนืÉองจากเส้นแนวดิÉงทกุเส้นบนโดเมนตดักราฟ f4 เพียงจดุเดียวเสมอ ทําให้สรุปได้วา่ f4 เป็นฟังก์ชนั
สําหรับฟังก์ชนัคา่จริง f การตรวจสอบฟังก์ชนัแบบหนึÉงตอ่หนึÉงทําได้โดยการทดสอบเส้นแนวนอน

(Horizontal line test) ถ้า f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ถ้าเส้นแนวนอนทกุเส้นบนเรนจ์ตดักราฟ f เพียงจดุเดียว
เทา่นั Êน



Ş.Ś. ฟังก์ชนัค่าจริงและพีชคณิตของฟังก์ชนั řŜš

ตัวอย่าง Ş.Ś.ś ฟังก์ชนัคา่จริงตอ่ไปนี Êเป็นฟังก์ชนั ř-ř หรือไม่ โดยใช้การทดสอบเส้นแนวนอน
ř. f(x) = 2x+ 1

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3 4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6 f

X

X

X

เนืÉองจากเส้นแนวนอนทกุเส้นบนเรนจ์ตดักราฟ f เพียงจดุเดียวเสมอ ทําให้สรุปได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั
ř-ř

Ś. g(x) = x2

วธีิทาํ เขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

g

XX

เนืÉองจากเส้นแนวนอน y = 4 ตดักราฟ g สองจดุ ทําให้สรุปได้วา่ g ไมเ่ป็นฟังก์ชนั ř-ř



řŝŘ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั

ข้อควรระวังในการทดสอบเส้นแนวนอน ถ้าความสมัพนัธ์ทีÉกําหนดมายงัไมท่ราบแน่ชดัวา่เป็นฟังก์ชนั
คา่จริงหรือไม่ จะต้องทดสอบเส้นแนวดิÉงเพืÉอตรวจสอบการเป็นฟังก์ชนัก่อนถ้าไม่เป็นฟังก์ชนัจะไม่ทดสอบ
เส้นเนวนอน มิเช่นนั Êนจะเกิดข้อผิดพลาดในการสรุปคําตอบได้ ตวัอยา่งเช่น

X

Y

1 2 3 4 5 6

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

f2

X

มองเผิน ๆ จะได้วา่กราฟนี Êเป็นฟังก์ชนั ř-ř แต่คํากลา่วนี ÊผิดเมืÉอทดสอบเส้นแนวดิÉงพบวา่กราฟนี Êไม่เป็น
ฟังก์ชนัเพราะเส้นแนวดิÉงตดัมากกวา่ ř จดุ

ในการกําหนด f(x) กระทําโดยไม่รอบคอบอาจทําให้ f ทีÉ ได้ ไมใ่ช่ ฟังก์ชนั ควรตรวจสอบการเป็น
ฟังก์ชนัทกุครั ÊงเมืÉอไม่แน่ใจ นัÉนคือการตรวจสอบวา่ การกาํหนดฟังก์ชันเป็นไปอย่างแจ่มชัด (Well-
defined) หรือไม่ ตวัอยา่งเช่น สําหรับ a

b
∈ Q กําหนดโดย f

(a
b

)
= a + b เป็นการกําหนดแบบไม่แจม่ชดั

เพราะวา่ f

(
1

2

)
= 1 + 2 = 3 ̸= 6 = 2 + 4 = f

(
2

4

)
แต่ 1

2
=

2

4

บทนิยาม Ş.Ś.Ŝ ให้ f และ g เป็นฟังก์ชนัคา่จริง นิยามพีชคณิตของฟังก์ชนั (Algebra of functions) ดงันี Ê
ř. ผลบวก (Sum) ของ f และ g เขียนแทนด้วย f + g นิยามโดย

f + g = {(x, y) : y = f(x) + g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

Ś. ผลต่าง (Difference) ของ f และ g เขียนแทนด้วย f − g นิยามโดย
f − g = {(x, y) : y = f(x)− g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

ś. ผลคูณ (Product) ของ f และ g เขียนแทนด้วย fg นิยามโดย
fg = {(x, y) : y = f(x)g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

Ŝ. ผลหาร (Quotient) ของ f และ g เขียนแทนด้วย f

g
นิยามโดย

f

g
=

{
(x, y) : y =

f(x)

g(x)
, x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g) และ g(x) ̸= 0

}



Ş.Ś. ฟังก์ชนัค่าจริงและพีชคณิตของฟังก์ชนั řŝř

ทฤษฎีบท Ş.Ś.ŝ พีชคณิตของฟังก์ชนัในบทนิยาม Ş.Ś.Ŝ เป็นฟังก์ชนั
บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั

โดยบทนิยาม Ş.Ś.Ŝ จะได้วา่
(f + g)(x) = f(x) + g(x) (f − g)(x) = f(x)− g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x)

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
เมืÉอ g(x) ̸= 0

ตัวอย่าง Ş.Ś.Ş จงหาพีชคณิตของฟังก์ชนั เมืÉอกําหนดให้
f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 1), (7, 3)}
g = {(1, 0), (2, 1), (3, 2), (4, 5), (5, 2), (6, 0)}

วธีิทาํ จะได้วา่ Dom(f) ∩ Dom(g) = {1, 2, 3, 4, 5} ดงันั Êน
f + g = {(1, 2 + 0), (2, 3 + 1), (3, 4 + 2), (4, 5 + 5), (5, 1 + 2)}

= {(1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 10), (5, 3)}
f − g = {(1, 2− 0), (2, 3− 1), (3, 4− 2), (4, 5− 5), (5, 1− 2)}

= {(1, 2), (2, 2), (3, 2), (4, 0), (5,−1)}
fg = {(1, 2 · 0), (2, 3 · 1), (3, 4 · 2), (4, 5 · 5), (5, 1 · 2)}

= {(1, 0), (2, 3), (3, 8), (4, 25), (5, 2)}
f

g
=

{(
2,

3

1

)
,

(
3,

4

2

)
,

(
4,

5

5

)
,

(
5,

1

2

)}
=

{
(2, 3), (3, 2), (4, 1),

(
5,

1

2

)}
ตัวอย่าง Ş.Ś.ş จงหาพีชคณิตของฟังก์ชนั เมืÉอกําหนดให้ f(x) =

x

x2 − 1
และ g(x) =

x

x+ 1

วธีิทาํ เนืÉองจาก Dom(f) = R− {−1, 1} และ Dom(g) = R− {−1}
ดงันั Êน Dom(f) ∩ Dom(g) = R− {−1, 1} จะได้วา่

(f + g)(x) = f(x) + g(x) =
x

x2 − 1
+

x

x+ 1
=

x2

x2 − 1
เมืÉอ x ̸= −1, 1

(f − g)(x) = f(x)− g(x) =
x

x2 − 1
− x

x+ 1
=

2x− x2

x2 − 1
เมืÉอ x ̸= −1, 1

(fg)(x) = f(x)g(x) =
x

x2 − 1
· x

x+ 1
=

x2

(x2 − 1)(x+ 1)
เมืÉอ x ̸= −1, 1

จะเห็นวา่ g(x) = 0 ก็ตอ่เมืÉอ x = 0 ดงันั Êน(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
=

x

x2 − 1
· x+ 1

x
=

1

x− 1
เมืÉอ x ̸= −1, 0, 1
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Ş.ś ฟังก์ชันผกผันและประกอบ
จากหวัข้อทีÉผา่นมาความสมัพนัธ์ผกผนัยอ่มเป็นความสมัพนัธ์ แต่สําหรับฟังก์ชนัเมืÉอผกผนัไม่จําเป็น

ต้องเป็นฟังก์ชนัเสมอไปเชน่
ฟังก์ชนั f = {(1, 2), (3, 2)} เมืÉอผกผนัจะได้ f−1 = {(2, 1), (2, 3)} ไมเ่ป็นฟังก์ชนั

ในหวัข้อนี Êจะกลา่วถงึฟังก์ชนัลกัษณะใดทีÉผกผนัแล้วยงัเป็นฟังก์ชนั
บทนิยาม Ş.ś.ř ให้ f : A → B จะกลา่ววา่ f เป็นฟังก์ชันผกผันได้ (Invertible function) ก็ตอ่เมืÉอ

f−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ f} เป็นฟังก์ชนั
และเรียก f−1 วา่ฟังก์ชันผกผัน (Inverse function) ของ f
ตัวอย่าง Ş.ś.Ś ให้ f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)} และ g = {(1, 2), (2, 1), (3, 2)}
จะได้วา่ f−1 = {(2, 1), (3, 2), (4, 3)} และ g−1 = {(2, 1), (1, 2), (2, 3)}
ดงันั Êน f−1 เป็นฟังก์ชนั นัÉนคือ f เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้ แต่ g−1 ไมเ่ป็นฟังก์ชนั ดงันั Êน g เป็นฟังก์ชนัผกผนัไม่
ได้
ทฤษฎีบท Ş.ś.ś ให้ f : A → B แล้วจะได้วา่

f เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้ ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř
บทพสูิจน์. สมมติ f เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้ นัÉนคือ f−1 เป็นฟังก์ชนั ให้ (x1, y1) ∈ f และ (x2, y2) ∈ f

สมมติวา่ y1 = y2 เนืÉองจาก (y1, x1) ∈ f−1 และ (y2, x2) ∈ f−1 และ f−1 เป็นฟังก์ชนั ดงันั Êน x1 = x2 ใน
ทางกลบักนัสมมติ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř (x1, y1) ∈ f−1 และ (x2, y2) ∈ f−1 สมมติวา่ x1 = x2 เนืÉองจาก
(y1, x1) ∈ f และ (y2, x2) ∈ f และ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ดงันั Êน y1 = y2 นัÉนคือ f−1 เป็นฟังก์ชนั หรือกลา่ว
ได้วา่ f เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้
ทฤษฎีบท Ş.ś.Ŝ f : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ก็ตอ่เมืÉอ f−1 : B → A เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉว
ถงึ
บทพสูิจน์. สมมติ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ นัÉนคือ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř โดยทฤษฎีบท Ş.ś.ś f เป็น
ฟังก์ชนัผกผนัได้ หรือ f−1 เป็นฟังก์ชนั เนืÉองจาก f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึดงันั Êน Ran(f) = B จาก Dom(f) =

A ทําให้ได้วา่ Dom(f−1) = Ran(f) = B และ Ran(f−1) = Dom(f) = A สรุปได้วา่ f−1 : B → A

เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ ให้ (x1, y1) ∈ f−1 และ (x2, y2) ∈ f−1 สมมติวา่ y1 = y2 เนืÉองจาก (y1, x1) ∈ f และ
(y2, x2) ∈ f และ f เป็นฟังก์ชนั ดงันั Êน x1 = x2 ทําให้ได้วา่ f−1 เป็นฟังก์ชนั ř-ř สรุปได้วา่ f−1 : B → A

เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ด้านกลบักนัให้ทําเป็นแบบฝึกหดั
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ตัวอย่าง Ş.ś.ŝ จงตรวจสอบวา่ฟังก์ชนัตอ่ไปนี Êเป็นฟังก์ชนัผกผนัได้หรือไม่ พร้อมให้เหตผุล
ř. f : R → R นิยามโดย f(x) = x2

วธีิทาํ เนืÉองจาก f(1) = 12 = 1 = (−1)2 = f(−1) แต่ 1 ̸= −1 ดงันั Êน f ไม่เป็นฟังก์ชนั ř-ř โดย
ทฤษฎีบท Ş.ś.ś สรุปได้วา่ f เป็นฟังก์ชนัผกผนัไมไ่ด้

Ś. f : N → R นิยามโดย f(x) =
x

x+ 1

วธีิทาํ ให้ x1, x2 ∈ N สมมติ f(x1) = f(x2) ดงันั Êน
x1

x1 + 1
=

x2

x2 + 1

x1(x2 + 1) = x2(x1 + 1)

x1x2 + x1 = x2x1 + x2

x1 = x2

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř โดยทฤษฎีบท Ş.ś.ś สรุปได้วา่ f เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้
ś. f : R → R นิยามโดย f(x) = 2x+ 1

วธีิทาํ จากตวัอยา่ง Ş.ř.ş จะได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ โดยทฤษฎีบท Ş.ś.Ŝ จะได้วา่
f−1 : R → R เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ นอกจากนี Ê

(x, y) ∈ f−1 ↔ (y, x) ∈ f

↔ x = 2y + 1

↔ y =
x− 1

2

ดงันั Êน f−1 =

{
(x, y) ∈ R× R | y =

x− 1

2

}
หรือ f−1 : R → R กําหนดโดย f−1(x) =

x− 1

2

ตัวอย่าง Ş.ś.Ş ให้ f : R → R กําหนดโดย f(x) = x|x|
จงแสดงวา่ f−1 เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ และหา f−1(x)

บทพสูิจน์. ř. ให้ x1, x2 ∈ R สมมติ x1 ̸= x2 แล้ว
กรณีทีÉ ř x1 ≥ 0 และ x2 ≥ 0 จะได้วา่ x2

1 ̸= x2
2 ดงันั Êน

f(x1) = x1|x1| = x2
1 ̸= x2

2 = x2|x2| = f(x2)

กรณีทีÉ Ś x1 < 0 และ x2 < 0 จะได้วา่ −x2
1 ̸= −x2

2 ดงันั Êน
f(x1) = x1|x1| = −x2

1 ̸= −x2
2 = x2|x2| = f(x2)

กรณีทีÉ ś x1 ≥ 0 และ x2 < 0 จะได้วา่ x1|x1| ≥ 0 และ x2|x2| < 0 ดงันั Êน
f(x2) = x2|x2| < 0 ≤ x1|x1| = f(x1)
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กรณีทีÉ Ŝ x1 < 0 และ x2 ≥ 0 พิสจูน์ในทํานองเดียวกบักรณีทีÉ ś
ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř

Ś. ให้ y ∈ R

กรณีทีÉ ř y ≥ 0 เลือก x =
√
y ∈ R จะได้วา่

f(x) = f(
√
y) =

√
y|√y| = y

ดงันั Êน y ∈ Ran(f)
กรณีทีÉ Ś y < 0 นัÉนคือ −y > 0 เลือก x = −

√
−y ∈ R จะได้วา่

f(x) = f(−
√
−y) = −

√
−y| −

√
−y| = y

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
สรุปได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ
โดยทฤษฎีบท Ş.ś.Ŝ f−1 : R → R เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ให้ (x, y) ∈ f−1 ก็ตอ่เมืÉอ x = y|y|

กรณีทีÉ x ≥ 0 จะได้ y ≥ 0 ดงันั Êน y2 = x หรือ y =
√
x

กรณีทีÉ x < 0 จะได้ y < 0 ดงันั Êน −y2 = x หรือ y = −
√
−x

ดงันั Êน f−1 : R → R กําหนดโดย f−1(x) =


√
x เมืÉอ x ≥ 0

−
√
−x เมืÉอ x < 0

ถ้าเปรียบเทียบฟังก์ชนัคือเครืÉองจกัรชิ ÊนหนึÉงเรียกวา่ f เมืÉอใส่ x หรือ input เข้าไปในเครืÉองจะได้ f(x)

ออกมาตามหน้าทีÉของเครืÉองจกัรชนิดนั Êน จากแนวคิดนี ÊเมืÉอประกอบเครืÉองจกัรอีกเครืÉองทีÉเรียกวา่ g อีกชิ Êน
โดยนํา f(x) หรือ output จากเครืÉองจกัร f ใสเ่ข้าไปในเครืÉองจกัร g แล้วได้ผลเป็น g(f(x)) เรียกเครืÉองจกัร
ประกอบจากสองชิ Êนนี Êวา่ h ดงัแผนภาพ

g(f(x))x f gf(x)

h

รูปทีÉ śŘ แผนภาพแสดงเครืÉองจกัรทีÉประกอบจาก f และ g

จะเรียกฟังก์ชนั h ทีÉได้จากแนวคิดนี Êวา่ ฟังก์ชันประกอบ (Composite function) ซึÉงมีนิยามดงัตอ่ไปนี Ê
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บทนิยาม Ş.ś.ş ให้ f : A → B และ g : C → D และ E = {x ∈ A | f(x) ∈ C} นิยามฟังก์ชนัประกอบ
ของ f และ g เขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์ g ◦ f โดยทีÉ

ř. ถ้า E = ∅ แล้ว g ◦ f เป็นฟังก์ชนัวา่ง (Empty function)
Ś. ถ้า E ̸= ∅ แล้ว g ◦ f : E → D กําหนดโดย g ◦ f(x) = g(f(x))

gf

E

x

A

f(x)

CB

g((x))

D

g ◦ f

รูปทีÉ śř แผนภาพแสดงฟังก์ชนัประกอบ g ◦ f

ข้อสังเกต
ř. Dom(g ◦ f) = E = {x | x ∈ Dom(f) และ f(x) ∈ Dom(g)}

Ś. เนืÉองจากฟังก์ชนัเป็นความสมัพนัธ์ g ◦ f จะสอดคล้องกบันิยามความสมัพนัธ์ประกอบและเขียนได้
เป็น

g ◦ f = {(x, z) ∈ A×D |x ∈ Dom(f) ∧ ∃y ∈ Ran(f) ∩ Dom(g), y = f(x) ∧ z = g(y)}

ś. กรณีทีÉ f : A → B และ g : B → C จะได้วา่ g ◦ f : A → C

ตัวอย่าง Ş.ś.Š ให้ f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (5, 1)} และ g = {(2, 3), (3, 2), (4, 5), (5, 4)}
จะได้วา่ g ◦ f = {(1, 3), (2, 2), (3, 5)} แสดงได้ดงัแผนภาพตอ่ไปนี Ê

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

f g

1

2

3

1

2

3

4

5

g ◦ f

รูปทีÉ śŚ แผนภาพแสดงตวัอยา่งฟังก์ชนัประกอบ g ◦ f
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ตัวอย่าง Ş.ś.š ให้ f, g เป็นฟังก์ชนัคา่จริงโดย f(x) =

√
x และ g(x) = x2 จงหา g ◦ f(x) และ f ◦ g(x)

พร้อมทั Êงโดเมนและเรจน์ของทั Êงสอง
วธีิทาํ พิจารณา f(x) =

√
x จะได้วา่ Dom(f) = [0,∞) และ Ran(f) = [0,∞)

สําหรับ g(x) = x2 มี Dom(f) = R และ Ran(f) = [0,∞) ดงันั Êน
f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(x2) =

√
x2 = |x|

ทําให้ได้วา่ Dom(f ◦ g) = R และ Ran(f ◦ g) = [0,∞)

g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(
√
x) = (

√
x)2 = x เมืÉอ x ≥ 0

ทําให้ได้วา่ Dom(g ◦ f) = [0,∞) และ Ran(g ◦ f) = [0,∞)

จากตวัอยา่งข้างต้นสรุปได้วา่ f ◦ g ไม่เทา่กบั g ◦ f และต้องระมดัระวงัการหาโดเมนและเรจน์ของ
ฟังก์ชนัประกอบโดยการพิจารณาตามนิยามและความหมายอยา่งรัดกมุ
ทฤษฎีบท Ş.ś.řŘ กําหนดให้ f : A → B และ g : B → C จะได้วา่

ř. ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนั ř-ř แล้ว g ◦ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř
Ś. ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ แล้ว g ◦ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
ś. ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ แล้ว g ◦ f เป็นฟังก์ ř-ř แบบทัÉวถงึ

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B และ g : B → C จะได้วา่
ř. สมมติ f และ g เป็นฟังก์ชนั ř-ř ให้ x1, x2 ∈ A โดยทีÉ g ◦ f(x1) = g ◦ f(x2) แล้ว

g(f(x1)) = g(f(x2))

เนืÉองจาก g เป็นฟังก์ชนั ř-ř ดงันั Êน f(x1) = f(x2) สรุปได้วา่ x1 = x2 เพราะ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ดงั
นั Êน g ◦ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř

Ś. สมมติ f และ g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ ให้ y ∈ C เนืÉองจาก g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ จะได้วา่มี z ∈ B ซึÉง
g(z) = y และเนืÉองจาก f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ นัÉนคือมี x ∈ A ซึÉง f(x) = z ดงันั Êน

y = g(z) = g(f(x)) = g ◦ f(x)

ดงันั Êน g ◦ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
ś. เป็นผลมาจาก ř และ Ś
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ทฤษฎีบท Ş.ś.řř กําหนดให้ f : A → B และ g : B → C จะได้วา่

ř. ถ้า g ◦ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แล้ว f เป็นฟังก์ชนั ř-ř

Ś. ถ้า g ◦ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ แล้ว g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ

ś. ถ้า g ◦ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ แล้ว f เป็นฟังก์ ř-ř และ g เป็นฟังก์ชนัแบบทัÉวถงึ

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B และ g : B → C จะได้วา่

ř. สมมติ g ◦ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ให้ x1, x2 ∈ A โดยทีÉ f(x1) = f(x2) เนืÉองจาก g ◦ f เป็นฟังก์ชนั จะได้

g ◦ f(x1) = g(f(x1)) = g(f(x2)) = g ◦ f(x2)

เนืÉองจาก g ◦ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ดงันั Êน x1 = x2 สรุปได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř

Ś. สมมติ g ◦ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ ให้ y ∈ C จะได้วา่มี x ∈ A ซึÉง g ◦ f(x) = y ดงันั Êน f(x) ∈ B และ

g(f(x)) = g ◦ f(x) = y

ดงันั Êน g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ

ś. เป็นผลมาจาก ř และ Ś

บทนิยาม Ş.ś.řŚ ให้ A เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง ฟังก์ชันเอกลักษณ์ (Identity function) บน A คือฟังก์ชนั

iA : A → A นิยามโดย iA(x) = x

ตัวอย่าง Ş.ś.řś กําหนดให้ f(x) =
1− x

1 + x
และ A = Dom(f) จงแสดงวา่ f = f−1 และ f ◦f = iA

วธีิทาํ เห็นได้ชดัวา่ A = Dom(f) = R−{−1} ตอ่ไปจะแสดงวา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ให้ x1, x2 ∈ A สมมติ
วา่ f(x1) = f(x2) แล้ว

1− x1

1 + x1

=
1− x2

1 + x2

(1− x1)(1 + x2) = (1− x2)(1 + x1)

1 + x2 − x1 − x1x2 = 1 + x1 − x2 − x1x2

2x2 = 2x1

x2 = x1



řŝŠ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř โดยทฤษฎีบท Ş.ś.ś f เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้ และ (x, y) ∈ f−1 สอดคล้อง

x =
1− y

1 + y

x(1 + y) = 1− y

x+ xy = 1− y

xy + y = 1− x

y(1 + x) = 1− x

y =
1− x

1 + x

จะเห็นได้วา่ Dom(f−1) = Dom(f) = A และ f(x) = f−1(x) ทกุ ๆ x ∈ A ดงันั Êน f = f−1

สําหรับ x ∈ A จะได้วา่
f ◦ f(x) = f(f(x)) =

1− f(x)

1 + f(x)

=
1− 1− x

1 + x

1 +
1− x

1 + x

=

2x

1 + x
2

1 + x

= x = iA(x)

ดงันั Êน f ◦ f = iA

ทฤษฎีบท Ş.ś.řŜ ให้ f : A → B แล้ว
ř. f ◦ iA = f

Ś. iB ◦ f = f

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B

ř. เนืÉองจาก iA : A → A จะได้ Dom(f ◦ iA) = A = Dom(f) ให้ x ∈ A จะได้วา่
f ◦ iA(x) = f(iA(x)) = f(x)

ดงันั Êน f ◦ iA = f

Ś. เนืÉองจาก iB : B → B จะได้ Dom(iB ◦ f) = A = Dom(f) ให้ x ∈ A จะได้วา่
iB ◦ f(x) = iB(f(x)) = f(x)

ดงันั Êน iB ◦ f = f



Ş.ś. ฟังก์ชนัผกผนัและประกอบ řŝš

ทฤษฎีบท Ş.ś.řŝ ให้ f : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ จะได้วา่
ř. f ◦ f−1 = iB

Ś. f−1 ◦ f = iA

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ โดยทฤษฎีบท Ş.ś.Ŝ จะได้วา่ f−1 : B → A เป็น
ฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ

ř. จะได้วา่ f ◦ f−1 : B → B แล้ว Dom(f ◦ f−1) = B = Dom(iB) ให้ x ∈ B นัÉนคือมี z ∈ A ซึÉง
f−1(x) = z ดงันั Êน f(z) = x จะได้วา่

f ◦ f−1(x) = f(f−1(x)) = f(z) = x = iB(x)

ดงันั Êน f ◦ f−1 = iB

Ś. ทําเป็นแบบฝึกหดั

ทฤษฎีบท Ş.ś.řŞ ให้ f : A → B เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้ แล้ว f−1 เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้ และ (f−1)−1 = f

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้ โดยทฤษฎีบท Ş.ś.ś f เป็นฟังก์ชนั ř-ř
ดงันั Êน f−1 : Ran(f) → A เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ จะได้วา่ Dom((f−1)−1) = A = Dom(f) ให้ x ∈ A

จะได้วา่มี y ∈ B ซึÉง f(x) = y นัÉนคือ f−1(y) = x แล้ว
(f−1)−1(x) = y = f(x)

ดงันั Êน (f−1)−1 = f

ทฤษฎีบท Ş.ś.řş กําหนดให้ f : A → B และ g : B → C เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ จะได้วา่
(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1

บทพสูิจน์. สมมติ f : A → B และ g : B → C เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ โดยทฤษฎีบท Ş.ś.řŘ จะได้
วา่ f , g และ g ◦ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ฉนั Êน f−1, g−1 และ (g ◦ f)−1 เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ
โดยทฤษฎีบท Ş.ś.Ŝ เห็นได้ชดัวา่ Dom((g ◦ f)−1) = C = Dom(f−1 ◦ g−1)

สําหรับ x ∈ C จะได้วา่มี y ∈ B ซึÉง g−1(x) = y จะได้วา่มี z ∈ A ซึÉง f−1(y) = z ดงันั Êน
f−1 ◦ g−1(x) = f−1(g−1(x)) = f−1(y) = z

จาก f−1(y) = z จะได้ f(z) = y ฉนั Êน g ◦ f(z) = g(f(z)) = g(y) = x ดงันั Êน
(g ◦ f)−1(x) = z

สรุปได้วา่ (g ◦ f)−1(x) = z = f−1 ◦ g−1(x) นัÉนคือ (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1



řŞŘ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั

Ş.Ŝ ภาพและภาพผกผัน
บทนิยาม Ş.Ŝ.ř ให้ f : A → B และ U ⊆ A นิยาม ภาพ (Image) ของ U ภายใต้ f เขียนแทนด้วย f [U ]

กําหนดโดย
f [U ] = {y ∈ B | ∃x ∈ U, f(x) = y}

และ V ⊆ B นิยาม ภาพผกผัน (Inverse image) ของ V ภายใต้ f เขียนแทนด้วย f−1[V ] กําหนดโดย
f−1[V ] = {x ∈ A | f(x) ∈ V }

f
A

U

B

f [U ]

f
A

f−1[V ]

B

V

รูปทีÉ śś แผนภาพแสดงภาพและภาพผกผนั

จากบทนิยามข้างต้นจะได้ข้อสงัเกตดงัตอ่ไปนี Ê
ř. f [∅] = ∅ และ f−1[∅] = ∅

Ś. f [U ] ⊆ Ran(f) และ f [A] = Ran(f)
ś. f−1[V ] ⊆ Dom(f) และ f−1[B] = Dom(f)

Ŝ. y ∈ f [U ] ก็ตอ่เมืÉอ ∃x ∈ U, y = f(x)

ŝ. x ∈ f−1[V ] ก็ตอ่เมืÉอ f(x) ∈ V

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.Ś ให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} และ B = {a, b, c, d} กําหนดฟังก์ชนั f : A → B โดย
f = {(1, a), (2, a), (3, b), (4, a), (5, c)}

จะได้วา่
ř. f [{1, 2}] = {a}

Ś. f [{2, 4, 5}] = {a, c}

ś. f [A] = {a, b, c}

Ŝ. f−1[{a, c}] = {1, 2, 4, 5}

ŝ. f−1[{b, c, d}] = {3, 5}

Ş. f−1[B] = {1, 2, 3, 4, 5} = A



Ş.Ŝ. ภาพและภาพผกผนั řŞř

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.ś ให้ f : R → R โดย f(x) = x2 − 1 จะได้วา่
ř. f [{0, 1, 2, 3}] = {−1, 0, 3, 8}

Ś. f [{−3,−2, 2, 3}] = {8, 3}

ś. f−1[{0, 1, 3}] = {−2,−1, 1, 0, 2}

Ŝ. f−1[{−4,−3,−2}] = ∅

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.Ŝ ให้ f : R → R โดย f(x) = 2x+ 1 จงหา f [[1, 2]] และ f−1[(−3, 3]]

วธีิทาํ แสดงได้ดงักราฟตอ่ไปนี Ê

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

จากกราฟจะได้วา่ f [[1, 2]] = [3, 5] และ f−1[(−3, 3]] = (−2, 1]

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.ŝ ให้ f : R → R โดย f(x) = x2 จงหาภาพและภาพผกผนัตอ่ไปนี Êพร้อมทั Êงพิสจูน์
ř. f [(−1, 2]]

วธีิทาํ แสดงได้ดงักราฟตอ่ไปนี Ê

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

ดงันั Êน f [(−1, 2]] = [0, 4]



řŞŚ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั

บทพสูิจน์. ให้ y ∈ f [(−1, 2]] จะได้วา่มี x ∈ (−1, 2] ซึÉง f(x) = y นัÉนคือ y = x2 เนืÉองจาก
−1 < x ≤ 2 ดงันั Êน

0 ≤ x2 ≤ 4

0 ≤ y ≤ 4

ทําให้ได้วา่ y ∈ [0, 4] ดงันั Êน f [(−1, 2]] ⊆ [0, 4] ในทางกลบักนัให้ y ∈ [0, 4] นัÉนคือ 0 ≤ y ≤ 4 ดงันั Êน
0 ≤ √

y ≤ 2 เลือก x =
√
y จะได้วา่ x ∈ [0, 2] ⊆ (−1, 2] และ

f(x) = f(
√
y) = (

√
y)2 = y

ดงันั Êน y ∈ f [(−1, 2]] นัÉนคือ [0, 2] ⊆ f [(−1, 2]] ทําให้สรุปได้วา่ f [(−1, 2]] = [0, 4]

Ś. f−1[[1, 4]]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

ดงันั Êน f−1[[1, 4]] = [−2,−1] ∪ [1, 2]

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ f−1[[1, 4]] จะได้วา่ f(x) ∈ [1, 4] นัÉนคือ
1 ≤ f(x) ≤ 4

1 ≤ x2 ≤ 4

1 ≤ |x| ≤ 2

แล้ว x ∈ [−2,−1]∪[1, 2]ดงันั Êน f−1[[1, 4]] ⊆ [−2,−1]∪[1, 2] ในทางกลบักนัให้ x ∈ [−2,−1]∪[1, 2]
กรณีทีÉ −2 ≤ x ≤ −1 จะได้วา่ 1 ≤ x2 ≤ 4 ดงันั Êน f(x) ∈ [1, 4] และกรณีทีÉ 1 ≤ x ≤ 2 จะ
ได้วา่ 1 ≤ x2 ≤ 4 ดงันั Êน f(x) ∈ [1, 4] จะได้วา่ [−2,−1] ∪ [1, 2] ⊆ f−1[[1, 4]] ทําให้สรุปได้วา่
f−1[[1, 4]] = [−2,−1] ∪ [1, 2]



Ş.Ŝ. ภาพและภาพผกผนั řŞś

ทฤษฎีบท Ş.Ŝ.Ş ให้ f : A → B จะได้วา่
ř. สมมติ X ⊆ A และ Y ⊆ A ถ้า X ⊆ Y แล้ว f [X] ⊆ f [Y ]

Ś. สมมติ C ⊆ B และ D ⊆ B ถ้า C ⊆ D แล้ว f−1[C] ⊆ f−1[D]

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B

ř. สมมติ X ⊆ A และ Y ⊆ A โดยทีÉ X ⊆ Y ให้ y ∈ f [X] จะได้วา่มี x ∈ X ซึÉง f(x) = y เนืÉองจาก
X ⊆ Y ดงันั Êน x ∈ Y ทําให้ได้วา่ y ∈ f [Y ] สรุปได้วา่ f [X] ⊆ f [Y ]

Ś. สมมติ C ⊆ B และD ⊆ B โดยทีÉ C ⊆ D ให้ x ∈ f−1[C] จะได้วา่ f(x) ∈ C ⊆ D ดงันั Êน f(x) ∈ D

ทําให้ได้วา่ x ∈ f−1[D] สรุปได้วา่ f−1[C] ⊆ f−1[D]

ทฤษฎีบท Ş.Ŝ.ş ให้ f : A → B และ X ⊆ A และ Y ⊆ A จะได้วา่
ř. f [X ∪ Y ] = f [X] ∪ f [Y ]

Ś. f [X ∩ Y ] ⊆ f [X] ∩ f [Y ]

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B และ X ⊆ A และ Y ⊆ A

ř. ให้ b ∈ f [X ∪ Y ] จะได้วา่มี a ∈ X ∪ Y ซึÉง f(a) = b

ถ้า a ∈ X จะได้วา่ b ∈ f [X] ⊆ f [X] ∪ f [Y ]

ถ้า a ∈ Y จะได้วา่ b ∈ f [Y ] ⊆ f [X] ∪ f [Y ]

ดงันั Êน f [X ∪ Y ] ⊆ f [X] ∪ f [Y ] ในทางกลบักนัให้ b ∈ f [X] ∪ f [Y ]

ถ้า b ∈ f [X] จะได้วา่มี a ∈ X ⊆ X ∪ Y ซึÉง f(a) = b นัÉนคือ b ∈ f [X ∪ Y ]

ถ้า b ∈ f [Y ] จะได้วา่มี a ∈ Y ⊆ X ∪ Y ซึÉง f(a) = b นัÉนคือ b ∈ f [X ∪ Y ]

ดงันั Êน f [X] ∪ f [Y ] ⊆ f [X ∪ Y ] สรุปได้วา่ f [X ∪ Y ] = f [X] ∪ f [Y ]

Ś. ทําเป็นแบบฝึกหดั

ทฤษฎีบท Ş.Ŝ.Š ให้ f : A → B และ Aα ⊆ A ทกุ ๆ α ∈ Λ จะได้วา่

ř. f
[∪
α∈Λ

Aα

]
=
∪
α∈Λ

f [Aα]

Ś. f
[∩
α∈Λ

Aα

]
⊆
∩
α∈Λ

f [Aα]



řŞŜ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั
บทพสูิจน์. ให้ f : A → B และ Aα ⊆ A ทกุ ๆ α ∈ Λ

ř. ให้ y ∈ f

[∪
α∈Λ

Aα

]
แล้วจะได้วา่มี x ∈

∪
α∈Λ

Aα ซึÉง f(x) = y นัÉนคือมี α0 ∈ Λ ซึÉง x ∈ Aα0 ดงั

นั Êน y ∈ f [Aα0 ] ทําให้ได้วา่ y ∈
∪
α∈Λ

f [Aα] ในทางกลบักนัให้ b ∈
∪
α∈Λ

f [Aα] จะได้วา่มี α1 ∈ Λ ซึÉง

b ∈ f [Aα1 ] ดงันั Êน f(a) = b สําหรับบาง a ∈ Aα1 ⊆
∪
α∈Λ

Aα ดงันั Êน b ∈ f

[∪
α∈Λ

Aα

]

Ś. ทําเป็นแบบฝึกหดั

ทฤษฎีบท Ş.Ŝ.š ให้ f : A → B และ C ⊆ B และ D ⊆ B จะได้วา่
ř. f−1[C ∪D] = f−1[C] ∪ f−1[D]

Ś. f−1[C ∩D] = f−1[C] ∩ f−1[D]

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B และ C ⊆ B และ D ⊆ B

ř. สําหรับ x ∈ A ใด ๆ
x ∈ f−1[C ∪D] ↔ f(x) ∈ C ∪D

↔ f(x) ∈ C ∨ f(x) ∈ D

↔ x ∈ f−1[C] ∨ x ∈ f−1[D]

↔ x ∈ f−1[C] ∪ f−1[D]

สรุปได้วา่ f−1[C ∪D] = f−1[C] ∪ f−1[D]

Ś. ทําเป็นแบบฝึกหดั

ทฤษฎีบท Ş.Ŝ.řŘ ให้ f : A → B และ Bα ⊆ B ทกุ ๆ α ∈ Λ จะได้วา่

ř. f−1

[∪
α∈Λ

Bα

]
=
∪
α∈Λ

f−1[Bα]

Ś. f−1

[∩
α∈Λ

Bα

]
=
∩
α∈Λ

f−1[Bα]



Ş.Ŝ. ภาพและภาพผกผนั řŞŝ

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B และ Bα ⊆ B ทกุ ๆ α ∈ Λ

ř. ทําเป็นแบบฝึกหดั
Ś. สําหรับ x ใด ๆ

x ∈ f−1

[∩
α∈Λ

Bα

]
↔ f(x) ∈

∩
α∈Λ

Bα

↔ ∀α ∈ Λ, f(x) ∈ Bα

↔ ∀α ∈ Λ, x ∈ f−1[Bα]

↔ ∀x ∈
∪
α∈Λ

f−1[Bα]

ดงันั Êน f−1

[∪
α∈Λ

Bα

]
=
∪
α∈Λ

f−1[Bα]

ทฤษฎีบท Ş.Ŝ.řř ให้ f : A → B และ X ⊆ A และ Y ⊆ B จะได้วา่
ř. X ⊆ f−1[f [X]]

Ś. f [f−1[Y ]] ⊆ Y

บทพสูิจน์. ให้ f : A → B และ X ⊆ A และ Y ⊆ B

ř. ให้ x ∈ X จะได้วา่ f(x) ∈ f [X] นัÉนคือ x ∈ f−1[f [X]] สรุปได้วา่ X ⊆ f−1[f [X]]

Ś. ให้ y ∈ f [f−1[Y ]] จะได้วา่มี x ∈ f−1[Y ] ซึÉง f(x) = y นัÉนคือ f(x) ∈ Y ทําให้ได้วา่ y ∈ Y สรุปได้
วา่ f [f−1[Y ]] ⊆ Y

ทฤษฎีบท Ş.Ŝ.řŚ ให้ f : A → B และ X ⊆ A และ Y ⊆ B จะได้วา่
ř. ถ้า f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แล้ว f−1[f [X]] = X

Ś. ถ้า f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ แล้ว f [f−1[Y ]] = Y

บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั
ทฤษฎีบท Ş.Ŝ.řś ให้ f : A → B จะได้วา่

ถ้า f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ ก็ตอ่เมืÉอ B − f [C] ⊆ f [A− C] ทกุ ๆ C ⊆ A

บทพสูิจน์. สมมติวา่ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ และ C ⊆ A ให้ y ∈ B − f [C] จะได้วา่ y ∈ B แต่ y /∈ f [C]

ดงันั Êนมี x ∈ A ซึÉง f(x) = y ดงันั Êน f(x) /∈ f [C] นัÉนคือ x /∈ C ทําให้ได้วา่ x ∈ A − C สรุปได้วา่
y ∈ f [A − C] พิสจูน์ขากลบัโดยสมมติวา่ B − f [C] ⊆ f [A − C] ทกุ ๆ C ⊆ A เลือก C = A จะได้วา่
B − f [A] = f [A− A] = f [∅] = ∅ นัÉนคือ B ⊆ f [A] เนืÉองจาก f [A] ⊆ B สรุปได้วา่ f [A] = B ดงันั Êน f

เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
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Ş.ŝ การดาํเนินการทวภิาค
หลายคนคงคุ้นเคยกบัการดําเนินการตา่ง ๆ เชน่ การบวก การลบ การคณู และการหาร ในหวัข้อนี Êจะ

กลา่วถงึนิยามของการเนินการให้อยูใ่นรูปทัÉวไปทีÉเรียกวา่ การดาํเนินการทวภิาค (Binary operation) ซึÉง
เป็นฟังก์ชนัหนึÉงโดยนิยามดงัตอ่ไปนี Ê
บทนิยาม Ş.ŝ.ř ให้ G เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง แล้ว ∗ เป็น การดาํเนินการทวภิาค บนเซต G ก็ตอ่เมืÉอ

∗ : G×G → G

นิยมเขียน a ∗ b = c แทน ∗(a, b) = c

ตัวอย่าง Ş.ŝ.Ś ตอ่ไปนี Êเป็นตวัอยา่งการดําเนินการทวิภาคทีÉคุ้นเคย เชน่
ř. + เป็นการดําเนินการทวิภาคบน Z เขียน a+ b แทน +((a, b))

Ś. × เป็นการดําเนินการทวิภาคบน Z เขียน a× b แทน ×((a, b))

ś. ∪ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเอกภพสมัพทัธ์ เขียน A ∩B แทน ∩((A,B))

Ŝ. ∧ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซตของประพจน์ เขียน p ∧ q แทน ∧((p, q))

ตัวอย่าง Ş.ŝ.ś ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซตของจํานวนนบั โดย
a ∗ b = 1

2
(a+ b)(a+ b− 1)

จะได้วา่
ř. 3 ∗ 2 =

1

2
(3 + 2)(3 + 2− 1) = 10

Ś. 2 ∗ 3 =
1

2
(2 + 3)(2 + 3− 1) = 10

ś. 1 ∗ (2 ∗ 3) = 1 ∗ 10 = 1
2
(1 + 10)(1 + 10− 1) = 55

Ŝ. (1 ∗ 2) ∗ 3 =

(
1

2
(1 + 2)(1 + 2− 1)

)
∗ 3 = 3 ∗ 3 =

1

2
(3 + 3)(3 + 3− 1) = 15

ตัวอย่าง Ş.ŝ.Ŝ สําหรับ x และ y เป็นจํานวนจริงบวกใด ๆ กําหนดให้ x ∗ y ทีÉมีเงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê
(1) x ∗ (xy) = (x ∗ x)y

(2) x ∗ (1 ∗ x) = 1 ∗ x

(3) 1 ∗ 1 = 1

คา่ของ 2 ∗ (5 ∗ (5 ∗ 6)) เทา่กบัเทา่ใด
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วธีิทาํ จากเงืÉอนไขทีÉ (ř) แทน x ด้วย 1 จะได้วา่ 1 ∗ y = (1 ∗ 1)y = (1)y = y ดงันั Êน
1 ∗ y = y ทกุ ๆ จํานวนจริงบวก y

จากเงืÉอนไข (Ś) จะได้วา่ สําหรับ x เป็นจํานวนจริงบวกใด ๆ แล้ว
x ∗ (1 ∗ x) = 1 ∗ x

x ∗ x = x

จาก (ř) จะได้วา่ x ∗ (xy) = (x ∗ x)y = xy ดงันั Êน x ∗ xy = xy ทกุ ๆ จํานวนจริงบวก x และ y ดงันั Êน
5 ∗ 6 = 5 ∗ 5 · 6

5
= 5 · 6

5
= 6

5 ∗ (5 ∗ 6) = 5 ∗ 6 = 6

∴ 2 ∗ (5 ∗ (5 ∗ 6)) = 2 ∗ 6 = 2 ∗ 2 · 3 = 2 · 3 = 6

ตอ่ไปจะกลา่วถงึการสร้าง ตารางเคย์เลย์ (Cayley table) สําหรับการดําเนินการบนเซตจํากดัเพืÉอให้
แสดงถงึคา่ตา่ง ๆ ทีÉเกิดจากการดําเนินการทีÉกําหนดให้ โดยมีหลกัวา่ตวัดําเนินการตวัหน้ากําหนดไว้เป็น
หลกัแรกและตวัดําเนินการตวัหลงักําหนดไว้แถวบนสดุ และผลการดําเนินการคือสว่นตารางทีÉเกิดการจาก
ตวัหน้าและตวัหลงั ดงัตวัอยา่ง ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต {a, b, c}

∗ a b c

a a ∗ a a ∗ b a ∗ c
b b ∗ a b ∗ b b ∗ c
c c ∗ a c ∗ b c ∗ c

สําหรับการบวกและการคณูบนเซต {1, 2, 3} เขียนตารางเคย์เลย์ได้ดงันี Ê
+ 1 2 3

1 Ś ś Ŝ
2 ś Ŝ ŝ
3 Ŝ ŝ Ş

× 1 2 3

1 ř Ś ś
2 Ś Ŝ Ş
3 ś Ş š

ตัวอย่าง Ş.ŝ.ŝ ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต {−2, 0, 2} นิยามโดย
a ∗ b = 1

2
(a+ b)

สร้างตารางเคย์เลย์ได้ดงันี Ê
∗ −2 0 2

−2 −2 −1 0

0 −1 0 1

2 0 1 2
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ตัวอย่าง Ş.ŝ.Ş ตารางเคย์เลย์ของการดําเนินการทวิภาค ∗ บนเซต G = {1, 2, 3, 4} คือ

∗ 1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 2 1 4 3

3 3 4 1 2

4 4 3 2 1

จากตารางเคย์เลย์จะได้วา่
ř. (1 ∗ 2) ∗ (3 ∗ 2) = 2 ∗ 4 = 3

Ś. (4 ∗ 4) ∗ (3 ∗ 3) = 1 ∗ 1 = 1

ś. 1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4)) = 1 ∗ (2 ∗ 2) = 1 ∗ 1 = 1

บทนิยาม Ş.ŝ.ş ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G และให้ A ⊆ G ถ้า
∀a, b ∈ A, a ∗ b ∈ A

แล้วจะกลา่ววา่ เซต A มีสมบัตปิิด (Closed) ภายใต้ ∗ หรือ ∗ มีสมบตัิปิดบนเซต A

เห็นได้วา่การบวกและการคณูมีสมบตัิปิดบนเซตจํานวนจริง จํานวนเตม็ และจํานวนตรรกยะ
ตัวอย่าง Ş.ŝ.Š ให้ E = {0,±2,±4,±6, ...} และ O = {±1,±3,±5, ...} จะเห็นได้วา่

ř. เซตของจํานวนคู่ E มีสมบตัิปิดภายใต้การบวก และการคณู
Ś. เซตของจํานวนคู่ O มีสมบตัิปิดภายใต้การคณู แตไ่มมี่สมบตัิปิดภายใต้การบวก

ตัวอย่าง Ş.ŝ.š พิจารณาการดําเนินการตอ่ไปนี Ê
ř. กําหนดให้ a ∗ b = a + b + 1 สําหรับ a, b ∈ N แล้ว ∗ มีสมบตัิปิดบนเซตของจํานวนนบัเนืÉองจาก

สจัพจน์ทีÉวา่ผลบวกของจํานวนนบัยอ่มเป็นจํานวนนบั
Ś. กําหนดให้ a ∗ b = a+ b− 2 สําหรับ a, b ∈ N แล้ว ∗ ไมมี่สมบตัิปิดบนเซตของจํานวนนบัเนืÉองจาก

1 ∗ 1 = 1 + 1− 2 = 0 /∈ N

สามารถตรวจสอบสมบตัิปิดโดยใช้ตารางเคย์เลย์ได้ดงันี Êตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê
ตัวอย่าง Ş.ŝ.řŘ กําหนดให้ a ∗ b = 3

√
ab เมืÉอ a, b ∈ {−1, 0, 1}

∗ −1 0 1

−1 1 0 −1

0 0 0 0

1 −1 0 1
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จากตารางเคย์เลย์เห็นได้ชดัวา่ ∗ มีสมบตัิปิดบนเซต {−1, 0, 1}

ตัวอย่าง Ş.ŝ.řř กําหนดให้ A = {1,
√
2 + 1,

√
2− 1} กบัการคณู จะได้วา่

× 1
√
2− 1

√
2 + 1

1 1
√
2− 1

√
2 + 1√

2− 1
√
2− 1 3− 2

√
2 1√

2 + 1
√
2 + 1 1 3 + 2

√
2

จากตารางเคย์เลย์ ทําให้ได้วา่ A ไมมี่มีสมบตัิปิดภายใต้การคณู
บทนิยาม Ş.ŝ.řŚ ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ถ้า

∀a, b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a

แล้วจะกลา่ววา่ เซต G มีสมบตัสิลับทีÉ (Commutative law) ภายใต้ ∗ หรือ ∗ มีสมบตัิสลบัทีÉบนเซต G

เห็นได้วา่การบวกและการคณูมีสมบตัิการสบัทีÉบนเซตจํานวนจริง จํานวนเตม็ และจํานวนตรรกยะ
ตัวอย่าง Ş.ŝ.řś พิจารณาการดําเนินทวิภาคตอ่ไปนี Ê

ř. กําหนดให้ a ∗ b = a+ b+ 5 เมืÉอ a, b ∈ N
เนืÉองจาก a ∗ b = a+ b+ 5 = b+ a+ 5 = b ∗ a ดงันั Êน N มีสมบตัิสลบัทีÉภายใต้ ∗

Ś. กําหนดให้ a ∗ b = a2 + ab เมืÉอ a, b ∈ Z
เนืÉองจาก 2 ∗ 3 = 22 + 2(3) = 10 ̸= 15 = 32 + 3(2) = 3 ∗ 2 ดงันั Êน N ไมมี่สมบตัิสลบัทีÉภายใต้ ∗

การตรวจสอบสมบตัิสลบัทีÉจากตารางเคย์เลย์ ทําได้โดยลากเส้นผา่นแนวทแยงจากซ้ายบนไปยงัขวา
ลา่งถ้าคา่แตล่ะคา่ในตารางสมมาตรกนัผา่นเส้นทแยงจะได้สรุปได้วา่การดําเนินการนั ÊนมีสมบตัิสลบัทีÉ
ตัวอย่าง Ş.ŝ.řŜ กําหนดตารางเคย์เลย์ของการดําเนินทวิภาค ∗

ř. นิยาม ∗ บน G1 = {0, 1, 2} ดงันี Ê

∗ 0 1 2

0 2 0 0

1 0 1 2

2 1 2 2

Ś. นิยาม ⋆ บน G2 = {1, 2, 3} ดงันี Ê

⋆ 1 2 3

1 1 3 2

2 3 2 1

3 2 1 3

เห็นได้ชดัวา่ข้อ ř ตารางไมส่มมาตรผา่นเส้นทแยง แตข้่อ Ś มีความสมมาตรผา่นเส้นทแยง
ดงันั Êน ∗ ไมมี่สมบตัิสลบัทีÉบน G1 แต่ ⋆ มีสมบตัิสลบัทีÉบน G2

บทนิยาม Ş.ŝ.řŝ ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ถ้า
∀a, b, c ∈ G, a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c

แล้วจะกลา่ววา่ เซตG มีสมบัตกิารเปลีÉยนกลุ่ม (Associative law) ทีÉภายใต้ ∗ หรือ ∗ มีสมบตัิการเปลีÉยน
กลุม่บนเซต G
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เห็นได้วา่การบวกและการคณูมีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่บนเซตจํานวนจริง จํานวนเตม็ และจํานวนตรรกยะ

ตัวอย่าง Ş.ŝ.řŞ จงตรวจสอบสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ของการดําเนินทวิภาคบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี Ê

ř. กําหนดให้ a ∗ b = a+ b+ 1 เมืÉอ a, b ∈ N
วธีิทาํ ให้ a, b, c ∈ N จะได้วา่

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (b+ c+ 1)

= a+ (b+ c+ 1) + 1

= (a+ b+ 1) + c+ 1

= (a ∗ b) + c+ 1

= (a ∗ b) ∗ c

ดงันั Êน ∗ มีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่บน N

Ś. กําหนดให้ a ∗ b = a− b− ab เมืÉอ a, b ∈ Z
วธีิทาํ เนืÉองจาก

1 ∗ (2 ∗ 3) = 1 ∗ (2− 3− 2 · 3) = 1 ∗ (−7) = 1− (−7)− 1 · (−7)

= 15

̸= −3 = −3− 3− (−3) · 3 = −3 ∗ 3
= (1− 2− 1 · 2) ∗ 3 = (1 ∗ 2) ∗ 3

ดงันั Êน ∗ ไมมี่สมบตัิการเปลีÉยนกลุม่บน Z

บทนิยาม Ş.ŝ.řş ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ถ้ามี e ∈ G ซึÉงสอดคล้อง
∀ a ∈ G, a ∗ e = a = e ∗ a

แล้วจะกลา่ววา่ เซต G มี e เป็น เอกลักษณ์ (Identity) ภายใต้ ∗

สําหรับเซตจํานวนจริงการบวกมี Ř เป็นเอกลกัษณ์ และการคณูมี ř เป็นเอกลกัษณ์
ตัวอย่าง Ş.ŝ.řŠ จากตารางเคย์เลย์

∗ 1 2 3

1 1 1 2

2 1 2 3

3 2 3 3

จะได้วา่ 2 เป็นเอกลกัษณ์เนืÉองจาก 2 ∗ a = a = a ∗ 2 ทกุ ๆ a ∈ {1, 2, 3}
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ตัวอย่าง Ş.ŝ.řš จงหาเอกลกัษณ์ (ถ้ามี) ของการดําเนินบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี Ê
ř. ให้ a ∗ b = a+ b− 7 เมืÉอ a, b ∈ Z

เนืÉองจาก 7 ∈ Z และ 7∗a = 7+a−7 = a = a+7−7 = 7∗a ทกุ ๆ a ∈ Z ดงันั Êน 7 เป็นเอกลกัษณ์
Ś. ให้ a ∗ b = 7ab เมืÉอ a, b ∈ Z จะแสดงวา่ ∗ ไมมี่เอกลกัษณ์บนจํานวนเตม็ สมมติวา่มี e ∈ Z ซึÉง

a ∗ e = a = e ∗ a สําหรับทกุ ๆ a ∈ Z

นัÉนคือ 7ae = a หรือ a(7e− 1) = 0 เลือก a = 1 จะได้วา่ 7e = 1 นัÉนคือ 7 | 1 เกิดข้อขดัแย้ง สรุปได้
วา่ ∗ ไมมี่เอกลกัษณ์บน Z
ข้อสงัเกต ∗ มีเอกลกัษณ์บน R โดยมีเอกลกัษณ์คือ 1

7

ś. ให้ a ∗ b = a− 2b เมืÉอ a, b ∈ Q จะแสดงวา่ ∗ ไมมี่เอกลกัษณ์บนจํานวนเตม็ สมมติวา่มี e ∈ Q ซึÉง

a ∗ e = a = e ∗ a สําหรับทกุ ๆ a ∈ Q

นัÉนคือ a = a − 2e ดงันั Êน e = 0 แต่ e ∗ a = 0 ∗ a = 0 − 2a = −2a ̸= a เมืÉอ a ̸= 0 เกิดข้อขดัแย้ง
สรุปได้วา่ ∗ ไมมี่เอกลกัษณ์บน Q

ทฤษฎีบท Ş.ŝ.ŚŘ ถ้า G มีเอกลกัษณ์ภายใต้การดําเนินการ ∗ จะมีได้เพียงตวัเดียวเทา่นั Êน
บทพสูิจน์. ให้ e1 และ e2 เป็นเอกลกัษณ์ของ G ภายใต้ ∗ สําหรับทกุ ๆ a ∈ G จะได้วา่

e1 ∗ a = a = a ∗ e1 และ e2 ∗ a = a = a ∗ e2

เนืÉองจาก e2 ∈ G ดงันั Êน e1 ∗ e2 = e2 และเนืÉองจาก e1 ∈ G ดงันั Êน e1 = e1 ∗ e2 นัÉนคือ
e1 = e1 ∗ e2 = e2

สรุปได้วา่ G มีเอกลกัษณ์ภายใต้การดําเนินการ ∗ เพียงตวัเดียวเทา่นั Êน
บทนิยาม Ş.ŝ.Śř ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ทีÉมี e เป็นเอกลกัษณ์ ถ้า a ∈ G และ

∃ b ∈ G, a ∗ b = e = b ∗ a

จะกลา่ววา่ b วา่ตัวผกผัน (Inverse) ของ a เขียนสญัลกัษณ์ด้วย a−1



řşŚ บททีÉ Ş. ฟังก์ชนั
ตัวอย่าง Ş.ŝ.ŚŚ จงหาตวัผกผนั (ถ้ามี) ของสมาชิกทกุตวัจากตารางเคย์เลย์

∗ 1 2 3

1 1 2 3

2 2 1 3

3 3 3 3

จากตารางจะได้วา่ 1 เป็นเอกลกัษณ์ จะเห็นวา่ ř และ Ś ตวัผกผนัคือ ř และ Ś ตามลําดบั แต่ ś ไมมี่
ตวัผกผนั
ตัวอย่าง Ş.ŝ.Śś กําหนดให้ a ∗ b = a+ b− 7 สําหรับ a, b ∈ Z
จากตวัอยา่ง Ş.ŝ.řš จะได้วา่ ş เป็นเอกลกัษณ์
เนืÉองจาก 2 ∗ 12 = 2 + 12− 7 = 7 = 12 + 2− 7 = 12 ∗ 2 ดงันั Êน řŚ เป็นตวัผกผนัของ Ś
เนืÉองจาก −5 ∗ 19 = −5 + 19− 7 = 7 = 19 + (−5)− 7 = 19 ∗ (−5) ดงันั Êน řš เป็นตวัผกผนัของ −5

สําหรับจํานวนเตม็ a ใด ๆ
a ∗ (14− a) = a+ (14− a)− 7 = 7 = (14− a) + a− 7 = (14− a) ∗ a

ดงันั Êน 14− a เป็นตวัผกผนัของ a
ตัวอย่าง Ş.ŝ.ŚŜ ให้ G = {−1, 1,−i, i} เมืÉอ i =

√
−1 กบัการคณู แสดงตารางเคย์เลย์ได้ดงันี Ê

× −1 1 −i i

−1 1 −1 i −i

1 −1 1 −i i

−i i −i −1 1

i −i i 1 −1

จะได้วา่ ř เป็นเอกลกัษณ์ ดงันั Êน −1, 1,−i และ i มีตวัผกผนัคือ −1, 1, i และ −i ตามลําดบั
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Ş.Ş การจัดการเรียนรู้เรืÉองฟังก์ชัน
ความรู้พื ÊนฐานเกีÉยวกบัฟังก์ชนัมีบทบาทสําคญัในวิชาคณิตศาสตร์ ซึÉงเป็นพื Êนฐานในการเรียนการสอน

คณิตศาสตร์ในระดบัสงู ทําให้ถกูบรรจใุนหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขั Êนพื Êนฐาน พทุธศกัราช Śŝŝř โดย
เนื Êอหาจะเน้นไปทีÉความเข้าใขเกีÉยวกบัฟังก์ชนั และการนําไปใช้อธิบายสถานการณ์และใช้แก้ปัญหา ใน
การเรียนระดบัชั ÊนมธัยมศกึษาปีทีÉ ś และมธัยมศกึษาปีทีÉ Ŝ สายทีÉเน้นวิทยาศาสตร์ และมธัยมศกึษาปีทีÉ ŝ
สายไมเ่น้นวิทยาศาสตร์ ดงันี Ê
สาระทีÉ ř จํานวนและพีชคณิต
มาตรฐาน ค ř.Ś เข้าใจและวิเคราะห์รูปแบบ ความสมัพนัธ์ ฟังก์ชนั ลําดบัและอนกุรม และนําไปใช้

ชั Êน ตวัชี Êวดั สาระการเรียนรู้แกนกลาง
ม.ś Ś. เข้าใจและใช้ความรู้เกีÉยวกบัเกีÉยวกบั ฟังก์ชันกาํลังสอง

ฟังก์ชนักําลงัสองในการแก้ปัญหา - กราฟของฟังก์ชนักําลงัสอง
ทางคณิตศาสตร์ - การนําความรู้เกีÉยวกบัฟังก์ชนักําลงัสอง

ไปใช้ในการแก้ปัญหา
ม.ŝ ř. ใช้ฟังก์ชนัและกราฟของฟังก์ชนั ฟังก์ชัน

ไมเ่น้น อธิบายสถานการณ์ทีÉกําหนด - ฟังก์ชนัและกราฟ
วิทยาศาสตร์ (ฟังก์ชนัเชิงเส้น ฟังก์ชนักําลงัสอง

ฟังก์ชนัขั Êนบนัได ฟังก์ชนัเอกซ์โพเนนเชียล)
ม.Ŝ ř. ใช้ฟังก์ชนัและกราฟของฟังก์ชนั ฟังก์ชัน
เน้น อธิบายสถานการณ์ทีÉกําหนด - ฟังก์ชนัและกราฟฟังก์ชนั

วิทยาศาสตร์ Ś. หาผลลพัธ์ของการบวก การลบ การคณู - การบวก การลบ การคณู การหารฟังก์ชนั
การหารฟังก์ชนั หาฟังก์ชนัประกอบและ - ฟังก์ชนัประกอบ
ฟังก์ชนัผกผนั - ฟังก์ชนัผกผนั

ś. ใช้สมบตัิของฟังก์ชนัในการแก้ปัญหา

ตารางทีÉ ŚŠ ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางของเรืÉองฟังก์ชนั
ตัวอย่างการจัดกจิกรรมการเรียนรู้แบบ ŝE
ผู้ เขียนขอยกตวัอยา่งการสอนสาระการเรียนรู้ "ความสมัพนัธ์ระหวา่งรากของสมการกําลงัสองกบั

กราฟของฟังก์ชนักําลงัสอง" โดยการให้กราฟของฟังก์ชนักําลงัสองในรูปแบบตา่ง ๆ และตั Êงคําถามถงึ
ความสมัพนัธ์กบัสมการกําลงัสอง ซึÉงทําได้ ŝ ขั Êนตอนดงันี Ê

ř. ขั Êนสร้างความสนใจ
นําเข้าสู่บทเรียนโดยทบทวนฟังก์ชนักําลงัสอง และอธิบายเกีÉยวกบักราฟของฟังก์ชนักําลงัสองทีÉอยู่
ในรูปแบบทัÉวไปคือ f(x) = ax2 + bx + c และรูปแบบมาตรฐาน f(x) = a(x − h)2 + k โดยแสดง
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กราฟให้แกนกัเรียน และถามเพืÉอทบทวนรูปแบบตา่ง ๆ และสว่นประกอบของกราฟ เช่น จดุยอด
เส้นสมมาตร ลกัษณะของกราฟ (หงาย หรือ ควํÉา) คา่สงูสดุหรือคา่ตํÉาสดุ

X

Y

X

Y

X

Y

แบง่นกัเรียนเป็นกลุม่ ๆ ละ ś คน พร้อมให้บตัรคําถามของสมการกําลงัสองทั Êง ś รูปแบบ พร้อมแจก
กระดาษกราฟกลุม่ละ ř แผน่ ตวัอยา่งคําถาม ś ข้อ เช่น

ข้อ ř: x2 + x+ 1 = 0 ข้อ Ś: x2 − 2x+ 1 = 0 และ ข้อ ś: x2 − x− 2 = 0

Ś. ขั Êนสํารวจค้นหา
ให้นกัเรียนแตล่ะกลุม่หาคําตอบ พร้อมทั Êงเขียนกราฟกําลงัสองจากสมการ จากตวัอยา่งทั Êง ś ข้อทีÉ
ให้ไว้ จะเขียนกราฟของ

ข้อ ř: y = x2 + x+ 1 ข้อ Ś: y = x2 − 2x+ 1 และ ข้อ ś: y = x2 − x− 2

ใช้เวลา řŝ นาทีในการทํากิจกรรมดงักลา่ว โดยให้นกัเรียนชว่ยกนัวิเคราะห์ความสมัพนัธ์ของจํานวน
รากของสมการกําลงัสองกบักราฟ ś รูปแบบ

ś. ขั Êนอธิบายและลงข้อสรุป
ให้แตล่ะกลุม่ข้อสรุปคําตอบ และออกมาอภิปรายคําตอบทีÉได้ แล้วนกัเรียนในชั Êนสรุปความคิดรวบ
ยอดของสมการกําลงัสอง ax2 + bx+ c = 0 สรุปได้ดงันี Ê
ř. กรณี b2 − ac > 0 สมการกําลงัสองมีรากของสมการเป็นจํานวนจริง Ś ราก กราฟของฟังก์ชนั

กําลงัสองจะตดัแกน X ทั Êงหมด Ś จดุ
Ś. กรณี b2 − ac = 0 สมการกําลงัสองมีรากของสมการเป็นจํานวนจริง ř ราก กราฟของฟังก์ชนั

กําลงัสองจะตดัแกน X ทั Êงหมด ř จดุ คือจดุยอด
ś. กรณี b2 − ac < 0 สมการกําลงัสองไมมี่รากของสมการเป็นจํานวนจริง กราฟของฟังก์ชนักําลงั

สองจะไมต่ดัแกน X
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Ŝ. ขั Êนขยายความรู้
ครูแสดงโจทย์ทีÉหลากหลาย และขยายไปสูส่มการทีÉสองกวา่กําลงัสอง เชน่สมการกําลงัสามและ
กําลงัสีÉ อาจจะใช้โปรปกรมทางคณิตศาสตร์ เพืÉอแสดงให้แนวคิดเป็นพื ÊนฐานเดิมทีÉได้สรุปไว้

ŝ. ขั Êนประเมิน
ให้นกัเรียนทําใบงานรายบคุคล

สรุป
ฟังก์ชนัคือความสมัพนัธ์ทีÉมีสมบตัิวา่ แตล่ะ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถ้า x1 = x2 แล้ว y1 = y2

สําหรับ (x, y) ∈ f เขียนแทนด้วย y = f(x) มองวา่ x เป็นถกูตวัสง่ (Input) เข้าไปในฟังก์ชนั f และ y คือ
ผลทีÉแสดงออกมา (Output) ถ้าฟังก์ชนัทีÉเป็นสบัเซตของ A × B และมีโดเมนเทา่กบั A จะเรียกวา่ฟังก์ชนั
จาก A ไป B และพิจารณาชนิดของฟังก์ชนัได้ดงันี Ê

ř. f เป็นฟังก์ชันหนึÉงต่อหนึÉง ก็ตอ่เมืÉอ ∀x1, x2 ∈ A, f(x1) = f(x2) → x1 = x2

Ś. f เป็นฟังก์ชันทัÉวถงึ ก็ตอ่เมืÉอ Ran(f) = B หรือ ∀y ∈ B∃x ∈ A, y = f(x)

ś. f เป็นฟังก์ชันหนึÉงต่อหนึÉงแบบทัÉวถงึ ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř และ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
ตอ่มาศกึษาฟังก์ชนัคา่จริงและสนใจกรณีทีÉโดเมนเป็นสบัเซตของจํานวนจริง ซึÉงสามารถเขียนกราฟแทน
ความสมัพนัธ์เหลา่นั Êนได้ และอาศยัการตรวจสอบความเป็นฟังก์ชนัโดยใช้เส้นแนวดิÉงทกุครั Êงลากตดักราฟ
ต้องตดัเพียงจดุเดียวถงึจะเป็นฟังก์ชนั และในทํานองเดียวกนัใช้เส้นแนวนอนเพืÉอตรวจสอบฟังก์ชนัหนึÉง
ตอ่หนึÉง พีชคณิตของฟังก์ชนั (บวก ลบ คณู หาร) โดยอาศยันิยามการดําเนินการระหวา่งผลทีÉแสดงออกมา
โดยทีÉตวัถกูสง่เป็นตวัเดียวกนั ถดัไปศกึษาฟังก์ชนัผกผนัได้ซึÉงสรุปได้วา่ฟังก์ชนัทีÉผกผนัได้คือฟังก์ชนัหนึÉง
ตอ่หนึÉง จากนั Êนกลา่วถงึฟังก์ชนัประกอบ

g ◦ f = {(x, z) | x ∈ Dom(f) ∧ ∃y ∈ Ran(f) ∩ Dom(g), y = f(x) ∧ z = g(y)}

และได้สมบตัิทีÉคล้ายคลงึกบัสมบตัิของจํานวนจริง จากนั Êนกลา่วถงึภาพและภาพผกผนัซึÉงมีนิยามดงันี Ê
f [U ] = {y ∈ B | ∃x ∈ U, f(x) = y} และ f−1[V ] = {x ∈ A | f(x) ∈ V }

และมีสมบติทีÉเดน่ชดัดงันี Ê
ř. f [U ∪ V ] = f [U ] ∪ f [V ]

Ś. f [U ∩ V ] ⊆ f [U ] ∪ f [V ]

ś. f−1[U ∪ V ] = f−1[U ] ∪ f−1[V ]

Ŝ. f−1[U ∩ V ] = f−1[U ] ∩ f−1[V ]

เมืÉอกลา่วถงึการดําเนินการทวิภาคซึÉงเป็นฟังก์ชนัชนิดหนึÉง สําหรับ ∗ ตวัดําเนินการทวิภาคบน A จะ
ศกึษาสมบตัิการสลบัทีÉ เปลีÉยนกลุม่ การมีเอกลกัษณ์ การมีตวัผกผนั ดงันิยามตอ่ไปนี Ê
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ř. สมบตัิสลบัทีÉ : ทกุ ๆ x, y ∈ A จะได้วา่ x ∗ y = y ∗ x

Ś. สมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ : ทกุ ๆ x, y, z ∈ R จะได้วา่ (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)

ś. สมบตัิการมีเอกลกัษณ์ : มี e ∈ A ซึÉง x ∗ e = x = e ∗ x ทกุ ๆ x ∈ A

เรียก e วา่เอกลกัษณ์ของ A ภายใต้ ∗

Ŝ. สมบตัิการมีตวัผกผนั : สําหรับ x ∈ A จะมี y ∈ A ซึÉง x ∗ y = e = y ∗ x
เรียก y วา่ตวัผกผนัของ x ภายใต้ ∗

และสดุท้ายกลา่วถงึการจดัการเรียนรู้เรืÉองฟังก์ชนั โดยยกตวัอยา่งเรืÉองการนําฟังก์ชนักําลงัสองไปใช้อธิบาย
จํานวนรากของสมการกําลงัสอง ทําให้เห็นภาพการจดัการเรียนรู้ และประโชยน์ฟังก์ชนัมากยิÉงขึ Êน

คาํถามท้ายบท
ř. พิจารณาความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี Êวา่เป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R หรือไมพ่ร้อมทั Êงให้เหตผุล ถ้าเป็นจงตรวจ

สอบวา่เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉง ทัÉวถงึ R และสมนยัหนึÉงตอ่หนึÉงหรือไมพ่ร้อมทั Êงให้เหตผุล
ř.ř f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3x+ 2}
ř.Ś f = {(x, y) ∈ R× R | y =

√
1− x}

ř.ś f =

{
(x, y) ∈ R× R | y =

1

x− 1

}
ř.Ŝ f =

{
(x, y) ∈ R× R | y =

x

x2 + 1

}

ř.ŝ f = {(x, y) ∈ R× R | y = 2x2 + 1}

ř.Ş f = {(x, y) ∈ R× R |x2 + y2 = 9}

ř.ş f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3
√
x}

ř.Š f = {(x, y) ∈ R× R | y = |x− 1|}

Ś. ให้ f, g : N → R โดยทีÉ f(x) = x− 1 และ g(x) =
x2 − 1

x+ 1
จงแสดงวา่ฟังก์ชนั f = g

ś. ให้ f : N → N กําหนดโดย f(x) =


x

2
+ 1 เมืÉอ x เป็นจํานวนคู่

x+ 1

2
เมืÉอ x เป็นจํานวนคีÉ

จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่ไปนี Êพร้อมทั Êงให้เหตผุล
ś.ř f มีสมบตัิหนึÉงตอ่หนึÉง
ś.Ś f มีสมบตัิทัÉวถงึ

Ŝ. ให้A เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง และฟังก์ชนัχA : A → {0, 1} นิยามโดย χA(x) =

1 เมืÉอ x ∈ A

0 เมืÉอ x /∈ A

เมืÉอให้ A และ B เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Êวา่เป็นจริงหรือเท็จ พร้อมทั Êง
พิสจูน์
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Ŝ.ř χA∩B = χA · χB Ŝ.Ś χA∪B = χA · χB + χA + χB

ŝ. ให้ f, g : A → B จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Êวา่จริงหรือไม่ พร้อมทั Êงพิสจูน์
ŝ.ř f ∪ g : A → B

ŝ.Ś f ∩ g : A → B

ŝ.ś ถ้า f ∪ g : A → B แล้ว f = g

ŝ.Ŝ ถ้า f ∩ g : A → B แล้ว f = g

ŝ.ŝ ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉง แล้ว f ∪ g : A → B เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉง
ŝ.Ş ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉง แล้ว f ∩ g : A → B เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉง
ŝ.ş ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ แล้ว f ∪ g : A → B เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ
ŝ.Š ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ แล้ว f ∩ g : A → B เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ

Ş. จงตรวจสอบวา่ฟังก์ชนัตอ่ไปนี Êมีฟังก์ชนัผกผนัหรือไม่ พร้อมให้เหตผุล
Ş.ř f : R → R นิยามโดย f(x) = 1− 2x

Ş.Ś f : R → R นิยามโดย f(x) = x3 + 1

Ş.ś f : N → R นิยามโดย f(x) =
x− 1

x+ 1

Ş.Ŝ f : R+ → R นิยามโดย f(x) =
√
x

ş. จงแสดงวา่ ถ้า f : A → B และ g : B → C แล้ว g ◦ f : A → C

Š. ให้ f : A → B และ g : B → C จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê
Š.ř ถ้า g ◦ f มีสมบตัิหนึÉงตอ่หนึÉง แล้ว f มีสมบตัิหนึÉงตอ่หนึÉง
Š.Ś ถ้า g ◦ f มีสมบตัิทัÉวถงึบน C แล้ว g มีสมบตัิทัÉวถงึบน C

š. ให้ f : A → B จงพิสจูน์
š.ř ถ้า f มีสมบตัิหนึÉงตอ่หนึÉง ก็ตอ่เมืÉอ มี g : B → A ซึÉง g ◦ f = iA

š.Ś ถ้า f มีสมบตัิทัÉวถงึบน B ก็ตอ่เมืÉอ มี g : B → A ซึÉง f ◦ g = iB

š.ś ถ้า f มีสมบตัิทัÉวถงึบน B ก็ตอ่เมืÉอ f ◦ f−1 = iB

řŘ. ให้ A และ B เป็นเซตไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ f : A → B ( f−1 อาจไมเ่ป็นฟังก์ชนัก็ได้)
řŘ.ř จงแสดงวา่ f−1 ◦ f เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบนเซต A

řŘ.Ś จงหาเซตของชั Êนสมมลู [x]f−1◦f

řř. ให้ f : A → B และ g : B → C จงแสดงวา่ ถ้า g ◦ f = iA และ f ◦ g = iB แล้ว f มีสมบตัิสมนยั
หนึÉงตอ่หนึÉง และ g = f−1
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řŚ. ให้ f : A → B มีสมบตัิทัÉวถงึบน B, g : B → C และ h : B → C จงแสดงวา่ ถ้า g ◦ f = h ◦ f แล้ว
g = h

řś. ให้ f : B → C มีสมบตัิหนึÉงตอ่หนึÉง, g : A → B และ h : A → B จงแสดงวา่ ถ้า f ◦ g = f ◦ h แล้ว
g = h

řŜ. ให้ฟังก์ชนั f : R → R โดย f(x) = |x| จงหาภาพและภาพผกผนัตอ่ไปนี Êพร้อมทั Êงพิสจูน์
řŜ.ř f [[0, 1]] řŜ.Ś f [(−1, 1)] řŜ.ś f−1[(−1, 1)] řŜ.Ŝ f−1[[1, 3)]

řŝ. ให้ฟังก์ชนั f : R → R โดย f(x) = x2 + 1 จงหาภาพและภาพผกผนัตอ่ไปนี Êพร้อมทั Êงพิสจูน์
řŝ.ř f([0, 2]) řŝ.Ś f([−2, 1)) řŝ.ś f−1((−1, 2]) řŝ.Ŝ f−1((−2, 2))

řŞ. ให้ f : A → B และ g : B → C และ D ⊆ C จงแสดงวา่ (g ◦ f)−1[D] = f−1[g−1[D]]

řş. จงตรวจสอบสมบตัิปิดของการดําเนินการทวิภาค ∗ บนเซต A ตอ่ไปนี Ê
řş.ř นิยาม a ∗ b = a2 − ab− 2b2

a+ b
บน A = N

řş.Ś นิยาม a ∗ b = (a+ b)2 − (a+ b)

2
บน A = N

řş.ś นิยาม a ∗ b = เศษทีÉเหลือจากการหาร a+ b ด้วย 7 บน A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

řş.Ŝ นิยาม a ∗ b = (2a)(2b) บน A = {0, 2, 4, 6, 8, ...}

řş.ŝ นิยาม a ∗ b = a+ b

a+ b+ 1
บน A = [0, 1]

řŠ. จงตรวจสอบสมบตัิสลบัทีÉ จดักลุม่ เอกลกัษณ์ และตวัผกผนั ของการดําเนินการทวิภาค ∗ บนเซต G

ตอ่ไปนี Ê
řŠ.ř G = Z นิยาม a ∗ b = a2b+ ab2

řŠ.Ś G = R นิยาม a ∗ b = a(−1)b + b(−1)a

řŠ.ś G = Q+ นิยาม a ∗ b = a
√
b+ b

√
a

řŠ.Ŝ G = R+ นิยาม a ∗ b = a2 + ab

a+ b+ ab

řŠ.ŝ G = Q นิยาม a ∗ b = 8ab

řŠ.Ş G = Z นิยาม a ∗ b = 2a+ 2b

řŠ.ş G = R+ นิยาม a ∗ b = 1

a
+

1

b

řŠ.Š G = Z นิยาม a ∗ b = 1− a− b

řŠ.š G = Z นิยาม a ∗ b = a+ b− π

řŠ.řŘ G = Q นิยาม a ∗ b = 5ab

řŠ.řř G = R นิยาม a ∗ b = ab+ 1

řŠ.řŚ G = R นิยาม a ∗ b = a+ 2b

řŠ.řś G = Qc นิยาม a ∗ b = a+ b
√
2

řŠ.řŜ G = R นิยาม a ∗ b = a+ b+ ab

řŠ.řŝ G = R+ นิยาม a ∗ b =
√
a+

√
b

řŠ.řŞ G = R+ นิยาม a ∗ b = a+ b
√
a+

√
b
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řš. จงหาตวัผกผนัของ −2

3
, −2, 0, 1,

1

2
และจํานวนตรรกยะทกุตวัมีตวัผกผนัหรือไม่ ของการดําเนิน

การ
นิยาม a ∗ b = −ab สําหรับ a, b ∈ Q

ŚŘ. กําหนดให้ x} (x− y) = x2 + y2 เมืÉอ x, y ∈ R จงหาคา่ของ 20} (5} 3)

Śř. กําหนดให้ a⊙ b = 2a+ 3b เมืÉอ a, b ∈ Q ถ้ามี x, y, z ∈ Q ซึÉง x⊙ (y⊙ z) = (x⊙ y)⊙ z และ
x⊙ z = 3 จงหาคา่ของ z ⊙ (y ⊙ x)− (z ⊙ y)⊙ x

ŚŚ. กําหนดให้ a ⊗ b = a(a + b) เมืÉอ a, b ∈ Z+ ถ้า a ⊗ b = 55 แล้วคา่มากสดุของ b ⊗ a มีคา่
เทา่ใด

Śś. กําหนดให้ a⊕ b = a+ b+ 2 เมืÉอ a, b ∈ Z จงหาตวัผกผนัของ 4 ภายใต้ ⊕

ŚŜ. กําหนดให้ a, b, c ∈ R ถ้ามี a เป็นอินเวอร์สการบวกของ b จงหา c ทีÉทําให้ 4a+ 4b− 2c+ 12 = 0

Śŝ. จงหาตวัผกผนัภายใต้การคณูของ √
a+ 1−

√
a เมืÉอ a > 0
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ś. พิสจูน์สมบตัิเกีÉยวกบัชนิดของเซตได้
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ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยให้หวัข้อเป็นกลุม่และมานําเสนอหน้าชั Êน
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Ś.Ś ให้ผู้ เรียนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตํารา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัข้อทีÉได้รับมอบหมาย
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ś. หนงัสือ ตํารา เอกสารทีÉเกีÉยวข้อง
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บททีÉ ş
เซตจาํกัดและเซตอนันต์

เมืÉอกลา่วถงึเซตจํากดัและเซตอนนัต์ หลายคนคงเคยรู้จกัเป็นเบื Êองต้น ถ้าได้เรียนเรืÉองเซตในระดบั
มธัยม เช่น {1, 2, 3} เป็นเซตจํากดัเพราะมีสมาชิก ś ตวั และ {1, 2, 3, ...} เป็นเซตอนนัต์เพราะมีสมาชิก
มากมายไม่สามารถบอกได้วา่มีจํานวนเทา่ใด แต่การแยกแยะด้วยคํากลา่วข้างต้นอาจนําไปใช้ได้ยาก ใน
หวัข้อนี Êได้นําเสนอบทนิยามของเซตจํากดัและเซตอนนัต์ และกลา่วถงึสมบตัิบางประการของเซตเหลา่นั Êน

ş.ř การเทยีบเท่าของเซต
บทนิยาม ş.ř.ř ให้ A และ B เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง จะกลา่ววา่ A เทยีบเท่า (Equivalent) กบั B เขียน
แทนด้วย A ∼ B ถ้ามีฟังก์ชนั f : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ หรือ

A ∼ B ก็ตอ่เมืÉอ ∃ f : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ
ตวัอยา่งเชน่ {1, 2, 3} ∼ {a, b, c} โดยเลือกฟังก์ชนั f ดงัแผนภาพ

1

2

3

f

a

b

c

รูปทีÉ śŜ แผนภาพแสดง {1, 2, 3} ∼ {a, b, c}

ทฤษฎีบท ş.ř.Ś ให้ A,B และ C เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง แล้ว
ř. A ∼ A

Ś. ถ้า A ∼ B แล้ว B ∼ A

ś. ถ้า A ∼ B และ B ∼ C แล้ว A ∼ C



řŠŜ บททีÉ ş. เซตจํากดัและเซตอนนัต์

บทพสูิจน์. ให้ A,B และ C เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง
ř. เนืÉองจากฟังก์ชนัเอกลกัษณ์ iA : A → A ซึÉงเห็นได้ชดัวา่ iA เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ดงันั Êน

A ∼ A

Ś. สมมติ A ∼ B จะได้วา่มีฟังก์ชนั f : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ โดยทฤษฎีบท Ş.ś.Ŝ จะได้
วา่ f−1 : B → A เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ดงันั Êน B ∼ A

ś. สมมติ A ∼ B และ B ∼ C จะได้วา่มี f : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ และ g : B → C เป็น
ฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ โดยทฤษฎีบท Ş.ś.řŘ จะได้วา่ g ◦ f : A → C เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ
ดงันั Êน A ∼ C

จากข้อ ř จะสรุปได้วา่ถ้า A = B แล้ว A ∼ B

ตัวอย่าง ş.ř.ś กําหนดให้ A = {2, 4, 6, 8, ...} จงแสดงวา่ A ∼ N
วธีิทาํ พิจารณาแผนภาพ

N

1

2

3

...

f
A

2

4

6

...

รูปทีÉ śŝ แผนภาพแสดงการจบัคูข่องจํานวนนบักบัจํานวนคู่
ให้ f : N → A กําหนดโดย f(x) = 2x

ให้ m,n ∈ N สมมติ f(m) = f(n) นัÉนคือ 2m = 2n ดงันั Êน m = n ทําให้ได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř สําหรับ
y ∈ A แล้วจะได้ y = 2k สําหรับบางจํานวนเตม็บวก k ทําให้ได้วา่ f(k) = 2k = y ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั
ทัÉวถงึ สรุปได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ นัÉนคือ A ∼ N

ตัวอย่าง ş.ř.Ŝ จงแสดงวา่ [1, 4] ∼ [1, 5]

วธีิทาํ พิจารณากราฟ

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

f



ş.Ś. เซตจํากดั řŠŝ

จากกราฟให้ f : [1, 4] → [1, 5] กําหนดโดย f(x) =
4

3
x− 1

3

ให้ x1, x2 ∈ [1, 4] สมมติ f(x1) = f(x2) จะได้วา่ 4

3
x1 −

1

3
=

4

3
x2 −

1

3
ดงันั Êน x1 = x2 นัÉนคือ f เป็น

ฟังก์ชนั ř-ř สําหรับ y ∈ [1, 5] จะได้วา่
1 ≤ y ≤ 5

3 ≤ 3y ≤ 15

4 ≤ 3y + 1 ≤ 16

1 ≤ 3y + 1

4
≤ 4

เลือก x =
3y + 1

4
∈ [1, 4] และ

f(x) = f

(
3y + 1

4

)
=

4

3

(
3y + 1

4

)
− 1

3
= y

ทําให้ได้วา่ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ สรุปได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ นัÉนคือ [1, 4] ∼ [1, 5]

ตัวอย่าง ş.ř.ŝ สําหรับเซต A ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง จะได้วา่ A× {a} ∼ A

บทพสูิจน์. ให้ f : A× {a} → A กําหนดโดย f(x, a) = x เมืÉอ x ∈ A

ถ้า (x1, a) = (x2, a) แล้วจะได้วา่ x1 = x2 ดงันั Êน f(x1, a) = x1 = x2 = f(x2, a) นัÉนคือ f เป็นไปอยา่ง
แจง่ชดั ให้ f(x1, a) = f(x2, a) ทําให้ได้วา่ x1 = x2 ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř และให้ y ∈ A แล้วจะได้วา่
(y, a) ∈ A× {a} และ f(y, a) = y ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ สรุปได้วา่ A× {a} ∼ A

ตัวอย่าง ş.ř.Ş จงแสดงวา่ (0, 1) ∼ R

วธีิทาํ พิจารณา f :
(
−π

2
,
π

2

)
→ R กําหนดโดย f(x) = tan x จะได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ

และให้ g : (0, 1) →
(
−π

2
,
π

2

)
กําหนดโดย g(x) = πx − π

2
พิสจูน์ได้โดยงา่ยวา่ g เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบ

ทัÉวถงึ ดงันั Êน f ◦ g : (0, 1) → R กําหนดโดย f ◦ g(x) = tan
(
πx− π

2

)
เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ

ş.Ś เซตจาํกัด
บทนิยาม ş.Ś.ř จะกลา่ววา่ A เป็นเซตจาํกัด (Finite set) ก็ตอ่เมืÉอ A เป็นเซตวา่ง หรือ A ∼ {1, 2, ..., k}
สําหรับบางจํานวนนบั k

การให้คําจํากดัความของเซตจํากดัทางคณิตศาสตร์สอดคล้องกบัการนบัจํานวนสมาชิกของเซตแบบ
หนึÉง ในกรณีทีÉเป็นเซตวา่งหมายถงึไมมี่สมาชิกในเซตนั Êนหรือมีสมาชิก Ř ตวั อีกกรณีหนึÉงคือการนบัจํานวน
สมาชิกได้ k ตวั ทําให้นิยามจํานวนสมาชิกของเซตจํากดัได้ดงันี Ê



řŠŞ บททีÉ ş. เซตจํากดัและเซตอนนัต์
บทนิยาม ş.Ś.Ś ให้ A เป็นเซตจํากดั และ k เป็นจํานวนนบั

A = ∅ จะกลา่ววา่ A มีสมาชิก 0 ตัว เขียนแทนด้วย n(A) = 0

A ∼ {1, 2, 3, ..., k} จะกลา่ววา่ A มีสมาชิก k ตัว เขียนแทนด้วย n(A) = k

สําหรับ k ∈ N ถ้าA เป็นเซตจํากดัทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ n(A) = k อาจจะเขียนแทนเซตA ด้วย {a1, a2, ..., ak}
ในกรณีทีÉ A = {1, 2, 3, ..., k} เห็นได้ชดัวา่ {1, 2, ..., k} ∼ {1, 2, ..., k} (โดยเลือกฟังก์ชนัเอกลกัษณ์บน A)
ดงันั Êน A เป็นเซตจํากดัทีÉสมาชิก k ตวั จะเรียกเซตนี Êวา่ ส่วนตัด (Section) ของจํานวนนบั เขียนสญัลกัษณ์
แทนด้วย Nk หรือ

Nk = {1, 2, 3, ..., k}

ทําให้ได้วา่ A ∼ Nk เมืÉอ A เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่งและ n(A) = k

ตัวอย่าง ş.Ś.ś กําหนดให้ A = {2, 4, 6, 8, 10}
พิจารณาแผนภาพ

N5

1

2

3

4

5

f
A

2

4

6

8

10

รูปทีÉ śŞ แผนภาพแสดง N5 ∼ {2, 4, 6, 8, 10}

จะเห็นได้วา่ f : N5 → A เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ดงันั Êน N5 ∼ A ทําให้ได้วา่ n(A) = 5

ทฤษฎีบท ş.Ś.Ŝ ให้ k ∈ N และ A เป็นเซตใดๆ โดยทีÉ a ∈ A แล้วจะได้วา่
A มีสมาชิก k + 1 ตวั ก็ตอ่เมืÉอ A− {a} มีสมาชิก k ตวั

บทพสูิจน์. สมมติวา่ A มีสมาชิก k + 1 ตวั จะได้วา่ A ∼ Nk+1 นัÉนคือมี f : A → Nk+1 เป็นฟังก์ชนั ř-ř
แบบทัÉวถงึ

กรณีทีÉ ř f(a) = k + 1 ให้ g : A− {a} → Nk กําหนดโดย

g(x) = f(x) เมืÉอ x ̸= a

เห็นได้วา่ g เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ



ş.Ś. เซตจํากดั řŠş

กรณีทีÉ Ś f(a) ̸= k + 1 ให้ a0 ∈ A และ f(a0) = k + 1 แสดงดงัแผนภาพการจบัคู่

• • · · · •
a

· · · • •
a0

•
1

•
2

· · · •
f(a)

· · · •
k

•
k + 1

ให้ h : A− {a} → Nk กําหนดโดย

h(x) =

f(x) เมืÉอ x ∈ A− {a, a0}

f(a) เมืÉอ x = a0

เนืÉองจาก f [A− {a0}] = Nk จะได้วา่ h(x) ∈ Nk ทกุ x ∈ A− {a} นัÉนคือ Ran(g) ⊆ Nk

ถ้า x1 = x2 = b จะได้วา่ h(x1) = f(a) = h(x2)

ถ้า x1 = x2 และ x1, x2 ∈ A − {a, a0} จะได้วา่ h(x1) = f(x1) = f(x2) = h(x2) เพราะ f เป็น
ฟังก์ชนั ทําให้ได้วา่ h เป็นไปอยา่งแจ่งชดั ตอ่ไปจะแสดงวา่ h เป็นฟังก์ชนั ř-ř

กรณีทีÉ ř ให้ x1, x2 ∈ A− {a, a0} จะได้วา่ h(x1) = f(x1) และ h(x2) = f(x2) เนืÉองจาก f เป็นฟังก์ชนั
ř-ř ถ้า x1 ̸= x2 แล้ว f(x1) ̸= f(x2) สรุปได้วา่ h(x1) ̸= h(x2)

กรณีทีÉ Ś ให้ x1 หรือ x2 อยูใ่น A− {a, a0} โดยไมเ่สียนยัทัÉวไปให้ x1 ∈ A− {a, a0} และ x2 = a0 แล้ว
h(x1) = f(x1) ̸= f(a) = h(x2)

และจะแสดงวา่ g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ ให้ y ∈ Nk ถ้า y = f(a) จะได้ h(a0) = f(a) = y กรณี
y ̸= f(a) จะได้วา่มี x ∈ A− {a} ซึÉง f(x) = y เนืÉองจาก x ̸= a0 เพราะวา่ f(a0) = k + 1 ̸= y และ
f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ดงันั Êน h(x) = f(x) = y ดงันั Êน h เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ

ในนยักลบักนั สมมติวา่ A− {a} มีสมาชิก k ตวั ให้ t เป็นฟังก์ชนั ř-ř จาก A− {a} ไปทัÉวถงึ Nk แสดงได้
โดยงา่ยวา่ t̄ : A → Nk+1 กําหนดโดย

t̄(x) =

t(x) เมืÉอ x ∈ A− {a}

k + 1 เมืÉอ x = a

เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ดงันั Êน A มีสมาชิก k + 1 ตวั



řŠŠ บททีÉ ş. เซตจํากดัและเซตอนนัต์
ทฤษฎีบท ş.Ś.ŝ ถ้า A ∼ Nn สําหรับบางจํานวนนบั n แล้วจะไมมี่ฟังก์ชนั ř-ř จากสบัเซตแท้ B ของ A

ใดๆไปทัÉวถงึ Nn ยงัได้อีกวา่ B เป็นเซตจํากดั และจํานวนสมาชิกของ B น้อยกวา่ n ตวั
บทพสูิจน์. พิสจูน์โดยอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์บนจํานวนนบั n สมมติวา่ทฤษฎีบทเป็นจริงสําหรับ k ตวั
เมืÉอ k ∈ N ให้ A ∼ Nk+1 และ B เป็นสบัเซตแท้ทีÉไมใ่ช่เซตวา่งของ A (กรณี B เป็นเซตวา่งเห็นได้ชดั) ให้
b ∈ B โดยทฤษฎีบท ş.Ś.Ŝ จะได้วา่ A−{b} มีสมาชิก k ตวั เนืÉองจาก B−{b} เป็นสบัเซตแท้ของ A−{b}

โดยสมมติฐานของการอปุนยัจะได้วา่ ไมมี่ฟังก์ชนั ř-ř จาก B − {b} ไปทัÉวถงึ Nk ดงันั Êนโดยทฤษฎีบท
ş.Ś.Ŝ จะได้วา่ไมมี่ฟังก์ชนั ř-ř จาก B ไปทัÉวถงึ Nk+1 นอกจากนี Êโดยสมมติฐานของการอปุนยัจะได้อีกวา่
B−{b} มีสมาชิกน้อยกวา่ k ตวั สมมติวา่ B−{b} มีสมาชิกm ตวั จะได้วา่ B มีสมาชิกm+1 ตวั ดงันั Êน
B มีสมาชิกน้อยกวา่ k + 1 ตวั
ข้อสังเกต โดยทฤษฎีบทนี Êสรุปได้วา่สบัเซตของเซตจํากดัยอ่มเป็นเซตจํากดัเสมอ
บทแทรก ş.Ś.Ş ถ้า A เป็นเซตจํากดัทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง จะได้วา่ไมมี่ฟังก์ชนั ř-ř จาก A ไปทัÉวถงึสบัเซตแท้
ใดๆของ A
บทพสูิจน์. ให้ A เป็นเซตจํากดัทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง จะได้วา่ A ∼ Nn เมืÉอ n ∈ N นัÉนคือมี f : A → Nn เป็น
ฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ สมมติวา่มีฟังก์ชนั g : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ เมืÉอ B เป็นสบัเซตแท้
ของ A จะได้วา่ f ◦ g−1 : B → Nn เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ซึÉงขดัแย้งกบัทฤษฎีบท ş.Ś.ŝ ดงันั Êนไมมี่
ฟังก์ชนั ř-ř จาก A ไปทัÉวถงึสบัเซตแท้ใดๆของ A

บทแทรก ş.Ś.ş จํานวนสมาชิกของเซตจํากดั A มีเพียงจํานวนเดียวเทา่นั Êน
บทพสูิจน์. กรณีทีÉ A = ∅ เห็นได้ชดั ให้ A เป็นเซตจํากดัทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง โดยทีÉ n(A) = n และ n(A) = m

นัÉนคือ A ∼ Nn และ A ∼ Nm จะได้วา่มี f และ g เป็นฟังก์ชนั ř-ř จาก A ไปทัÉวถงึ Nn และ Nm ตามลําดบั
สมมติ n ̸= m โดยไม่เสียนบัทัÉวไปให้ m < n ดงันั Êน Nm เป็นสบัเซตแท้ของ Nn และ f ◦ g−1 เป็นฟังก์ชนั
ř-ř จาก Nn ไปทัÉวถงึ Nm เกิดข้อขดัแย้งกบับทแทรก ş.Ś.Ş ดงันั Êน m = n

ทฤษฎีบท ş.Ś.Š ให้ A เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ n ∈ N จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. มีฟังก์ชนัจาก {1, 2, ..., n} ไปทัÉวถงึ A
Ś. มีฟังก์ชนั ř-ř จาก A ไป {1, 2, ..., n}

ś. A เป็นเซตจํากดั และมีสมาชิกอยา่งมาก n ตวั
บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั
บทแทรก ş.Ś.š ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั จะได้วา่ A ∩B และ A−B เป็นเซตจํากดั
บทพสูิจน์. เนืÉองจาก A ∩ B และ A − B เป็นสบัเซตของ A โดยทฤษฎีบท ş.Ś.ŝ จะได้วา่ A ∩ B และ
A−B เป็นเซตจํากดั



ş.Ś. เซตจํากดั řŠš

ทฤษฎีบท ş.Ś.řŘ ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั จะได้วา่ A ∪B เป็นเซตจํากดั

โดยเฉพาะอยา่งยิÉงถ้า A ∩B = ∅ แล้ว
n(A ∪B) = n(A) + n(B)

บทพสูิจน์. ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั จะได้วา่ A ∼ Nn เนืÉองจาก B − A เป็นเซตจํากดั
ดงันั Êน B − A ∼ Nm จะได้วา่มี f : A → Nn และ g : B − A → Nm

• • • · · ·

A B

•

f g

h

• • · · · •

•
1

•
2

•
3

· · · •
n

•
1

•
2

· · · •
m

n+ 1 n+ 2 · · · n+m

รูปทีÉ śş แผนภาพการสร้างฟังก์ชนั h : A ∪B → Nn+m

ให้ h : A ∪B → Nn+m กําหนดโดย

h(x) =

f(x) เมืÉอ x ∈ A

g(x) + n เมืÉอ x ∈ B − A

เนืÉองจาก A ∪ B = A ∪ (B − A) และ A ∩ (B − A) = ∅ ทําให้ h เป็นไปอยา่งแจ่มชดั ตอ่ไปจะแสดงวา่
h เป็นฟังก์ชนั ř-ř ให้ x1, x2 ∈ A ∪B สมมติ x1 ̸= x2

กรณี x1, x2 ∈ A เนืÉองจาก f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ดงันั Êน h(x1) = f(x1) ̸= f(x2) = h(x2)

กรณี x1, x2 ∈ B − A เนืÉองจาก g เป็นฟังก์ชนั ř-ř ดงันั Êน h(x1) = g(x1) + n ̸= g(x1) + n = h(x2)

กรณี x1 หรือ x2 อยูใ่น A โดยไมเ่สียนยัทัÉวไปให้ x1 ∈ A และ x2 ∈ B − A จะได้วา่
h(x1) = f(x1) ≤ n < 1 + n ≤ g(x2) + n = h(x2)

ให้ y ∈ Nn+m กรณี y ≤ n จะได้วา่มี x ∈ A ซึÉง h(x) = f(x) = y เพราะวา่ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ ในกรณีทีÉ
y > n ดงันั Êน n < y < n+m นัÉนคือ 0 < y − n < m เนืÉองจาก g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ Nm จะมี x ∈ B − A

ซึÉง g(x) = y − n ดงันั Êน
h(x) = g(x) + n = y

ดงันั Êน h เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ทําให้สรุปได้วา่ n(A ∪B) = n+m หรือ
n(A ∪B) = n(A) + n(B − A)

ในกรณีทีÉ A ∩B = ∅ จะได้วา่ B − A = B ทําให้สรุปได้วา่ n(A ∪B) = n(A) + n(B)



řšŘ บททีÉ ş. เซตจํากดัและเซตอนนัต์
บทแทรก ş.Ś.řř ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั จะได้วา่ n(A) = n(A−B) + n(A ∩B)

บทพสูิจน์. เนืÉองจาก A = (A−B)∪ (A∩B) และ (A−B)∩ (A∩B) = ∅ โดยทฤษฎีบท ş.Ś.řŘ แล้ว
n(A) = n(A−B) + n(A ∩B)

บทแทรก ş.Ś.řŚ ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั จะได้วา่ n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

บทพสูิจน์. เนืÉองจาก A ∪B = (A−B) ∪B และ (A−B) ∩B = ∅ โดยทฤษฎีบท ş.Ś.řŘ จะได้วา่
n(A ∪B) = n(A−B) + n(B)

โดยบทแทรก ş.Ś.řř จะได้วา่ n(A−B) = n(A)− n(A ∩B) สรุปได้วา่
n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

บทแทรก ş.Ś.řś ให้ A,B และ C เป็นเซตจํากดั จะได้วา่
n(A ∪B ∪ C) = n(A) + n(B) + n(C)− n(A ∩B)− n(A ∩ C)− n(B ∩ C) + n(A ∩B ∩ C)

บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั
ทฤษฎีบท ş.Ś.řŜ ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั จะได้วา่ A×B เป็นเซตจํากดั
บทพสูิจน์. ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั ให้ A = {a1, a2, ..., an} และ B = {b1, b2, ..., bm} พิจารณากราฟ
ตอ่ไปนี Ê
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a1 a2 a3 · · · an
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bm

รูปทีÉ śŠ แผนภาพการสร้างฟังก์ชนั f : A×B → Nnm

กําหนดให้ f : A×B → Nnm โดย



ş.ś. เซตอนนัต์ řšř

f((ai, bj)) = (i− 1)m+ j ทกุ (ai, bj) ∈ A×B

แสดงได้โดยงา่ยวา่ f เป็นไปได้อยา่งแจม่ชดั ตอ่ไปจะแสดงวา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ให้ (ai, bj), (ak, bt) ∈
A×B สมมติวา่ f((ai, bj)) = f((ak, bt)) นัÉนคือ (i− 1)m+ j = (k− 1)m+ t สมมติวา่ i ̸= k โดยไมเ่สีย
นยัทัÉวไป i < k นัÉนคือ i ≤ k − 1 ทําให้สรุปได้วา่

(i− 1)m+ j ≤ (i− 1)m+m = im ≤ (k − 1)m < (k − 1)m+ t

ทําให้ได้วา่ f((ai, bj)) ̸= f((ak, bt)) ซึÉงขดัแย้งกบัสมมติฐาน ทําให้ได้วา่ i = k แล้ว
(i− 1)m+ j = (k − 1)m+ t = (i− 1)m+ t

จะได้วา่ j = t นัÉนคือ (ai, bj) = (ak, bt) ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř โดยทฤษฎีบท ş.Ś.Š จะได้วา่ A×B เป็น
เซตจํากดั

ş.ś เซตอนันต์
บทนิยาม ş.ś.ř เซตอนันต์ (Infinite set) คือเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตจํากดั
อาศยักฎแย้งสลบัทีÉจากบทแทรก ş.Ś.Ş จะได้วา่

ถ้ามีฟังก์ชนั ř-ř จาก A ไปทัÉวถงึ สบัเซตแท้บางเซตของ A แล้ว A เป็นเซตอนนัต์
หรือกลา่วอีกนยัหนึÉงคือ ถ้ามีสบัเซตแท้ B ของ A ซึÉง B ∼ A แล้ว A เป็นเซตอนนัต์
ทฤษฎีบท ş.ś.Ś N เป็นเซตอนนัต์
บทพสูิจน์. เนืÉองจาก B = {2, 4, 6, ...} เป็นสบัเซตแท้ของ N โดยตวัอยา่ง ş.ř.ś จะสรุปได้วา่ B ∼ N ดงั
นั Êน N เป็นเซตอนนัต์
โดยบทแทรก ş.Ś.Ş ทําให้ได้ข้อสรุปดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท ş.ś.ś เซตทีÉมีสบัเซตเป็นเซตอนนัต์ยอ่ยเป็นเซตอนนัต์
เนืÉองจาก N เป็นเซตอนนัต์ และ N เป็นสบัเซตของ Z,Q และ R ดงันั Êน Z,Q และ R เป็นเซตอนนัต์
ตัวอย่าง ş.ś.Ŝ พิสจูน์ (0, 1) เป็นเซตอนนัต์ โดยแสดงวา่

(
0,

1

2

)
∼ (0, 1) พิจารณากราฟตอ่ไปนี Ê

0 1

1

f



řšŚ บททีÉ ş. เซตจํากดัและเซตอนนัต์

จากกราฟให้ f : (0, 1) →
(
0,

1

2

)
กําหนดโดย f(x) =

1

2
x

ให้ x1, x2 ∈ (0, 1) สมมติวา่ x1 = x2 แล้ว f(x1) =
1

2
x1 =

1

2
x2 = f(x2) ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ให้

y ∈
(
0,

1

2

)
แล้ว 0 < y < 1

2
นัÉนคือ 0 < 2y < 1 เลือก x = 2y ∈ (0, 1) จะได้วา่

f(x) = f(2y) =
1

2
(2y) = y

ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ สรุปได้วา่
(
0,

1

2

)
∼ (0, 1) เนืÉองจาก

(
0,

1

2

)
เป็นสบัเซตแท้ของ (0, 1) ดงันั Êน

(0, 1) เป็นเซตอนนัต์
ทฤษฎีบท ş.ś.ŝ ให้ A เป็นเซต จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั

ř. มีฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉง f : N → A

Ś. มีฟังก์ชนั ř-ř จาก A ไปทัÉวถงึ สบัเซตแท้บางเซตของ A
ś. A เป็นเซตอนนัต์

บทพสูิจน์. (2) ↔ (3) เป็นจริงโดยทฤษฎีบททีÉผา่นมาพิสจูน์เพียง (1) ↔ (2) ทําเป็นแบบฝึกหดั
ตัวอย่าง ş.ś.Ş จงแสดงวา่ (0, 1

2
) เป็นเซตอนนัต์

วธีิทาํ ให้ f : N →
(
0,

1

2

)
กําหนดโดย f(x) =

1

x+ 2

สําหรับทกุจํานวนนบั x จะได้วา่ x+2 ≥ 3 จะได้วา่ 0 <
1

x+ 2
<

1

3
<

1

2
ดงันั Êน Ran(f) ⊆

(
0,

1

2

)
นัÉนคือ

f เป็นไปอยา่งแจ่มชดั ให้ x1, x2 ∈ N สมมติวา่ f(x1) = f(x2) จะได้วา่ 1

x1 + 2
=

1

x2 + 2
ดงันั Êน x1 = x2

ฉนั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř โดยทฤษฎีบท ş.ś.ŝ สรุปได้วา่
(
0,

1

2

)
เป็นเซตอนนัต์

ทฤษฎีบท ş.ś.ş ให้ A เป็นเซตอนนัต์ ถ้า A ∼ B แล้ว B เป็นเซตอนนัต์
บทพสูิจน์. ให้ A เป็นเซตอนนัต์ โดยทฤษฎีบท ş.ś.ŝ จะได้วา่มี f : N → A เป็นฟังก์ชนั ř-ř สมมติวา่
A ∼ B จะได้วา่มี g : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ โดยทฤษฎีบท Ş.ś.řŘ ทําให้ได้วา่ g ◦f : N → B

เป็นฟังก์ชนั ř-ř และโดยทฤษฎีบท ş.ś.ŝ สรุปได้วา่ B เป็นเซตอนนัต์



ş.Ŝ. เซตนบัได้ řšś

ş.Ŝ เซตนับได้
ในหวัข้อนี Êจะกลา่วในการแยกแยะชนิดของเซตแตล่ะชนิดออกจากกนั โดยดูความสามารถในการนบั
จํานวนสมาชิกของเซตนั Êน ๆ
บทนิยาม ş.Ŝ.ř จะกลา่ววา่เซตA เป็นเซตอนันต์แบบนับได้ (Countably infinite set หรือ Denumerable
set) ถ้า A ∼ N

ข้อสังเกต เนืÉองจาก N ∼ N ดงันั Êน N เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้
ทฤษฎีบท ş.Ŝ.Ś Z เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้
บทพสูิจน์. พิจารณาแผนภาพ

ŠŞŜŚřśŝşš

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

รูปทีÉ śš แผนภาพการสร้างฟังก์ชนั f : N → Z

ให้ f : N → Z กําหนดโดย

f(x) =


x

2
+ 1 เมืÉอ x เป็นจํานวนคู่

−x+ 1

2
เมืÉอ x เป็นจํานวนคีÉ

โดยตวัอยา่ง Ş.ř.řŠ จะได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ดงันั Êน Z ∼ N สรุปได้วา่ Z เป็นเซตอนนัต์แบบ
นบัได้
ทฤษฎีบท ş.Ŝ.ś ให้ A เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้ และ B ∼ A จะได้วา่ B เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้
บทพสูิจน์. ให้ A เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้ จะได้วา่ A ∼ N สมมติ A ∼ B โดยทฤษฎีบท ş.ř.Ś จะได้วา่
B ∼ N สรุปได้วา่ B เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้



řšŜ บททีÉ ş. เซตจํากดัและเซตอนนัต์
ตัวอย่าง ş.Ŝ.Ŝ ให้ A เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้ จะได้วา่ A× {a} เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้
จะได้วา่ A ∼ N นัÉนคือมี f : A → N เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ให้

g : A× {a} → N กําหนดโดย g((x, a)) = f(x)

เห็นได้โดยงา่ยวา่ g เป็นไปได้อยา่งแจม่ชดั ให้ (x1, a), (x2, a) ∈ A×{a} สมมติวา่ g((x1, a)) = g((x2, a))

จะได้วา่ f(x1) = f(x2) เนืÉองจาก f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ทําให้ได้วา่ x1 = x2 ดงันั Êน g เป็นฟังก์ชนั ř-ř ให้
y ∈ N เนืÉองจาก f เป็นฟังกชนัทัÉวถงึ จะได้วา่มี z ∈ A ซึÉง f(z) = y และได้วา่ (z, a) ∈ A× {a} แล้ว

g((z, a)) = f(z) = y

ดงันั Êน g เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ ดงันั Êน A× {a} ∼ N สรุปได้วา่ A× {a} เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้
บทนิยาม ş.Ŝ.ŝ จะกลา่ววา่เซต A เป็นเซตนับได้ (countable set) ถ้า A เป็นเซตจํากดั หรือเป็นเซต
อนนัต์แบบนบัได้
ตัวอย่าง ş.Ŝ.Ş กําหนดให้E = {2n : n ∈ Z} เป็นเซตของจํานวนคู่ ให้ f : Z → E กําหนดโดย f(x) = 2x

เห็นได้ชดัวา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ทําให้ได้วา่ Z ∼ E เนืÉองจาก Z เป็นเซตนบัได้ ดงันั Êน E เป็น
เซตนบัได้ ในทํานองเดียวกนัเซตของจํานวนคีÉ O = {2n + 1 : n ∈ Z} เป็นเซตนบัได้ โดยให้ g : Z → O

กําหนดโดย g(x) = 2x+ 1

ทฤษฎีบทตอ่ไปนี Êเป็นวิธีการตรวจสอบเซตนบัได้ เพืÉอใช้ในเซตทีÉตรวจสอบโดยนิยามเป็นไปได้โดยยาก
ทฤษฎีบท ş.Ŝ.ş ให้ A เป็นเซตไมใ่ชเ่ซตวา่ง จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั

ř. มีฟังก์ชนัทัÉวถงึ f : N → A

Ś. มีฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉง g : A → N

ś. A เป็นเซตนบัได้
บทแทรก ş.Ŝ.Š สบัเซตของเซตนบัได้ยอ่มเป็นเซตนบัได้
บทพสูิจน์. ให้A เป็นเซตนบัได้ โดยทฤษฎีบท ş.Ŝ.ş มีฟังก์ชนัทัÉวถงึ g : A → N ให้B ⊆ A กรณีทีÉB = ∅

จะได้บทแทรกดงักลา่ว สมมติ B ̸= ∅ ให้ f : B → N กําหนดโดย f(x) = g(x) ดงันั Êน f เป็นฟังก์ชนั ř-ř
ดงันั Êน B เป็นเซตนบัได้
ข้อสังเกต ถ้า A และ B เป็นเซตนบัได้ แล้ว A ∩B และ A−B เป็นเซตนบัได้ เพราะวา่ A ∩B ⊆ A และ
A−B ⊆ A

บทแทรก ş.Ŝ.š ถ้า A เป็นเซตซึÉงมีฟังก์ชนัจากเซตนบัได้ไปทัÉวถงึ A แล้ว A เป็นเซตนบัได้
บทพสูิจน์. สมมติวา่ f เป็นฟังก์ชนัจากเซตนบัได้ B ไปทัÉวถงึ A เนืÉองจาก B เป็นเซตนบัได้ทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง
โดยทฤษฎีบท ş.Ŝ.ş จะได้วา่มี g : N → B เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ ดงันั Êน f ◦ g เป็นฟังก์ชนัจาก N ไปทัÉวถงึ A

ดงันั Êน A เป็นเซตนบัได้



ş.Ŝ. เซตนบัได้ řšŝ

ตอ่ไปจะพิจารณาการนบัสมาชิกของ N× N ดงักราฟตอ่ไปนี Ê
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รูปทีÉ ŜŘ แสดงการนบัสมาชิกของเซต N× N

จากกราฟสามารถสร้างฟังก์ชนั f : N × N → N โดย f((x, y)) = 2x−1(2y − 1) ถ้าพิสจูน์ได้วา่ f เป็น
ฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ จะสรุปได้วา่ N × N เป็นเซตนบัได้ แต่การพิสจูน์ดงักลา่วมีความยุง่ยากและต้อง
ตรวจสอบทั Êง Ś อยา่ง ดงันั Êนจะใช้ทฤษฎีบท ş.Ŝ.ş ในการพิสจูน์ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท ş.Ŝ.řŘ N× N เป็นเซตนบัได้
บทพสูิจน์. ให้ f : N× N → N กําหนดโดย

f((x, y)) = 2x · 3y

จะแสดงวา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř ให้ x, y, z, w ∈ N ซึÉง
2x · 3y = 2z · 3w

ถ้า x < z จะได้วา่ 3y = 2z−x · 3w ซึÉงเป็นไปไม่ได้เพราะ ś เป็นจํานวนคีÉ ในทํานองเดียวกนัถ้า x > z จะ
เกิดข้อขดัแย้ง ดงันั Êน x = z ทําให้ได้วา่ 3y = 3w สมมติ y ̸= w โดยไม่เสียนยัทัÉวไปให้ y < w จะได้วา่
1 = 3w−y เป็นไปไม่ได้ ดงันั Êน y = w ทําให้ได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř โดยทฤษฎีบท ş.Ŝ.ş สรุปได้วา่ N× N
เป็นเซตนบัได้

จากทฤษฎีบททําให้ได้ข้อสรุปวา่ N × N ∼ N ทําให้เพียงพอในการพิสจูน์เซตอนนัต์แบบนบัได้โดย
แสดงวา่เซตนั Êนสมมลูกบัสบัเซตของ N× N

ทฤษฎีบท ş.Ŝ.řř ให้ A และ B เป็นเซตนบัได้ แล้ว A ∪B เป็นเซตนบัได้

บทพสูิจน์. เพียงพอทีÉจะพิสจูน์วา่เฉพาะกรณีอนนัต์ ให้ A และ B เป็นเซตอนนัต์ สมมติวา่ A ∩ B = ∅
จะได้วา่

A = {x11, x12, x13, ...} และ B = {x21, x22, x23, ...}
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ให้ f : A∪B → {1, 2} ×N กําหนดโดย f(xij) = (i, j) เมืÉอ i ∈ {1, 2} และ j ∈ N พิสจูน์ได้โดยงา่ยวา่ f

เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ดงันั Êน A∪B ∼ {1, 2} ×N เนืÉองจาก {1, 2} ×N ⊆ N×N ดงันั Êน A∪B เป็น
เซตนบัได้
ทฤษฎีบท ş.Ŝ.řŚ ให้ A และ B เป็นเซตนบัได้แล้ว A×B เป็นเซตนบัได้
บทพสูิจน์. กรณีทีÉ A = ∅ หรือ B = ∅ จะได้วา่ A× B = ∅ ทําให้ได้วา่ A× B เป็นเซตนบัได้ สมมติวา่
A ̸= ∅ และ B ̸= ∅ เป็นเซตนบัได้ โดยทฤษฎีบท ş.Ŝ.ş จะได้วา่มีฟังก์ชนั ř-ř f : A → N และ g : B → N

ให้ h : A× B :→ N× N กําหนดโดย h((x, y)) = (f(x), g(y)) จะได้วา่ h เป็นฟังก์ชนั ř-ř ดงันั Êน A× B

เป็นเซตนบัได้
จากทฤษฎีบทนี Êจะได้วา่ Z× Z เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้ เนืÉองจาก Z เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้

ทฤษฎีบท ş.Ŝ.řś Z× Z เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้
ทฤษฎีบท ş.Ŝ.řŜ Q เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้
บทพสูิจน์. ให้ f : N× N → Q+ กําหนดโดย

f((x, y)) =
x

y

เห็นได้โดยงา่ยวา่ f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ โดยบทแทรก ş.Ŝ.š จะได้วา่ Q+ เป็นเซตนบัได้ เนืÉองจาก N ⊆ Q+

และเป็นเซตอนนัต์ ดงันั Êน Q+ เป็นเซตอนนัต์ และได้อีกวา่ Q+ ∼ Q− โดยใช้ฟังก์ชนั g(x) = −x เมืÉอ
g : Q+ → Q− ดงันั Êน Q = Q+ ∪ {0} ∪Q− เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้

จากทฤษฎีบทนี Êทําให้สรุปได้วา่ Q×Q เป็นเซตอนนัต์แบบนบัได้

ş.ŝ เซตนับไม่ได้
บทนิยาม ş.ŝ.ř เซตนับไม่ได้ (Uncountable set) คือเซตทีÉไมใ่ช่เซตนบัได้

การพิสจูน์เซตนบัไม่ได้มีความยุง่ยากและซบัซ้อนเมืÉอใช้บทนิยามดงักลา่ว จําเป็นต้องอาศยัผลทีÉได้
จากทฤษฎีบทตา่ง ๆ ทีÉได้มาในหวัข้อก่อนนี ÊซึÉงสรุปได้ดงันี Ê

ř. เซตนบัไมไ่ด้เป็นเซตอนนัต์ (โดยนิยามของเซตนบัได้)
Ś. ถ้า A ⊆ B และ A เป็นเซตนบัไมไ่ด้ แล้ว B เป็นเซตนบัไมไ่ด้ (โดยบทแทรก ş.Ŝ.Š)
ś. ถ้า A ∼ B จะได้วา่ A เป็นเซตนบัไมไ่ด้ ก็ตอ่เมืÉอ B เป็นเซตนบัไมไ่ด้ (โดยทฤษฎีบท ş.Ŝ.ś)

Ŝ. ให้ A เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง จะได้วา่ A เป็นเซตนบัไม่ได้ ก็ตอ่เมืÉอ ไมมี่ฟังก์ชนัจาก N ไปทัÉวถงึ A

(โดยทฤษฎีบท ş.Ŝ.ş)
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ทฤษฎีบท ş.ŝ.Ś เซตของสบัเซตทั Êงหมดของ N หรือ P(N) เป็นเซตนบัไมไ่ด้

บทพสูิจน์. ให้ f : N → P(N) และให้ A = {k ∈ N : k /∈ f(k)} ดงันั Êน A ∈ P(N) จะแสดงวา่ f ไม่เป็น
ฟังก์ชนัทัÉวถงึ โดยแสดงวา่ f(n) ̸= A ทกุ ๆ n ∈ N ให้ n ∈ N

กรณีทีÉ ř n ∈ f(n) โดยนิยามของ A จะได้วา่ n /∈ A นัÉนคือ n ∈ f(n)− A จะได้วา่ f(n) ̸= A

กรณีทีÉ Ś n /∈ f(n) โดยนิยามของ A จะได้วา่ n ∈ A นัÉนคือ n ∈ A− f(n) จะได้วา่ f(n) ̸= A

ทําให้สรุปได้วา่ P(N) เป็นเซตนบัไมไ่ด้

ทฤษฎีบท ş.ŝ.ś (0, 1) เป็นเซตนบัไมไ่ด้
บทพสูิจน์. ให้ x ∈ (0, 1) สามารถเขียนได้ในรูป

x = 0.x1x2x3...

โดยแตล่ะ i ∈ N, xi เป็นจํานวนเตม็ซึÉง 0 ≤ xi ≤ 9 ได้เพียงวิธีเดียวเทา่นั Êน (พฒันี อดุมกะวานิช. Śŝŝš.
หน้า řşŠ) ให้ f : N → (0, 1) จะแสดงวา่ f ไม่เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ สําหรับ k ∈ N เขียนในรูปทศนิยมได้วิธี
เดียว ดงันั Êน

f(k) = 0.ak1ak2ak3...

เลือก x = 0.x1x2x3... โดยทีÉ
xi =

0 เมืÉอ aii ̸= 1

1 เมืÉอ aii = 1

จะแสดงวา่ไมมี่จํานวนบั n ใดๆ ซึÉง f(n) = x สมมติวา่มีจํานวนนบั n, f(n) = x จะได้วา่
0.an1an2an3... = f(n) = x = 0.x1x2x3...

ดงันั Êน xn = ann ซึÉงเกิดข้อขดัแย้งกบัการเลือก x ดงันั Êน f ไมเ่ป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ สรุปได้วา่ (0, 1) เป็นเซตนบั
ไมไ่ด้
ทฤษฎีบท ş.ŝ.Ŝ R เป็นเซตนบัไมไ่ด้

บทพสูิจน์. เนืÉองจาก (0, 1) ⊆ R และเป็นเซตนบัไมไ่ด้ ดงันั Êน R เป็นเซตนบัไมไ่ด้
ทฤษฎีบท ş.ŝ.ŝ Qc เป็นเซตนบัไมไ่ด้

บทพสูิจน์. สมมติ Qc เป็นเซตนบัไ่ด้ เนืÉองจาก Q เป็นเซตนบัได้ และ R = Q ∪Qc ทําให้ได้วา่ R เป็นเซต
นบัได้ ซึÉงขดัแย้งกบัทฤษฎีบท ş.ŝ.Ŝ ดงันั Êน Qc เป็นเซตนบัไมไ่ด้
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สรุป
ในบทนี Êจะกลา่วถงึเซตจํากดัและเซตอนนัต์ เริÉมต้นจากการเทียบเทา่ของเซต

A ∼ B ก็ตอ่เมืÉอ ∃ f : A → B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ
เซตใดก็ตามทีÉเทียบเทา่กบั Nk บางจํานวนนบั k หรือไม่ก็เป็นเซตวา่ง เรียกเซตนี Êวา่เซตจํากดั และเซตทีÉ
ไมใ่ช่เซตจํากดัเรียกวา่เซตอนนัต์ และเซตทีÉเทียบเทา่กบั N จะเรียกวา่เซตอนนัต์แบบนบัได้ เซตนบัได้จะ
หมายถงึเซตอนนัต์แบบนบัได้และเซตจํากดั และเซตทีÉไมใ่ช่เซตนบัได้เรียกวา่ เซตนบัไมไ่ด้

คาํถามท้ายบท
ř. จงพิสจูน์วา่ " สบัเซตของเซตจํากดัยอ่มเป็นเซตจํากดั "
Ś. จงพิสจูน์วา่ " สบัเซตแท้ของเซตจํากดัยอ่มมีสมาชิกน้อยกวา่จํานวนของสมาชิกของเซตจํากดันั Êน "
ś. ให้ {Aα}α∈Λ เมืÉอ Aα เป็นเซตจํากดัทกุๆ α ∈ Λ จงพิสจูน์วา่

ś.ř ∪
α∈Λ

Aα เป็นเซตจํากดั ś.Ś ∩
α∈Λ

Aα เป็นเซตจํากดั ś.ś ∏
α∈Λ

Aα เป็นเซตจํากดั

Ŝ. จงแสดงวา่ A ∪B เป็นเซตจํากดั ก็ตอ่เมืÉอ A และ B เป็นเซตจํากดั
ŝ. จงแสดงวา่ A ∪B เป็นเซตอนนัต์ ก็ตอ่เมืÉอ A หรือ B เป็นเซตอนนัต์
Ş. ให้ A และ B เป็นเซต จงพิสจูน์หรือยกตวัอยา่งค้านข้อความตอ่ไปนี Ê

Ş.ř A ∩B เป็นเซตอนนัต์ ก็ตอ่เมืÉอ A และ B เป็นเซตอนนัต์
Ş.Ś A ∩B เป็นเซตจํากดั ก็ตอ่เมืÉอ A หรือ B เป็นเซตจํากดั
Ş.ś A−B เป็นเซตจํากดั ก็ตอ่เมืÉอ A เป็นเซตจํากดั
Ş.Ŝ A−B เป็นเซตอนนัต์ ก็ตอ่เมืÉอ A เป็นเซตอนนัต์

ş. ให้ A และ B เป็นเซต และ F = {f | f : A → B} จงแสดงวา่ ถ้า A และ B เป็นเซตจํากดั แล้ว F
เป็นเซตจํากดั

Š. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê
Š.ř เซตของจํานวนคีÉเป็นเซตนบัได้
Š.Ś สบัเซตของเซตนบัได้ยอ่มเป็นเซตนบัได้
Š.ś เซตใดก็ตามมีสบัเซตทีÉเป็นเซตนบัไมไ่ด้ยอ่มเป็นเซตนบัไมไ่ด้
Š.Ŝ ให้ A และ B เป็นเซต ถ้า A ∼ B และ A เป็นเซตนบัได้ แล้ว B เป็นเซตนบัได้
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แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Š
หวัข้อเนื Êอหาประจาํบท
ř. สจัพจน์สนาม
Ś. กฎไตรวิภาค
ś. คา่สมับรูณ์
Ŝ. สจัพจน์ความบริบรูณ์
ŝ. การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนจริง

วัตถุประสงค์เชิงพฤตกิรรม
ř. เข้าใจสจัพจน์สนามและนําไปใช้พิสจูน์ได้
Ś. เข้าใจกฎไตรวิภาคและสามารถนําไปพิสจูน์ได้
ś. เข้าใจความหมายของคา่สมับรูณ์และนําไปแจ้โจทย์ปัญหาเบื Êองต้นได้
Ŝ. เข้าใจสจัพจน์ความบริบรูณ์และพิสจูน์สมบตัิทีÉเกีÉยวข้องได้
ŝ. รู้จกัการจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนจริง

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใช้สืÉอทางอินเตอร์เน็ต และให้แตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยให้หวัข้อเป็นกลุม่และมานําเสนอหน้าชั Êน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใช้สืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ให้ผู้ เรียนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตํารา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัข้อทีÉได้รับมอบหมาย
Ś.Ŝ ให้ผู้ เรียนทําแบบฝึกหดั ทดสอบความเข้าใจในเนื Êอหา
Ś.ŝ มอบหมายให้ทํา assignment เพืÉอสง่ท้ายคาบ

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "จํานวนจริง"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "จํานวนจริง"
ś. หนงัสือ ตํารา เอกสารทีÉเกีÉยวข้อง



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคําถามและตั Êงคําถามของผู้ เรียนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทําแบบฝึกหดัระหวา่งเรียนตามเนื ÊอหาทีÉได้รับมอบหมาย
ś. ตรวจ assignment บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทําการบ้าน บนัทกึลงในในบนัทกึผลงาน



ŚŘŚ บททีÉ ş. เซตจํากดัและเซตอนนัต์



บททีÉ Š
ระบบจาํนวนจริง

การสร้างระบบจํานวนจริงนั Êนทําได้หลายวิธี วิธีหนึÉงคือเริÉมต้นจากสจัพจน์เปอาโน (Peano postulates)
ซึÉงเกีÉยวกบัสมบตัิจํานวนนบั หลงัจากนั Êนก็สร้างจํานวนเตม็ จํานวนตรรกยะ และจํานวนจริงในทีÉสดุ ในบท
นี Êจะไม่กลา่วถงึการสร้างระบบจํานวนจริง แต่จะกลา่วถงึสจัพจน์สนามอนัเป็นข้อตกลงเบื Êองต้นเพืÉอให้ได้
มาซึÉงสมบตัิตา่งๆของจํานวนจริง และศกึษาความบริบรูณ์ของจํานวนจริง

Š.ř สัจพจน์สนาม
สัจพจน์ ř (สจัพจน์สนาม (Field axioms)) สมมติวา่มีเซต R ซึÉงเรียกวา่ เซตของจาํนวนจริง (The set
of real numbers) และมีการดําเนินการทวิภาค + และ · ซึÉงเรียกวา่ การบวก (Addition) และ การคูณ
(Multiplication) ตามลําดบั โดยมีสมบตัิดงันี Ê
Rř สมบัตปิิด (Closer laws)

สําหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ R จะได้วา่ x+ y ∈ R
สําหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ R จะได้วา่ x · y ∈ R

RŚ สมบัตสิลับทีÉ (Commutative laws)
สําหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ R จะได้วา่ x+ y = y + x

สําหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ R จะได้วา่ x · y = y · x

Rś สมบัตกิารเปลีÉยนหมู่ (Associative laws)
สําหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y, z ∈ R จะได้วา่ (x+ y) + z = x+ (y + z)

สําหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y, z ∈ R จะได้วา่ (x · y) · z = x · (y · z)

RŜ สมบัตกิารมีเอกลักษณ์ (Existence of identities)
สําหรับการบวก : มี 0 ∈ R ซึÉง x+ 0 = x = 0 + x ทกุ ๆ x ∈ R

เรียก 0 วา่เอกลกัษณ์การบวก (Additive identity)
สําหรับการคณู : มี 1 ∈ R ซึÉง x · 1 = x = 1 · x ทกุ ๆ x ∈ R

เรียก 1 วา่เอกลกัษณ์การคณู (Multiplicative identity)



ŚŘŜ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง
Rŝ สมบัตกิารมีตัวผกผัน (Existence of inverses)

สําหรับการบวก : สําหรับ x ∈ R จะมี −x ∈ R ซึÉง x+ (−x) = 0 = (−x) + x

เรียก −x วา่ตวัผกผนัการบวกของ x
สําหรับการคณู : สําหรับ x ∈ R ซึÉง x ̸= 0 จะมี x−1 ∈ R ซึÉง x · x−1 = 1 = x−1 · x

เรียก x−1 วา่ตวัผกผนัการคณูของ x
RŞ สมบัตกิารแจกแจง (Distributive law)

สําหรับ x, y, z ∈ R จะได้วา่
x · (y + z) = x · y + x · z และ (y + z) · x = y · x+ z · x

เพืÉอความสะดวก xy แทน x · y จากสจัพจน์สนาม Rŝ จะได้วา่
ř. −0 = 0 เพราะวา่ 0 + 0 = 0

Ś. 1−1 = 1 เพราะวา่ 1 · 1 = 1

ทฤษฎีบท Š.ř.ř ข้อความตอ่ไปนี Êเป็นจริง
ř. สําหรับเซตจํานวนจริงมี 0 เพียงตวัเดียวเทา่นั ÊนทีÉเป็นเอกลกัษณ์การบวก
Ś. สําหรับเซตจํานวนจริงมี 1 เพียงตวัเดียวเทา่นั ÊนทีÉเป็นเอกลกัษณ์การคณู

บทพสูิจน์. ř. สมมติวา่มี a ∈ R เป็นเอกลกัษณ์การบวก นัÉนคือ x+ a = x สําหรับทกุ ๆ x ∈ R จะได้
วา่ 0 + a = 0 โดย (RŜ) ทําให้ได้วา่

0 = 0 + a = a

ดงันั Êน a = 0

Ś. สมมติวา่มี a ∈ R เป็นเอกลกัษณ์การคณู นัÉนคือ xa = x สําหรับทกุ ๆ x ∈ R จะได้วา่ 1a = 1 โดย
(RŜ) ทําให้ได้วา่

1 = 1a = a

ดงันั Êน a = 1

ทฤษฎีบท Š.ř.Ś ให้ x ∈ R จะได้วา่ x0 = 0 = x0

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ R จะได้วา่
a0 = a(0 + 0) โดย RŜ

= a0 + a0 โดย RŞ
เนืÉองจากเอกลกัษณ์การบวกมีเพียงตวัเดียวคือ 0 ดงันั Êน a0 = 0 ในทํานองเดียวกนั

0a = (0 + 0)a = 0a+ 0a

ดงันั Êน 0a = 0



Š.ř. สจัพจน์สนาม ŚŘŝ

ทฤษฎีบท Š.ř.ś ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง ถ้า x = y แล้ว x+ z = y + z

บทพสูิจน์. เห็นได้ชดัจากสมมบตัิการเทา่กนั
ทฤษฎีบท Š.ř.Ŝ (สมบตัิการตดัออกสําหรับการบวก) ให้ x, y, z ∈ R ถ้า x+ y = x+ z แล้ว y = z

บทพสูิจน์. ให้ x, y, z ∈ R สมมติ x+ y = x+ z จะได้วา่
y = 0 + y โดย RŜ

= ((−x) + x) + y โดย Rŝ
= (−x) + (x+ y) โดย Rś
= (−x) + (x+ z) โดยสมมติฐาน
= ((−x) + x) + z โดย Rś
= 0 + z โดย Rŝ
= z โดย RŜ

ดงันั Êน y = z

ทฤษฎีบท Š.ř.ŝ ข้อความตอ่ไปนี Êเป็นจริง
ř. สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ จะมีตวัผกผนัการบวกเพียงตวัเดียวเทา่นั Êน
Ś. สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ ทีÉไมใ่ชศ่นูย์ จะมีตวัผกผนัการคณูเพียงตวัเดียวเทา่นั Êน

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ R

ř. สมมติวา่ a ∈ R เป็นตวัผกผนัของ x ดงันั Êน x+ a = 0 = a+ x ทําให้ได้วา่
a = a+ 0 โดย RŜ

= a+ (x+ (−x)) โดย Rŝ
= (a+ x) + (−x) โดย Rś
= 0 + (−x) โดยสมมติฐาน
= (−x) โดย RŜ

ดงันั Êน a = −x

Ś. ให้ x ̸= 0 สมมติวา่ a ∈ R เป็นตวัผกผนัของ x ดงันั Êน xa = 1 = ax ทําให้ได้วา่
a = a1 โดย RŜ

= a(xx−1) โดย Rŝ
= (ax)x−1 โดย Rś
= 1x−1 โดยสมมติฐาน
= x−1 โดย RŜ

ดงันั Êน a = x−1



ŚŘŞ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง

ทฤษฎีบท Š.ř.Ş ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง ถ้า x = y แล้ว xz = yz

บทพสูิจน์. เห็นได้ชดัจากสมมบตัิการเทา่กนั
ทฤษฎีบท Š.ř.ş (สมบตัิการตดัออกสําหรับการคณู) ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง ถ้า x ̸= 0 และ xy =

xz แล้ว y = z

บทพสูิจน์. ให้ x, y, z ∈ R และ x ̸= 0 สมมติ xy = xz จะได้วา่

y = 1y โดย RŜ
= (x−1x)y โดย Rŝ
= x−1(xy) โดย Rś
= x−1(xz) โดยสมมติฐาน
= (x−1x)z โดย Rś
= 1z โดย Rŝ
= z โดย RŜ

ดงันั Êน y = z

บทนิยาม Š.ř.Š สําหรับจํานวนจริง x และ y กําหนดให้ x− y = x+ (−y) และ x
y
= xy−1 เมืÉอ y ̸= 0

เพืÉอความสะดวกเราจะใช้ −xy แทน −(xy) ดงันั Êน −1x = −(1x) = −x

ทฤษฎีบท Š.ř.š ให้ x เป็นจํานวนจริง จะได้วา่
ř. −(−x) = x

Ś. ถ้า x ̸= 0 แล้ว (x−1)−1 = x

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ R

ř. เนืÉองจาก −(−x) เป็นตวัผกผนัการบวกของ −x จะได้วา่ (−x) + [−(−x)] = 0 จาก Rŝ ทําให้ได้วา่
(−x) + x = 0 เนืÉองจากตวัผกผนัการบวกมีเพียงตวัเดียว ดงันั Êน x = −(−x)

Ś. สมมติวา่ x ̸= 0 เนืÉองจาก (x−1)−1 เป็นตวัผกผนัการคณูของ x−1 จะได้วา่ x−1(x−1)−1 = 1 จาก Rŝ
ทําให้ได้วา่ x−1x = 1 เนืÉองจากตวัผกผนัการบวกมีเพียงตวัเดียว ดงันั Êน (x−1)−1 = x

ทฤษฎีบท Š.ř.řŘ ให้ x และ y เป็นจํานวนจริง จะได้วา่ (−x)y = x(−y) = −xy



Š.ř. สจัพจน์สนาม ŚŘş

บทพสูิจน์. ให้ x, y ∈ R แล้ว
0 = 0y โดยทฤษฎีบท Š.ř.Ś

= (x+ (−x))y โดย Rŝ
= xy + (−x)y โดย RŞ

0 = x0 โดยทฤษฎีบท Š.ř.Ś
= x(y + (−y)) โดย Rŝ
= xy + x(−y) โดย RŞ

ดงันั Êน xy + (−x)y = xy + x(−y) โดยสมบตัิการตดัออกสําหรับการบวก จะได้วา่ x(−y) = (−x)y

เนืÉองจาก xy + x(−y) = 0 ดงันั Êน (−x)y เป็นตวัผกผนัการบวกของ xy และตวัผกผนัการบวกมีเพียงตวั
เดียวทําให้ได้วา่ (−x)y = −xy

บทแทรก Š.ř.řř ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม (−1)x = −x

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ R โดยทฤษฎีบท Š.ř.řŘ จะได้ (−1)x = −1x = −x

บทแทรก Š.ř.řŚ (−1)(−1) = 1

บทพสูิจน์. โดยทฤษฎีบท Š.ř.řŘ จะได้ (−1)(−1) = 1(−(−1)) = 1(1) = 1

ทฤษฎีบท Š.ř.řś ให้ x และ y เป็นจํานวนจริง จะได้วา่ (−x)(−y) = xy

บทพสูิจน์. ให้ x, y ∈ R แล้ว
(−x)(−y) + (−xy) = (−x)(−y) + (−x)y โดยทฤษฎีบท Š.ř.řŘ

= (−x)[(−y) + y] โดย RŞ
= (−x)0 โดย Rŝ
= 0 โดยทฤษฎีบท Š.ř.Ś

ดงันั Êน (−x)(−y) เป็นตวัผกผนัของ −xy ดงันั Êน (−x)(−y) = −(−xy) = xy

ทฤษฎีบท Š.ř.řŜ ให้ x และ y เป็นจํานวนจริง ถ้า xy = 0 แล้ว x = 0 หรือ y = 0

บทพสูิจน์. ให้ x, y ∈ R สมมติ xy = 0 และ x ̸= 0 โดย Rŝ จะได้วา่มี x−1 ∈ R ซึÉง x−1x = 1 ดงันั Êน
x−1(xy) = x−10 โดยสมมติฐาน
(x−1x)y = 0 โดย Rś และทฤษฎีบท Š.ř.Ś

1y = 0 โดย Rŝ
y = 0 โดย RŜ

จากทฤษฎีบทดงักลา่วทําให้นําไปใช้ในการแก้ปัญหาตา่ง ๆ ในระบบจํานวนจริงได้ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê



ŚŘŠ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง

ตัวอย่าง Š.ř.řŝ จงหาคา่ x ทีÉเป็นจํานวนจริงทีÉสอดคล้อง x2 − 2x− 3 = 0

วธีิทาํ เนืÉองจาก 0 = x2−2x−3 = (x−3)(x+1) โดยทฤษฎีบท Š.ř.řŜ จะได้วา่ x−3 = 0 หรือ x+1 = 0

ทําให้ได้วา่ x = 3 หรือ x = −1

ตัวอย่าง Š.ř.řŞ กําหนดให้ a, b ∈ R+ ทีÉสอดคล้อง a2 + ab− 2b2 = 0 จงแสดงวา่ a = b

วธีิทาํ พิจารณา 0 = a2 + ab − 2b2 = (a− b)(a + 2b) เนืÉองจาก a, b ∈ R+ ดงันั Êน a + 2b ∈ R+ โดย Rş
จงึสรุปได้วา่ a− b = 0 โดยทฤษฎีบท Š.ř.řŜ นัÉนคือ a = b

Š.Ś กฎไตรวภิาค
สัจพจน์ Ś สมมติวา่มีเซต R+ เป็นสบัเซตของ R ซึÉงเรียกวา่ เซตของจาํนวนจริงบวก (The set of
positive real numbers) โดยมีสมบตัิดงันี Ê
Rş สมบัตปิิด (Closer law)

สําหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ R+ จะได้วา่ x+ y ∈ R+

สําหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ R+ จะได้วา่ x · y ∈ R+

RŠ ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม ข้อความตอ่ไปนี Êจะเป็นจริงเพียงข้อเดียวเทา่นั Êน
(ř) x ∈ R+ (Ś) x = 0 (ś) −x ∈ R+

บทนิยาม Š.Ś.ř ให้ x, y ∈ R จะกลา่ววา่ x น้อยกว่า (Less than) y เขียนแทนด้วย x < y นิยามโดย
x < y ก็ตอ่เมืÉอ y − x ∈ R+

หรือกลา่วได้อีกอยา่งวา่ y มากกว่า (Greater than) x เขียนแทนด้วย y > x และนิยาม
ř. x ≤ y หมายถงึ x < y หรือ x = y อา่นวา่ x น้อยกว่าหรือเท่ากับ y

Ś. x ≤ y หมายถงึ x < y หรือ x = y อา่นวา่ x มากกว่าหรือเท่ากับ y

ทฤษฎีบท Š.Ś.Ś ให้ x เป็นจํานวนจริงใด ๆ แล้วข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. x ∈ R+ Ś. x = x− 0 ∈ R+ ś. x > 0

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ R (1) → (2) สมมติ x ∈ R+ จะได้วา่
x− 0 = x+ (−0) = x+ 0 = x ∈ R+

(2) → (3) สมมติ x = x− 0 ∈ R+ เนืÉองจาก x− 0 ∈ R+ จะได้วา่ x > 0

(3) → (1) สมมติ x > 0 จะได้วา่ x− 0 ∈ R+ เนืÉองจาก x− 0 = x ดงันั Êน x ∈ R+

จากทฤษฎีบทข้างต้น เขียนได้วา่ R+ = {x ∈ R |x > 0} และได้สมบตัิดงับทแทรกตอ่ไปนี Ê



Š.Ś. กฎไตรวิภาค ŚŘš

บทแทรก Š.Ś.ś ให้ x เป็นจํานวนจริงใด ๆ แล้วข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. −x ∈ R+ Ś. −x = 0− x ∈ R+ ś. x < 0

จากบทแทรกนี Êทําให้นิยามจํานวนจริงลบได้ดงับทนิยามตอ่ไปนี Ê
บทนิยาม Š.Ś.Ŝ นิยามให้R− = {x ∈ R | x < 0} เรียกวา่ เซตของจาํนวนจริงลบ (The set of negative
real numbers)
จากการนิยามข้างต้นจะได้วา่ สําหรับทกุจํานวนจริง x ใดก็ตาม

x ∈ R− ก็ตอ่เมืÉอ −x ∈ R+

จากทฤษฎีบทและบทนิยามทีÉผา่นมาทําให้ได้สมบตัิทีÉสําคญัทางคณิตศาสตร์คือกฎไตรวภิาค (Trichotomy
law) กลา่วคือ สําหรับจํานวนจริง x และ y ข้อความตอ่ไปนี Êจะเป็นจริงเพียงข้อเดียวเทา่นั Êน
(ř) x < y (Ś) x = y (ś) x > y

ทฤษฎีบท Š.Ś.ŝ (สมบตัิถ่ายทอด (Transitive law)) ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง จะได้วา่
ถ้า x < y และ y < z แล้ว x < z

บทพสูิจน์. ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง สมมติวา่ x < y และ y < z จะได้วา่ y − x ∈ R+ และ
z − y ∈ R+ โดย (Rş) จะได้วา่

z − x = (z − y) + (y − x) ∈ R+

ดงันั Êน x < z

ทฤษฎีบท Š.Ś.Ş (สมบตัิการบวกเข้าและตดัออก) ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง จะได้วา่
ř. ถ้า x < y แล้ว x+ z < y + z

Ś. ถ้า x+ z < y + z แล้ว x < y

บทพสูิจน์. ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง
ř. สมมติ x < y จะได้วา่ y − x ∈ R+ แล้ว

(y + z)− (x+ z) = y − x ∈ R+

ดงันั Êน x+ z < y + z

Ś. สมมติวา่ x+ z < y + z แล้ว (y + z)− (x+ z) ∈ R+ เนืÉองจาก y − x = (y + z)− (x+ z) ∈ R+

ดงันั Êน x < y



ŚřŘ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง
ทฤษฎีบท Š.Ś.ş ให้ x, y, z และ w เป็นจํานวนจริง จะได้วา่

ถ้า x < y และ z < w แล้ว x+ z < y + w

บทพสูิจน์. ให้ x, y, z และ w เป็นจํานวนจริง สมมติวา่ x < y และ z < w จะได้วา่ y − x ∈ R+ และ
w − z ∈ R+ โดย Rś และ Rş จะได้วา่

(y + w)− (x+ z) = (y − x) + (w − z) ∈ R+

ดงันั Êน x+ z < y + w

ทฤษฎีบท Š.Ś.Š ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง จะได้วา่
ř. ถ้า x < y และ z > 0 แล้ว xz < yz

Ś. ถ้า x < y และ z < 0 แล้ว xz > yz

บทพสูิจน์. ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง
ř. สมมติวา่ x < y และ z > 0 จะได้วา่ y − x ∈ R+ และ z ∈ R+ ดงันั Êน

yz − xz = (y − x)z ∈ R+

ทําให้ได้วา่ xz < yz

Ś. ทําเป็นแบบฝึกหดั

ทฤษฎีบท Š.Ś.š สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ x2 ≥ 0 เมืÉอนิยาม x2 = x · x

บทพสูิจน์. ให้ x เป็นจํานวนจริง จากกฎไตรวิภาคจะได้ ś กรณีดงันี Ê
ř. กรณีทีÉ x < 0 จะได้วา่ −x ∈ R+ โดย Rş จะได้วา่ x2 = x · x = (−x)(−x) ∈ R+ ดงันั Êน x2 > 0

Ś. กรณีทีÉ x = 0 จะได้วา่ x2 = 0 · 0 = 0

ś. กรณีทีÉ x > 0 นัÉนคือ x ∈ R+ ทําให้ได้วา่ x2 = x · x ∈ R+ ดงันั Êน x2 > 0

สรุปได้วา่ x2 ≥ 0

บทแทรก Š.Ś.řŘ สําหรับจํานวนจริง x ทีÉไมใ่ชศ่นูย์จะได้วา่ x2 > 0 หรือ x2 ∈ R+

บทพสูิจน์. เห็นได้ชดัจากบทพิสจูน์ของทฤษฎีบท Š.Ś.š
บทแทรก Š.Ś.řř ให้ x, y ∈ R ถ้า x2 + y2 = 0 แล้ว x = 0 และ y = 0

บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั



Š.Ś. กฎไตรวิภาค Śřř

ตัวอย่าง Š.Ś.řŚ จงหาจํานวนจริง x และ y ทั ÊงหมดทีÉสอดคล้อง x2 + y2 + 2x− 4y + 5 = 0

วธีิทาํ พิจารณาสมการข้างต้นจะได้วา่
0 = x2 + y2 + 2x− 4y + 5 = (x2 + 2x+ 1) + (y2 − 4y + 4)

= (x+ 1)2 + (y − 2)2

โดยบทแทรก Š.Ś.řř จะได้วา่ x+ 1 = 0 และ y − 2 = 0 ทําให้ได้วา่ x = −1 และ y = 2

ตัวอย่าง Š.Ś.řś สําหรับจํานวนจริง a และ b ใด ๆ จะได้วา่ a2 + b2 ≥ 2ab

วธีิทาํ จากบทแทรก Š.Ś.řř จะได้วา่
(a− b)2 ≥ 0

a2 − 2ab+ b2 ≥ 0

a2 + b2 ≥ 2ab

ทฤษฎีบท Š.Ś.řŜ ให้ a และ b เป็นจํานวนจริงทีÉไมใ่ช่จํานวนลบ จะได้วา่
a2 ≤ b2 ก็ตอ่เมืÉอ a ≤ b

บทพสูิจน์. ให้ a และ b เป็นจํานวนจริงทีÉไมใ่ชจํ่านวนลบ ในกรณีทีÉ a = 0 หรือ b = 0 เห็นได้ชดัวา่
02 ≤ 02 ก็ตอ่เมืÉอ 0 ≤ 0

ให้ a > 0 และ b > 0 สมมติวา่ a2 > b2 จะได้วา่ (b2 − a2) ∈ R+ เนืÉองจาก
b2 − a2 = (b− a)(b+ a)

และ (b + a) ∈ R+ ทําให้ได้วา่ (b − a) ∈ R+ สรุปได้วา่ a < b ในทางกลบักนั สมมติวา่ a < b จะได้วา่
(b− a) ∈ R+ เนืÉองจาก (b+ a) ∈ R+ ดงันั Êน

b2 − a2 = (b− a)(b+ a) ∈ R+

สรุปได้วา่ a2 > b2



ŚřŚ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง

Š.ś ค่าสัมบรูณ์
บทนิยาม Š.ś.ř ให้ x เป็นจํานวนจริงใด ค่าสัมบรูณ์ (Absolute value) ของ x เขียนแทนด้วย |x| คือ
จํานวนจริงทีÉกําหนดโดย

|x| =


x เมืÉอ x > 0

0 เมืÉอ x = 0

−x เมืÉอ x < 0

ข้อสังเกต สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ จะได้วา่
ř. |x| ≥ 0

Ś. |x| = 0 ก็ตอ่เมืÉอ x = 0

ś. |x| = | − x|

Ŝ. |x2| = x2

ทฤษฎีบท Š.ś.Ś ให้ x และ y เป็นจํานวนจริงใด ๆ จะได้วา่
ř. |xy| = |x||y|

Ś. |x2| = |x|2 = x2

ś.
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y|
เมืÉอ y ̸= 0

Ŝ. √x2 = |x|

ŝ. x ≤ |x|

บทพสูิจน์. ให้ x และ y เป็นจํานวนจริงใด ๆ
ř. กรณีทีÉ x = 0 หรือ y = 0 จะได้วา่ xy = 0 ทําให้ได้วา่ |xy| = 0 = |x||y| ให้ x ̸= 0 และ y ̸= 0

ถ้า x > 0 และ y > 0 จะได้วา่ xy > 0 สรุปได้วา่ |xy| = xy = |x||y|
ถ้า x < 0 และ y < 0 จะได้วา่ xy > 0 สรุปได้วา่ |xy| = xy = (−x)(−y) = |x||y|
ถ้า x และ y ตวัใดตวัหนึÉงเป็นจํานวนจริงลบ โดยไม่เสียนยัทัÉวไปให้ x < 0 และ y > 0 จะได้วา่
xy < 0 สรุปได้วา่ |xy| = −xy = (−x)y = |x||y|

Ś. โดยข้อ ř จะได้วา่ |x2| = |x · x| = |x||x| = |x|2 และโดยข้อสงัเกตข้อ Ŝ สรุปได้วา่ x2 = |x2| = |x|2

ś. ให้ y ̸= 0 แสดงได้โดยงา่ยวา่
∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ = 1

|y|
โดยข้อ ř จะได้วา่

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x · 1

y

∣∣∣∣ = |x| ·
∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ = |x| · 1

|y|
=

|x|
|y|



Š.ś. ค่าสมับูรณ์ Śřś

Ŝ. กรณีทีÉ x = 0 เห็นได้โดยงา่ย กรณีทีÉ x > 0 จะได้วา่ √
x2 = x กรณีทีÉ x < 0 จะได้วา่ −x > 0 ดงันั Êน√

x2 =
√

(−x)2 = −x สรุปได้วา่ √
x2 = |x|

ŝ. ถ้า x ≤ 0 จะได้วา่ x ≤ 0 ≤ |x| กรณีทีÉ x > 0 จะได้วา่ x = |x| สรุปได้วา่ x ≤ |x|

ตัวอย่าง Š.ś.ś กําหนดให้ 2 < x < 3 จงหาคา่ของ
√
x2 − 4x+ 4 +

√
x2 − 6x+ 9

วธีิทาํ พิจารณา
√
x2 − 4x+ 4 =

√
(x− 2)2 = |x− 2|

√
x2 − 6x+ 9 =

√
(x− 3)2 = |x− 3|

เนืÉองจาก 2 < x < 3 ทําให้ได้วา่ x− 2 > 0 และ x− 3 < 0 ดงันั Êน
√
x2 − 4x+ 4 +

√
x2 − 6x+ 9 = |x− 2|+ |x− 3|

= (x− 2) + (−(x− 3))

= 1

ทฤษฎีบท Š.ś.Ŝ (อสมการสามเหลีÉยม (Triangle inequality)) ให้ x และ y เป็นจํานวนจริงใดๆ แล้ว
|x+ y| ≤ |x|+ |y|

บทพสูิจน์. ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง โดยทฤษฎีบท Š.ś.Ś ข้อ Ś จะได้วา่
|x+ y|2 = (x+ y)2

= x2 + 2xy + y2

= |x|2 + 2xy + |y|2

โดยทฤษฎีบท Š.ś.Ś ข้อ ř และ ŝ จะได้วา่ xy ≤ |xy| = |x||y| ดงันั Êน
|x+ y|2 ≤ |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2

เนืÉองจาก |x+ y| ≥ 0 และ |x|+ |y| ≥ 0 โดยทฤษฎีบท Š.Ś.řŜ สรุปได้วา่
|x+ y| ≤ |x|+ |y|



ŚřŜ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง
บทแทรก Š.ś.ŝ ให้ x และ y เป็นจํานวนจริงใด ๆ จะได้วา่

ř. |x− y| ≤ |x|+ |y|

Ś. |x| − |y| ≤ |x+ y|

ś. |x| − |y| ≤ |x− y|

บทพสูิจน์. ให้ x และ y เป็นจํานวนจริงใด ๆ
ř. โดยอสมการสามเหลีÉยม จะได้วา่

|x− y| = |x+ (−y)| ≤ |x|+ | − y| = |x|+ |y|

Ś. โดยอสมการสามเหลีÉยม และข้อ ř จะได้วา่
|x| = |x+ (y − y)| = |(x+ y)− y| ≤ |x+ y|+ |y|

∴ |x| − |y| ≤ |x+ y|

ś. โดยข้อ Ś จะได้วา่
|x| − | − y| ≤ |x+ (−y)|

∴ |x| − |y| ≤ |x− y|

ทฤษฎีบท Š.ś.Ş ให้ x เป็นจํานวนจริง และ a เป็นจํานวนจริงบวก จะได้วา่
ř. |x| < a ก็ตอ่เมืÉอ −a < x < a

Ś. |x| > a ก็ตอ่เมืÉอ x < −a หรือ x > a

บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั
บทแทรก Š.ś.ş ให้ x เป็นจํานวนจริง และ a เป็นจํานวนจริงบวก จะได้วา่

ř. |x| ≤ a ก็ตอ่เมืÉอ −a ≤ x ≤ a

Ś. |x| ≥ a ก็ตอ่เมืÉอ x ≤ −a หรือ x ≥ a

ตัวอย่าง Š.ś.Š จงหาจํานวนจริง x ทีÉสอดคล้องเงืÉอนไข
ř. |x− 1| ≤ 1

วธีิทาํ จะได้วา่
|x− 1| ≤ 1 ↔ −1 ≤ x− 1 ≤ 1

↔ −1 + 1 ≤ x− 1 + 1 ≤ 1 + 1

↔ 0 ≤ x ≤ 2

↔ x ∈ [0, 2]



Š.Ŝ. สจัพจน์ความบริบูรณ์ Śřŝ

Ś. |x− 3| > 2

วธีิทาํ จะได้วา่
|x− 3| > 2 ↔ x− 3 < −2 หรือ x− 3 > 2

↔ x− 3 + 3 < −2 + 3 หรือ x− 3 + 3 > 2 + 3

↔ x < 1 หรือ x > 5

↔ x ∈ (−∞, 1) ∪ (5,∞)

Š.Ŝ สัจพจน์ความบริบรูณ์
จํานวนจริงกบัความสมัพนัธ์น้อยกวา่หรือเทา่กบั หรือโพเซต (R,≤) ซึÉงได้กลา่วในหวัข้อ ŝ.ś ในหวัข้อ

นี Êศกึษาสมบตัิตา่ง ๆ ทีÉเกีÉยวข้อง
บทนิยาม Š.Ŝ.ř ให้ B ⊆ R โดยทีÉ B ̸= ∅ และให้ a และ b เป็นจํานวนจริง แล้ว

a เป็นขอบเขตบน (Upper bound) ของ B ก็ตอ่เมืÉอ x ≤ a ทกุ x ∈ B

b เป็นขอบเขตล่าง (Lower bound) ของ B ก็ตอ่เมืÉอ b ≤ x ทกุ x ∈ B

ถ้า B มีขอบเขตบนเรียกวา่เซตมีขอบเขตบน (Bounded above) ถ้า B มีขอบเขตลา่งจะเรียกวา่เซต
มีขอบเขตล่าง (Bounded below) ถ้า B มีทั Êงขอบเขตบนและขอบเขตลา่งจะเรียกวา่เซต มีขอบเขต
(Bounded) ถ้าเป็นอยา่งอืÉนเรียกวา่เซต ไม่มีขอบเขต (Unbounded) กําหนดให้ BU และ BL แทนเซต
ของขอบเขตบน และขอบเขตลา่งของ B ตามลําดบัจะได้วา่

BU = {a ∈ R |x ≤ a ทกุ ๆ x ∈ B}
BL = {b ∈ R | b ≤ x ทกุ ๆ x ∈ B}

จากนิยามจะได้วา่ R ไมมี่ขอบเขตบนและขอบเขตลา่ง นัÉนคือ R ไมมี่ขอบเขต
ตัวอย่าง Š.Ŝ.Ś จงหา BU และ BL ของเซต B ตอ่ไปนี Ê

ř. B = (−1, 1)

วธีิทาํ

−3 −2 −1 0 1 2 3

BUBL

ดงันั Êน BL = (−∞, 1] และ BU = [1,∞)



ŚřŞ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง
Ś. B = [−1, 2)

วธีิทาํ

−3 −2 −1 0 1 2 3

BUBL

ดงันั Êน BL = (−∞, 1] และ BU = [2,∞)

ś. B = {0, 1, 2}
วธีิทาํ

−3 −2 −1 0 1 2 3

BUBL

ดงันั Êน BL = (−∞, 0] และ BU = [2,∞)

Ŝ. B = {0}
วธีิทาํ

−3 −2 −1 0 1 2 3

BU

BL

ดงันั Êน BL = (−∞, 0] และ BU = [0,∞)

ตัวอย่าง Š.Ŝ.ś เมืÉอกําหนด A = (1,∞) จะได้วา่ A มีขอบเขตลา่งแตไ่มมี่ขอบเขตบน

−3 −2 −1 0 1 2 3

AL

เห็นได้ชดัวา่ AL = (−∞, 1] และ AU = ∅



Š.Ŝ. สจัพจน์ความบริบูรณ์ Śřş

บทนิยาม Š.Ŝ.Ŝ ให้ B ⊆ R โดยทีÉ B ̸= ∅ ให้ m และ n เป็นจํานวนจริง
จะเรียกวา่ m วา่ขอบเขตบนน้อยสุด (Least upper bound หรือ Supremum) ของ B เขียนแทนด้วย
supB ก็ตอ่เมืÉอ
(ř) m ∈ BU

(Ś) m ≤ a ทกุ ๆ a ∈ BU

ถ้า supB เป็นสมาชิกใน B จะเรียกวา่ ค่าสูงสุด (Maximum) ของ B
จะเรียกวา่ n วา่ ขอบเขตล่างมากสุด (Greatest lower bound หรือ Infimum) ของ B เขียนแทนด้วย
infB ก็ตอ่เมืÉอ
(ř) n ∈ BL

(Ś) b ≤ n ทกุ ๆ b ∈ BL

ถ้า infB เป็นสมาชิกใน B จะเรียกวา่ ค่าตํÉาสุด (Minimum) ของ B
ตัวอย่าง Š.Ŝ.ŝ จากตวัอยา่ง Š.Ŝ.Ś จะได้วา่

ř. sup(−1, 1) = 1 และ inf(−1, 1) = −1

Ś. sup[−1, 2) = 2 และ inf[−1, 2) = −1 และ −1 เป็นคา่ตํÉาสดุของ [−1, 2)

ś. sup{0, 1, 2} = 2 และ inf{0, 1, 2} = 0 และ 0 เป็นคา่ตํÉาสดุและ 2 เป็นคา่สงูสดุของ {0, 1, 2}
Ŝ. sup{0} = 0 และ inf{0} = 0 และ 0 เป็นคา่ตํÉาสดุและคา่สงูสดุของ {0}

ตัวอย่าง Š.Ŝ.Ş ให้ A = (−2, 1] จงแสดงวา่ infA = −2 และ supA = 1

วธีิทาํ
ř. สําหรับทกุ ๆ x ใน A จะได้วา่ −2 < x ≤ 1 ดงันั Êน x ≤ 1 ทกุ ๆ x ∈ A ทําให้ได้วา่ 1 ∈ AU ตอ่ไปจะ

แสดงวา่ 1 เป็นขอบเขตบนน้อยสดุ ให้ a ∈ AU จะได้วา่ x ≤ a ทกุ ๆ x ∈ A เนืÉองจาก 1 ∈ A ทําให้
ได้วา่ 1 ≤ a ดงันั Êน supA = 1

Ś. สําหรับทกุ ๆ x ใน A จะได้วา่ −2 < x ≤ 1 ดงันั Êน −2 ≤ x ทกุ ๆ x ∈ A ทําให้ได้วา่ −2 ∈ AL ตอ่ไป
จะแสดงวา่ −2 เป็นขอบเขตลา่งมากสดุ ให้ b ∈ AL จะได้วา่ b ≤ x ทกุ ๆ x ∈ A จะแสดงวา่ b ≤ −2

ทกุ ๆ b ∈ AL โดยวิธีขดัแย้ง สมมติวา่มี b0 ∈ AL ซึÉง b0 > −2 สําหรับ x ∈ A จะได้วา่

−2 < b0 < −2 < x ≤ 1

เกิดข้อขดัแย้ง ดงันั Êน b ≤ −2 ทกุ ๆ b ∈ AL สรุปได้วา่ infA = −2



ŚřŠ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง

ทฤษฎีบท Š.Ŝ.ş ให้ A ⊆ R โดยทีÉ A ̸= ∅ แล้ว s = supA ก็ตอ่เมืÉอ
(ř) ∀ε > 0 ∀x ∈ A, x < s+ ε

(Ś) ∀ε > 0 ∃x0 ∈ A, x0 > s− ε

ข้อ (ř) ในทฤษฎีบทนี Êหมายถงึการแสดงวา่ s เป็นขอบเขตบนของ A ซึÉงแสดงได้ดงัแผนภาพนี Ê

A

s s+ εx

( )

ข้อ (Ś) ในทฤษฎีบทนี Êหมายถงึการแสดงวา่ s เป็นขอบเขตบนน้อยสดุ A ซึÉงแสดงได้ดงัแผนภาพนี Ê

A

ss− ε x0

( )

บทพสูิจน์. สมมติวา่ s = supA ให้ ε > 0 จะได้วา่ s เป็นขอบเขตบนของ A และ s < s+ ε ดงันั Êน
x ≤ s < s+ ε ทกุ ๆ x ∈ A

ทําให้ได้ข้อ (ř) ตอ่ไปจะพิสจูน์ข้อ (Ś) โดยแบง่กรณีของ s− ε

กรณีทีÉ ř s− ε ∈ A เลือก x0 เป็นจดุกึÉงกลางของ s− ε และ s นัÉนคือ x0 =
(s− ε) + s

2
=

2s− ε

2
ทําให้ได้วา่

s− ε <
2s− ε

2
< s นัÉนคือ s− ε < x0

กรณีทีÉ Ś s− ε /∈ A ถ้า s− ε > x ทกุ ๆ x ∈ A จะได้วา่ s− ε เป็นขอบเขตบนของ A และ s− ε < s จะ
ทําให้ขดัแย้งกบั s ซึÉงเป็นขอบเขตบนน้อยสดุ ดงันั Êน s− ε < x ทกุ ๆ x ∈ A เห็นได้ชดัวา่เลือก x0 เป็นอะไร
ก็ได้ใน A จะทําให้ได้วา่ s− ε < x0

ในทางกลบักนั สมมติข้อ (ř) และ (Ś) จะแสดงวา่ s ∈ AU โดยวิธีขดัแย้ง สมมติวา่ s /∈ AU จะได้วา่
มี y ∈ A ซึÉง s < y ดงันั Êน y − s > 0 โดยสมมติฐานข้อ (ř) จะได้วา่ y > s + (y − s) หรือ y > y เป็น
ไปไม่ได้ ดงันั Êน s ∈ AU สดุท้ายจะแสดงวา่ s เป็นขอบเขตบนน้อยสดุ ให้ a ∈ AU จะได้วา่ x ≤ a ทกุ ๆ
x ∈ A ต้องการแสดวา่ s ≤ a สมมติวา่ s > a นัÉนคือ s − a > 0 โดยสมมติฐาน (Ś) จะได้วา่มี x0 ∈ A ซึÉง
x0 > s − (s − a) ทําให้ได้วา่ x0 > a เกิดข้อขดัแย้งทีÉวา่ a เป็นขอบเขตบนของ A ดงันั Êน s ≤ a สรุปได้วา่
s = supA



Š.Ŝ. สจัพจน์ความบริบูรณ์ Śřš

ทฤษฎีบท Š.Ŝ.Š ให้ A ⊆ R โดยทีÉ A ̸= ∅ แล้ว ℓ = infA ก็ตอ่เมืÉอ
(ř) ∀ε > 0∀x ∈ A, x > ℓ− ε

(Ś) ∀ε > 0∃x0 ∈ A, x0 < ℓ+ ε

ข้อ (ř) ในทฤษฎีบทนี Êหมายถงึการแสดงวา่ ℓ เป็นขอบเขตลา่งของ A ซึÉงแสดงได้ดงัแผนภาพนี Ê

A

ℓℓ− ε x

( )

ข้อ (Ś) ในทฤษฎีบทนี Êหมายถงึการแสดงวา่ ℓ เป็นขอบเขตลา่งมากสดุ A ซึÉงแสดงได้ดงัแผนภาพนี Ê

A

ℓ ℓ+ εx0

( )

บทพสูิจน์. ทําเป็นแบบฝึกหดั
จะเห็นวา่ทฤษฎีบท Š.Ŝ.ş และ Š.Ŝ.Š สมมลูกบับทนิยาม Š.Ŝ.Ŝ เป็นอีกวิธีหนึÉงในการตรวจสอบคา่

ขอบเขตบนน้อยสดุและขอบเขตลา่งมากสดุของเซตทีÉสนใจ ซึÉงในหนงัสือบางเลม่อาจจะนิยามขอบเขตบน
น้อยสดุและขอบเขตลา่งมากสดุตามทฤษฎีบททั Êงสองดงักลา่ว
ตัวอย่าง Š.Ŝ.š ให้ A = (−2, 1] จงแสดงวา่ infA = −2 และ supA = 1 โดยใช้ทฤษฎีบท Š.Ŝ.ş และ Š.Ŝ.Š

ř. ให้ ε > 0 และ x ∈ A จะได้วา่ −2 < x ≤ 1 < 1 + ε ดงันั Êนข้อ (ř) เป็นจริง เลือก x0 = 1 ∈ A จะได้
วา่ 1 > 1− ε ดงันั Êน (Ś) เป็นจริง สรุปได้วา่ supA = 1

Ś. ให้ ε > 0 และ x ∈ A จะได้วา่ −2− ε < −2 < x ≤ 1 ดงันั Êนข้อ (ř) เป็นจริง เนืÉองจาก −2 < −2+ ε

พิจารณา Ś กรณีคือ
กรณีทีÉ −2 < −2 + ε ≤ 1 เลือก x0 =

−2 + (−2 + ε)

2
=

−4 + ε

2
ทําให้ได้วา่

x0 ∈ A และ −2 < x0 < −2 + ε

กรณีทีÉ −2 + ε > 1 เลือก x0 ∈ A ทําให้ได้วา่ x0 ≤ 1 ดงันั Êน x0 ≤ 1 < −2 + ε

สรุปได้วา่ infA = −2



ŚŚŘ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง
ทฤษฎีบท Š.Ŝ.řŘ สัจพจน์ความบริบรูณ์ (Completenesss axiom)
ให้ A ⊆ R ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง จะได้วา่

ř. ถ้า A มีขอบเขตลา่ง แล้ว A จะมีขอบเขตลา่งมากสดุ
Ś. ถ้า A มีขอบเขตบน แล้ว A จะมีขอบเขตบนน้อยสดุ

บทพสูิจน์. ให้ A ⊆ R ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง
ř. สมมติวา่ A มีขอบเขตลา่ง นัÉนคือ AL ̸= ∅ จะได้วา่

∀x ∈ A∀a ∈ AL, a ≤ x

จะแสดงวา่มี ℓ ∈ R ซึÉง a ≤ ℓ ≤ x ทกุ ๆ x ∈ A และ ทกุ ๆ a ∈ AL แล้วจะทําให้ได้วา่ ℓ = infA
สมมติวา่ ไมมี่ ℓ ∈ R ทีÉสอดคล้องเงืÉอนไข ∀x ∈ A∀a ∈ AL, a ≤ ℓ ≤ x ดงันั Êน

ทกุ ๆ ℓ ∈ R จะมี x0 ∈ A และ a0 ∈ AL ซึÉง ℓ < a0 หรือ ℓ > x0

กรณีทีÉ ℓ > x0 แสดงวา่ ℓ ไมใ่ชข่อบเขตลา่งของ A ทกุ ๆ ℓ ∈ R ขดัแย้งกบัสมมติฐาน
กรณีทีÉ ℓ < a0 เนืÉองจาก x0 ∈ R เมืÉอ ℓ = x0 ทําให้ได้วา่ x0 ≤ a0 เกิดข้อขดัแย้งกบั a0 ทีÉเป็นขอบเขต
ลา่งของ A เพราะวา่ x0 ∈ A ดงันั Êน มี ℓ ∈ R ซึÉง ∀x ∈ A∀a ∈ AL, a ≤ ℓ ≤ x เห็นได้ชดัวา่ ℓ = infA

Ś. พิสจูน์ในทํานองเดียวกบัข้อ ř (ทําเป็นแบบฝึกหดั)

ทฤษฎีบท Š.Ŝ.řř ให้ A ⊆ R ทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ s = sup(A) จะได้วา่
ทกุๆ x ∈ R ถ้า x < s แล้วจะมี a ∈ A ซึÉง x < a ≤ s

บทพสูิจน์. ให้ A ⊆ R ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง และ s = sup(A) ให้ x ∈ R สมมติวา่ x < s

กรณี x ∈ A จะได้วา่ x ≤ s เลือก a =
x+ s

2
นัÉนคือ x <

x+ s

2
< s ทําให้ได้วา่ x < a ≤ s

กรณี x /∈ A เนืÉองจาก x < s และ s เป็นขอบเขตบนของ A ดงันั Êน x < a ทกุ ๆ a ∈ A

สรุปได้วา่ x < a ≤ s

ทฤษฎีบท Š.Ŝ.řŚ ให้ A ⊆ Z ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง ถ้า A มีขอบเขตบน แล้ว A จะมีคา่สงูสดุ
บทพสูิจน์. ให้ A ⊆ Z ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง สมมติวา่ A มีขอบเขตบน โดยสจัพจน์ความบริบรูณ์จะได้วา่ A มี
ขอบเขตบนน้อยสดุ ให้ m = supA จะแสดงวา่ m ∈ Z แล้วจะได้วา่ m เป็นคา่สงูสดุของ A สมมติ m /∈ Z

จะได้วา่ m /∈ A และ n < m ทกุ ๆ n ∈ A เนืÉองจาก A ̸= ∅ และ m− 1 < m โดยทฤษฎีบท Š.Ŝ.ş ข้อ (Ś)
จะได้วา่มี m0 ∈ A ซึÉง m− 1 < m0 < m เกิดข้อขดัแย้งกบัสมบตัิจํานวนเตม็



Š.Ŝ. สจัพจน์ความบริบูรณ์ ŚŚř

ทฤษฎีบท Š.Ŝ.řś หลักการของอาร์คีมีดีส (Archimedean principle)
ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม จะมีจํานวนเตม็บวก n ซึÉงทําให้ x < n

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ R ในกรณีทีÉ x < 1 เลือก n = 2 จะได้วา่ x < 1 < 2 = n เหลือพิสจูน์ในกรณีทีÉ x ≥ 1

ให้ x ≥ 1 และ
S = {b ∈ N | b ≤ x}

เนืÉองจาก 1 ∈ S ดงันั Êน S ̸= ∅ และมีขอบเขตบน โดยสจัพจน์ความบริบรูณ์ จะได้วา่มีขอบเขตบนน้อยสดุ
ให้m = supS โดยทฤษฎีบท Š.Ŝ.ş จะได้วา่มี a ∈ S ซึÉงm− 1 < a (เลือก ε = 1) ให้ n = a+1 เนืÉองจาก
a ∈ N ดงันั Êน n ∈ N และ m < n ทําให้ได้วา่ n /∈ S สรุปได้วา่ n > x

บทแทรก Š.Ŝ.řŜ สําหรับจํานวนจริง x และ y ถ้า x ̸= 0 แล้วจะได้วา่มีจํานวนเตม็บวก n ซึÉง y < nx

บทพสูิจน์. ให้ x, y ∈ R โดยทีÉ x ̸= 0 จะได้วา่ y

x
เป็นจํานวนจริง โดยหลกัการของอาร์คีมีดีส จะได้วา่มี

จํานวนเตม็บวก n ซึÉง y

x
< n นัÉนคือ y < nx

บทแทรก Š.Ŝ.řŝ ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงบวกใดก็ตาม จะมีจํานวนเตม็บวก n ซึÉงทําให้ 1

n
< x

บทพสูิจน์. ให้ x เป็นจํานวนจริงบวก จะได้วา่ 1

x
เป็นจํานวนจริง โดยหลกัการของอาร์คีมีดีส จะได้วา่มี

จํานวนเตม็บวก n ซึÉง 1

x
< n นัÉนคือ 1

n
< x

ทฤษฎีบท Š.Ŝ.řŞ สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ ถ้า 0 ≤ x < 1
n

ทกุ n ∈ N แล้ว x = 0

บทพสูิจน์. ให้ x ∈ R สมมติ 0 ≤ x <
1

n
ทกุ n ∈ N สมมติ x > 0 โดยบทแทรก Š.Ŝ.řŝ จะได้วา่มี

จํานวนเตม็บวก n0 ซึÉง 1

n0

< x เกิดข้อขดัแย้งกบัสมมติฐาน ดงันั Êน x = 0

ตัวอย่าง Š.Ŝ.řş ให้ A =

{
1

n
|n ∈ N

}
จงแสดงวา่ infA = 0

บทพสูิจน์. เห็นได้ชดัวา่ 0 <
1

n
ทกุ ๆ n ∈ N ดงันั Êน 0 เป็นขอบเขตลา่งของ A สมมติ 0 ไมใ่ช่ขอบเขตลา่ง

มากสดุของ A ดงันั Êนมีขอบเขตบน x ซึÉง 0 < x <
1

n
ทกุ ๆ n ∈ N โดยทฤษฎีบท Š.Ŝ.řŞ จะได้วา่ x = 0

เกิดข้อขดัแย้ง ดงันั Êน infA = 0

จะเห็นได้วา่ (R,≤) เป็นโพเซตซึÉงได้กลา่วในหวัข้อ ŝ.ś เมืÉอพิจารณาเฉพาะจํานวนเตม็บวกโพเซตกบั
ความสมัพนัธ์น้อยกวา่หรือเทา่กบั (N,≤) เป็นเซตแบบเรียงอบัดบัไว้ดีแล้ว (Well-ordering set) ซึÉงมีความ
สมเหตสุมผลและถือเป็นสจัพจน์อีกหนึÉงข้อ เรียกวา่ หลักการจัดอันดับดี (Well ordering principle)

ให้ S เป็นสบัเซตของ N ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง จะได้วา่ S มีสมาชิกตวัเลก็สดุ



ŚŚŚ บททีÉ Š. ระบบจํานวนจริง

กลา่วอีกนยัหนึÉงก็คือ
ถ้า S ⊆ N และ S ̸= ∅ แล้วมี a ∈ S ซึÉง a ≤ s ทกุ ๆ s ∈ S

ทฤษฎีบท Š.Ŝ.řŠ สําหรับจํานวนจริง x และ y ถ้า x < y จะได้วา่มีจํานวนตรรกยะ a ซึÉง x < a < y

บทพสูิจน์. ให้ x และ y เป็นจํานวนจริง
กรณีทีÉ ř x ≥ 0 จะได้วา่ y > 0 และ y − x > 0 โดยบทแทรก Š.Ŝ.řŝ มี n ∈ N ซึÉง 0 <

1

n
< y − x ให้

S =
{
m ∈ N | m

n
≥ y
}

โดยบทแทรก Š.Ŝ.řŜ จะได้วา่ S ̸= ∅ เนืÉองจาก S ⊆ N โดยหลกัการจดัอนัดบัดีจะได้วา่ S มีสมาชิกตวั
เลก็สดุเรียกวา่ m0 เลือก a =

m0 − 1

n
เนืÉองจาก m0 − 1 < m0 และ m0 เป็นสมาชิกตวัเลก็สดุใน S ดงันั Êน

a =
m0 − 1

n
< y เนืÉองจาก y ≤ m0

n
จะได้

y − 1

n
<

m0

n
− 1

n
=

m0 − 1

n
= a

เนืÉองจาก x < y − 1

n
ดงันั Êน x < a สรุปได้วา่ x < a < y

กรณีทีÉ Ś x < 0 ถ้า y > 0 เลือก a = 0 จะได้วา่ x < 0 < y ถ้า x < y ≤ 0 ทําให้ได้วา่ 0 ≤ −y < −x

โดยกรณีทีÉ ř จะได้วา่มีจํานวนตรรกยะ b ซึÉง −y < b < −x ดงันั Êน x < a < y โดยให้ a = −b ซึÉงเป็น
จํานวนตรรกยะ
ทฤษฎีบท Š.Ŝ.řš สําหรับจํานวนจริง x และ y ถ้า x < y จะได้วา่มีจํานวนอตรรกยะ a ซึÉง x < a < y

บทพสูิจน์. ให้ x และ y เป็นจํานวนจริง
กรณีทีÉ ř 0 ≤ x < y แล้วจะได้วา่ x√

2
และ y√

2
เป็นจํานวนจริง โดยทฤษฎีบท Š.Ŝ.řŠ จะได้วา่มี

จํานวนตรรกยะ b ซึÉง x√
2
< b <

y√
2
ดงันั Êน b ̸= 0 ทําให้ได้วา่ b

√
2 เป็นจํานวนอตรรกยะ และ

x < b
√
2 < y

เลือก a = b
√
2 ดงันั Êน x < a < y

กรณีทีÉ Ś x < 0 < y โดยกรณีทีÉ ř จะได้วา่มีจํานวนอตรรกยะ a ซึÉง 0 < a < y ดงันั Êน x < a < y

กรณีทีÉ ś x < y ≤ 0 แล้ว 0 < −y < −x โดยกรณีทีÉ ř จะได้วา่มีจํานวนอตรรกยะ b ซึÉง −y < b < −x ดงั
นั Êน x < a < y เมืÉอ a = −b เป็นจํานวนอตรรกยะ
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Š.ŝ การจัดการเรียนรู้เรืÉองจาํนวนจริง
ระบบจํานวนจริงมีการเรียนในหลายระดบัในชั Êนมธัยมแตกตา่งกนัไป เนื Êอหามีความหลากหลาย แตใ่น

บทเรียนนี Êจะเน้นไปทีÉสมบตัิจํานวนจริง กฎไตรวิภาค คา่สมับรูณ์ และความบริบรูณ์ของจํานวนจริง ซึÉง
เป็นพื Êนฐานในการเรียนคณิตศาสตร์ในระดบัสงู และมีสว่นสอดคล้องในหลกัสตูรแกนกลางการศกึษา
ขั Êนพื Êนฐาน พทุธศกัราช Śŝŝř ในการเรียนระดบัชั ÊนมธัยมศกึษาปีทีÉ Ś และมธัยมศกึษาปีทีÉ Ŝ สายทีÉเน้น
วิทยาศาสตร์ ดงันี Ê
สาระทีÉ ř จํานวนและพีชคณิต
มาตรฐาน ค ř.ř เข้าใจความหลากหลายของการแสดงจํานวน ระบบจํานวน การดําเนินการของจํานวน
ผลทีÉเกิดขึ Êนจากการดําเนินการ สมบตัิของการดําเนินการ และนําไปใช้

ชั Êน ตวัชี Êวดั สาระการเรียนรู้แกนกลาง
ม.Ś Ś. เข้าใจจํานวนจริงและความสมัพนัธ์ จาํนวนจริง

ของจํานวนจริง และใช้สมบตัิของจํานวนจริง - จํานวนอตรรกยะ
ในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์ - จํานวนจริง
และปัญหาในชีวิตจริง

ม.Ŝ ś. เข้าใจจํานวนจริง และใช้สมบตัิของจํานวนจริง จาํนวนจริงและพหุนาม
เน้น ในการแก้ปัญหา - จํานวนจริงและสมบตัิจํานวนจริง

วิทยาศาสตร์ - คา่สมับรูณ์ของจํานวนจริงและสมบตัิ
ของคา่สมับรูณ์ของจํานวนจริง

ตารางทีÉ Śš ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางของเรืÉองจํานวนจริง
ตัวอย่างการจัดกจิกรรมการเรียนรู้แบบ ŝE
ผู้ เขียนขอยกตวัอยา่งการสอนสาระการเรียนรู้ "การหาคําตอบของสมการคา่สมับรูณ์โดยใช้เส้นจํานวน"

เป็นการเรียนรู้การใช้นิยามของคา่สมับรูณ์โดยวดัระยะทางบนเส้นจํานวน เพืÉอให้เกิดมโนทศัน์แล้วขยาย
ไปยงัปัญหาทีÉซบัซ้อนได้ ทําได้ ŝ ขั Êนตอนดงันี Ê

ř. ขั Êนสร้างความสนใจ
นําเข้าสูบ่ทเรียนโดยทบทวนนิยามของคา่สมับรูณ์โดยใช้เส้นจํานวนเป็นตวัอธิบายกลา่วคือ คา่สมับรูณ์
ของจํานวนจริง x เขียนแทนด้วย |x| คือระยะทางจาก x ไปยงั 0 ตวัอยา่งเชน่ |−4| หมายถงึระยะ
ทางจาก Ř ไปยงั -Ŝ มีคา่เทา่กบั Ŝ หน่วย และ |3| หมายถงึระยะทางจาก Ř ไปยงั ś เทา่กบั ś หน่วย
ดงัภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

|3| = 3| − 4| = 4
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และนําไปสู่ |x| = a เมืÉอ a ≥ 0 แล้วคา่ x คือจดุบนเส้นจํานวนทีÉอยู่หา่งจาก Ř (เป็นจดุศนูย์กลาง)
เป็นระยะ a หน่วย (รัศมี) ดงัรูป

a−a 0

a

ดงันั Êนจะได้วา่ x = a หรือ x = −a

ขยายแนวคิดไปยงักรณทัÉวไป |x − c| = a คา่ x คือจดุบนเส้นจํานวนทีÉอยู่หา่งจากจดุศนูย์กลาง c
เป็นระยะรัศมี a หน่วย ดงัรูป

c+ ac− a c

a

จะสรุปได้วา่ x = a+ c หรือ x = c− a

Ś. ขั Êนสํารวจค้นหา
แบง่นกัเรียนเป็นกลุม่ๆละ Ś คน โดยแจกบตัรคําถามทั Êงหมด ř ใบประกอบไปด้วยคําถาม řŘ ข้อ ให้
นกัเรียนแตล่ะกลุม่ทําโดยใช้เส้นจํานวนในเวลา ŚŘ นาที ตวัอยา่งบตัรคําถาม
ř. |x| = 2

Ś. |x| = 0

ś. |x| = −1

Ŝ. |x− 1| = 1

ŝ. |x+ 1| = 0

Ş. |x− 2| = 4

ş. |1− x| = 3

Š. |2x− 1| = 1

š. |1− 3x| = 4

řŘ. |x2 + 1| = 5

ś. ขั Êนอธิบายและลงข้อสรุป
ให้แตล่ะกลุม่ข้อสรุปคําตอบ และออกมาอภิปรายคําตอบทีÉได้ แล้วนกัเรียนในชั Êนสรุปความคิดรวบ
ยอดซึÉงมีครูคอยชี Êแนะ สรุปได้ดงันี Ê
ř. กรณี |x| = 0 มีคําตอบเดียวคือ x = 0

Ś. กรณี |x| = a เมืÉอ a < 0 ไมมี่คําตอบ
ś. กรณี |f(x)− c| = a มีคําตอบเป็น f(x) = c+ a หรือ f(x) = c− a
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ś. กรณี |ax− c| = b เมืÉอ a ̸= 0 ต้องจดัรูปเป็น
∣∣∣x− c

a

∣∣∣ = b

a
แล้วหาคําตอบได้ตามปกติ

Ŝ. ขั Êนขยายความรู้
ครูแสดงโจทย์ของอสมการคา่สมับรูณ์เพืÉอขยายแนวคิด ดงัตวัอยา่ง

(ก) |x| < a แล้วคา่ x คือจดุบนเส้นจํานวนทีÉอยูห่า่งจากจดุศนูย์กลาง c เป็นระยะทีÉน้อยกวา่รัศมี
a หน่วย ดงัรูป

a−a 0

−a < x < a

ดงันั Êน −a < x < a

(ข) |x| > a แล้วคา่ x คือจดุบนเส้นจํานวนทีÉอยู่หา่งจากจดุศนูย์กลาง c เป็นระยะทีÉมากกวา่รัศมี
a หน่วย ดงัรูป

a−a 0

x > ax < −a

ดงันั Êน x < −a หรือ x > a

ŝ. ขั Êนประเมิน
ให้นกัเรียนทําใบงานรายบคุคล
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สรุป
เริÉมต้นเซตของจํานวนจริงทีÉมีการดําเนินการบวกและคณูซึÉงสอดคล้อง สมบตัิปิด สมบตัิสลบัทีÉ สมบตัิ

การเปลีÉยนกลุม่ สมการการมีเอกลกัษณ์ สมบตัิการมีตวัผกผนั และสมบตัิการกระจาย เรียกวา่สจัพจน์
สนาม สําหรับจํานวนจริงจะมีสมบตัิสอดคล้องกฎไตรวิภาคกลา่วคือ สําหรับจํานวนจริง x และ y ข้อความ
ตอ่ไปนี Êจะเป็นจริงเพียงข้อเดียวเทา่นั Êน
(ř) x < y (Ś) x = y (ś) x < y

คา่สมับรูณ์ของจํานวนจริงคือระยะทางบนเส้นจํานวนจากศนูย์ไปยงัจํานวนนั Êน ทําให้ได้อสมการสามเหลีÉยม
คือ |x + y| ≤ |x| + |y| ซึÉงเป็นสมบตัิทีÉสําคญัในการเรียนคณิตศาสตร์ขั Êนสงู และศกึษาความบริบรูณ์ของ
จํานวนจริงกลา่วถงึขอบเขตลา่งและขอบเขตบนของสบัเซตของจํานวนจริง ทําให้ได้ข้อเท็จจริงทีÉวา่สบั
เซตของจํานวนจริงทีÉไมใ่ช่เซตวา่งถ้ามีขอบเขตบน จะได้วา่มีขอบเขตบนน้อยสดุ ถ้ามีขอบเขตลา่งจะมี
ขอบเขตลา่งมากสดุ แล้วนําไปพิสจูน์หลกัการของอาร์คีมีดีสทีÉมีใจความวา่

ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม จะมีจํานวนเตม็บวก n ซึÉงทําให้ x < n

แล้วสง่ผลให้ได้สมบตัิทีÉสําคญัของจํานวนจริงคือระหวา่งสองจํานวนจริงใดๆจะมีจํานวนตรรยะและจํานวนอตรรกยะ
แทรกอยูเ่สมอ
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คาํถามท้ายบท
ř. ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê

ř.ř −(x+ y) = (−x) + (−y) = −x− y

ř.Ś ถ้า x+ y = x แล้ว x = 0

ř.ś ถ้า xy = y และ x ̸= 0 แล้ว y = 1

ř.Ŝ ถ้า x = x−1 และ x ̸= 0 แล้ว x = 1 หรือ x = −1

ř.ŝ x(y − z) = xy − xz

ř.Ş ถ้า y ̸= 0 แล้ว −x

y
=

x

−y
= −x

y

Ś. ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê
Ś.ř ถ้า x < y และ z < 0 แล้ว xz > yz

Ś.Ś ถ้า x < 0 และ y < 0 แล้ว xy > 0

Ś.ś ถ้า x > 0 แล้ว x−1 > 0

Ś.Ŝ ถ้า 0 < x < y แล้ว 1

y
<

1

x

Ś.ŝ ถ้า 0 < x < y แล้ว x2 < y2

Ś.Ş ถ้า x ≤ y และ x ≥ y แล้ว x = y

ś. จงหาเซตคําตอบของสมการ
ś.ř |x+ 1| = 4

ś.Ś | =
∣∣∣∣3x+

1

3

∣∣∣∣ = 3

ś.ś |x2 − 20| = 5

ś.Ŝ |x2 − 4| = 0

ś.ŝ |3x− 1| = |2x+ 1|

ś.Ş |x− 6| = |3− 2x|
ś.ş |1− x| = 1− x

ś.Š |2x+ 1| = x

ś.š |2x+ 3| = x− 5

ś.řŘ |x+ 1|+ 2 = |3x+ 1|
ś.řř |x+ 2| = 1 + |x− 3|

ś.řŚ ||2x− 1| − 1| = 2

ś.řś ||x| − |2x+ 1|| = −x

ś.řŜ
∣∣∣∣x+ 2

x+ 3

∣∣∣∣ = 2

ś.řŝ |5x− 1|
5x− 1

+ 4x = 0

Ŝ. จงหาเซตคําตอบของสมการ
Ŝ.ř |x+ 1| < 4

Ŝ.Ś |2x+ 1| > 3

Ŝ.ś
∣∣∣∣1x − 2

∣∣∣∣ < 3

Ŝ.Ŝ |12x+ 5| ≤ 7

Ŝ.ŝ |x2 + x| < |x+ 4|

Ŝ.Ş |x+ 2| ≤ 3− |x+ 1|

Ŝ.ş |x2 − 5x| ≥ 5x

Ŝ.Š |4x+ 3| ≤ |5x+ 3|

Ŝ.š (|x| − 1)(|x| − 3) < 0
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ŝ. จงหาเซตของขอบเขตบน คา่ขอบเขตบนน้อยสดุ เซตของขอบเขตลา่ง และคา่ขอบเขตลา่งมากสดุ

(ถ้ามี) และพิสจูน์คําตอบเหลา่นั Êน
ŝ.ř A = [1, 3]

ŝ.Ś A = (−1, 5)

ŝ.ś A = (2,∞)

ŝ.Ŝ A = (−∞,−3)

ŝ.ŝ A = {1} ∪ (2, 5)

ŝ.Ş A = {0,±2,±4,±6, ...}

ŝ.ş A = Q

ŝ.Š A = Q− Z

ŝ.š A =

{
1

n
|n ∈ N

}

Ş. จงหาขอบเขตบนน้อยสดุ และขอบเขตลา่งมากสดุของ A =

{
1

n
|n ∈ N

}
และพิสจูน์เพืÉอยืนยนัคํา

ตอบ
ş. ให้ A ⊆ R และนิยาม −A = {−x | x ∈ A} จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê

ş.ř ถ้า a เป็นขอบเขตบนของ A แล้ว −a เป็นขอบเขตลา่งของ −A

ş.Ś ถ้า s = sup(A) แล้ว −s = inf(−A)

ş.ś ถ้า a เป็นขอบเขตลา่งของ A แล้ว −a เป็นขอบเขตบนของ −A

ş.Ŝ ถ้า ℓ = inf(A) แล้ว −ℓ = sup(−A)

Š. ให้ A และB เป็นสบัเซตของจํานวนจริงซึÉง A ̸= ∅ และ A ⊆ B โดยทีÉ B เป็นเซตมีขอบเขต จงพิสจูน์
inf(B) ≤ inf(A) ≤ sup(A) ≤ sup(B)

š. กําหนดให้ Aα = {x ∈ R | x < α} เมืÉอ α ∈ R จงแสดงวา่ sup(Aα) = α

řŘ. จงพิสจูน์วา่ ∀ε > 0, |a− b| < ε → ∀n ∈ N, |a− b| < 1

n

řř. จงพิสจูน์วา่ สําหรับจํานวนจริง a ถ้า ∀ε > 0, |a| < ε แล้ว a = 0

řŚ. สําหรับจํานวนจริง x และ y ถ้า |x− y| < ε ทกุ ε > 0 แล้ว x = y
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หวัข้อเนื Êอหาประจาํบท
ř. การดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อน
Ś. มอดลูสัและสงัยคุ
ś. กราฟของจํานวนเชิงซ้อน
Ŝ. จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Êว
ŝ. การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน

วัตถุประสงค์เชิงพฤตกิรรม
ř. เข้าใจการดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อนและนําสมบตัิไปใช้ได้
Ś. รู้จกัมอดลูสัและสงัยคุและสามารถพิสจูน์สมบตัิทีÉเกีÉยวข้องได้
ś. สามารถเขียนกราฟของจํานวนเชิงซ้อนได้
Ŝ. สามารถเขียนจํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Êวได้
ŝ. นําสมบตัิเกีÉยวกบัเชิงขั Êวไปใช้แก้ปัญหาได้
Ş. รู้จกัการจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใช้สืÉอทางอินเตอร์เน็ต และให้แตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยให้หวัข้อเป็นกลุม่และมานําเสนอหน้าชั Êน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใช้สืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ให้ผู้ เรียนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตํารา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัข้อทีÉได้รับมอบหมาย
Ś.Ŝ ให้ผู้ เรียนทําแบบฝึกหดั ทดสอบความเข้าใจในเนื Êอหา
Ś.ŝ มอบหมายให้ทํา assignment เพืÉอสง่ท้ายคาบ

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "จํานวนเชิงซ้อน"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "จํานวนเชิงซ้อน"
ś. หนงัสือ ตํารา เอกสารทีÉเกีÉยวข้อง



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคําถามและตั Êงคําถามของผู้ เรียนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทําแบบฝึกหดัระหวา่งเรียนตามเนื ÊอหาทีÉได้รับมอบหมาย
ś. ตรวจ assignment บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทําการบ้าน บนัทกึลงในในบนัทกึผลงาน



บททีÉ š
จาํนวนเชิงซ้อนเบื Êองต้น

ในบทนี Êจะกลา่วถงึจํานวนเชิงซ้อนและสมบตัิเบื Êองต้น จํานวนเชิงซ้อนได้เกิดขึ Êนมานานเทา่ไรก็ยงัไมมี่
หลกัฐานแน่ชดั แตน่กัคณิตศาสตร์คาดการณ์ได้โดยเริÉมต้นจากการขบคิดปัญหาของสมการ ซึÉงในตอนนั Êน
ไมมี่จํานวนจริงใดทีÉทําให้สมการเป็นจริง

• ค.ศ. ŝŘ เฮอรอน (Heron) แห่งอเลก็ซานเดีย ได้ศกึษาการวดัปริมาตรสว่นทีÉเป็นไปไม่ได้ของพีระมิด
คือจํานวน √

81− 114 ซึÉงสร้างความสบัสนให้เขา แตก็่ยงัไมส่ามารถหาคําอธิบายได้
• ค.ศ. řŝŘŘ นกัคณิตศาสตร์ก็มีการศกึษาการหารากของพหนุามกําลงัสอง กําลงัสาม และกําลงัสีÉ ซึÉง
ได้รากทีÉอยูใ่นรูปกรณ์ทีÉสองของจํานวนทีÉเป็นลบ ซึÉงโดยปกติแล้วมนัอธิบายไมไ่ด้ในทางธรรมชาติ

• ค.ศ. řŝŜŝ กิโรลาโม คาร์ดาโน (Girolamo Cardano) ได้เขียนหนงัสือชืÉอ Ars Magna ในนั Êนมีการ
หาคําตอบของสมการ x(10−x) = 40 ซึÉงมีคําตอบเป็น 5+

√
−15 และ 5−√

−15 ถงึแม้จะมีคําตอบ
สําหรับสมการนี Ê แต่ก็ก็ยงัอธิบายไม่แจ่มชดัในทางคณิตศาสตร์ ยงัคงเป็นปัญหาทีÉชวนให้ต้องหาคํา
ตอบ

• ค.ศ. řŞśş เรอเน เดการ์ต (René Descartes) ได้นําเสนอการเขียนคําตอบของสมการทีÉหาไม่ได้ใน
รูป a + bi นั Êนก็คือติดในรูปจํานวนจินตภาพ (Imaginary number) นิวตนัเองก็เห็นด้วยกบัเดการ์ต
และ Albert Girad ก็เรียกผลเฉลยลกัษณะแบบนี Êวา่ "ผลเฉลยทีÉเป็นไปไมไ่ด้ (Solutions imposible)"
ถงึแม้วา่ผู้คนยงัไมย่อมรับแนวคิดนี Êเทา่ทีÉควร แตน่กัคณิตศาสตร์ก็ยงัเชืÉอวา่ i น่าจะมีอยูจ่ริง

• ค.ศ. řşşş เลออนฮาร์ด ออยเลอร์ (Leonhard Euler) ได้กําหนดสญัลกัษณ์ i แทน √
−1 เพืÉอให้ได้

เข้าใจเกียวกบัจํานวนแบบนี Êงา่ยขึ Êน และสําหรับ θ ∈ R ได้กําหนด
eiθ = cos θ + isin θ

เรียกวา่สูตรของออยเลอร์ (Euler's formula) ตอ่มามีบทบาทสําคญัมากในคณิตศาสตร์สมยัใหม่
• ค.ศ. řŠśř โยฮนัน์ คาร์ล ฟรีดริช เกาส์ (Johann Carl Friedrich Gauss) ได้ศกึษาและอธิบาย a+bi

ทีÉเดการ์ตได้ให้สญัลกัษณ์ไว้ เขาได้ศกึษาอยา่งเอาจริงเอาจงั และเรียกจํานวนนี Êวา่ จํานวนเชิงซ้อน
(Complex number) ซึÉงเป็นทีÉยอมรับอยา่งกว้างขว้างในวงการคณิตศาสตร์



ŚśŜ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้
• ค.ศ. řŠśś วิลเลียม โรแวน ฮามิลตนั (William Rowan Hamilton) ได้เขียน a+ bi ในรูปคูอ่นัดบัของ
จํานวนจริง (a, b)หลงัจากนี Êก็มีนกัคณิตศาสตร์มากมายศกึษาจํานวนเชิงซ้อน เชน่ Karl Weierstrass,
Hermann Schwarz, Richard Dedekind, Otto Holder และ Henri Poincare เป็นต้น จนเป็นแขนง
หนึÉงในคณิตศาสตร์เรียกวา่ การวเิคราะห์จาํนวนเชิงซ้อน (complex analysis)

š.ř การดาํเนินการบนจาํนวนเชิงซ้อน
บทนิยาม š.ř.ř จะเรียก ai วา่จาํนวนจนิตภาพ (Imaginay number) เมืÉอ a ∈ R และ i =

√
−1 กรณีทีÉ

a = 1 จะเรียกวา่จํานวนจินตภาพหนึÉงหน่วย (Unit imaginay number)
ข้อสังเกต i2 = −1

ตัวอย่าง š.ř.Ś จํานวนตอ่ไป √
−4, √−9, −√

−1, √−2 เขียนได้เป็น
√
−4 = 2i

√
−9 = 3i −

√
−1 = −i

√
−2 =

√
2i

ตอ่ไปจะพิจารณา in เมืÉอ n ∈ Z โดย
i0 = 1

i1 = i

i2 = −1

i3 = i2 · i = (−1)i = −i

i4 = i2 · i2 = (−1)(−1) = 1

i5 = i4 · i = (1)i = i

...

i−1 =
1

i
=

i

i2
= −i

i−2 =
1

i2
=

1

−1
= −1

i−3 =
1

i3
=

1

−i
=

i

−i2
= i

i−4 =
1

i4
=

1

1
= 1

...
สําหรับจํานวนเตม็ n ใด ๆ จะได้วา่

in =



1 เมืÉอ n ≡ 0 ( mod 4)

i เมืÉอ n ≡ 1 ( mod 4)

−1 เมืÉอ n ≡ 2 ( mod 4)

−i เมืÉอ n ≡ 3 ( mod 4)

กําหนดให้ n ≡ a ( mod 4) หมายถงึ 4 | (a− n) เมืÉอ a ∈ {0, 1, 2, 3} หรือกลา่วได้โดยงา่ยวา่เมืÉอ 4 หาร n
เหลือเศษ Ř, ř, Ś และ ś จะได้วา่ in เทา่กบั 1, i, −1 และ −i ตามลําดบันัÉนเอง



š.ř. การดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อน Śśŝ

ตัวอย่าง š.ř.ś จงหาผลบวก i+ i2 + i3 + · · ·+ i2017

วธีิทาํ จะเห็นได้วา่
i+ i2 + i3 + i4 = i+ (−1) + (−i) + 1 = 0

i5 + i6 + i7 + i8 = i+ (−1) + (−i) + 1 = 0

i9 + i10 + i11 + i12 = i+ (−1) + (−i) + 1 = 0

...
i2013 + i2014 + i2015 + i2016 = i+ (−1) + (−i) + 1 = 0

i2017 = i เพราะวา่ 2017 ≡ 1 ( mod 4) สรุปได้วา่
i+ i2 + i3 + · · ·+ i2017 = i

บทนิยาม š.ř.Ŝ ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง และ i =
√
−1 จะเรียกจํานวน z ทีÉเขียนในรูป

z = a+ bi

วา่จาํนวนเชิงซ้อน (Complex number) เรียก a วา่ส่วนจริง (Real part) ของ z เขียนแทนด้วย Re(z) และ
เรียก b วา่ส่วนจนิตภาพ (Imaginary part) ของ z เขียนแทนด้วย Im(z) ให้ C แทนเซตของจํานวนเชิงซ้อน
จะได้วา่

C = {a+ bi | a, b ∈ R, i =
√
−1}

ข้อสังเกต สําหรับจํานวนจริง a ใด ๆ จะได้วา่ a = a + 0i ∈ C ดงันั Êน R ⊆ C ยิÉงไปกวา่นั Êน R เป็นสบัเซต
แท้ของ C
บทนิยาม š.ř.ŝ ให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง แล้ว

a+ bi = c+ di ก็ตอ่เมืÉอ a = c และ b = d

จากนิยามข้างต้น a+ bi ̸= 0 ก็ตอ่เมืÉอ a ̸= 0 หรือ b ̸= 0

ตัวอย่าง š.ř.Ş จงหาจํานวนจริง x และ y ทีÉสอดคล้อง x+ 2yi+ y − xi = 3− 5i+ yi

วธีิทาํ เนืÉองจาก
x+ 2yi+ y − xi = 3− 5i+ yi

(x+ y) + (2y − x)i = 3 + (y − 5)i

ดงันั Êน x+ y = 3 และ 2y − x = y − 5 สรุปได้วา่ x = 4 และ y = −1



ŚśŞ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้
บทนิยาม š.ř.ş ให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง กําหนดให้ z1 = a+ bi และ z2 = c+ di แล้ว

การบวก (Addition) z1 + z2 = (a+ c) + (b+ d)i

การลบ (Subtraction) z1 − z2 = (a− c) + (b− d)i

การคูณ (Multiplication) z1 · z2 = (ac− bd) + (bc+ ad)i

การหาร (Division) z1
z2

=
ac+ bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i เมืÉอ z2 ̸= 0 หรือ c ̸= 0 หรือ d ̸= 0

ข้อสังเกต สําหรับการคณู
z1 · z2 = (a+ bi)(c+ di)

= ac+ adi+ cbi+ bdi2

= ac+ adi+ cbi+ bd(−1)

= ac+ adi+ cb− bd

= (ac− bd) + (bc+ ad)i

ดงันั Êนการคณูในจํานวนเชิงซ้อนสามารถทําได้ในทํานองเดียวกนักบัการคณูในจํานวนจริงโดยพิจารณาคา่
ของ i2 = −1 สําหรับการหาร
พิจารณา

z1
z2

=
a+ bi

c+ di

=
a+ bi

c+ di
· c− di

c− di

=
ac− adi+ bci− bdi2

c2 − d2i2

=
(ac+ bd) + (bc− ad)i

c2 + d2

=
ac+ bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i

ดงันั Êนการหารในจํานวนเชิงซ้อนสามารถทําได้ในทํานองเดียวกนักบัการหารในจํานวนจริง
ตัวอย่าง š.ř.Š จงเขียนจํานวนตอ่ไปนี Êในรูป a+ bi

ř. (2 + 3i) + (5− 2i) = 7 + i

Ś. (−1 + 5i)− (7− 2i) = −8 + 7i

ś. (5− i)(3 + 4i) = 15 + 20i− 3i− 4i2 = 19 + 17i

Ŝ. (1− 2i)2 = 1− 4i+ 4i2 = −3− 4i

ŝ. 3 + i

1− i
=

3 + i

1− i
· 1 + i

1 + i
=

3 + 3i+ i+ i2

12 − i2
=

2 + 4i

2
= 1 + 2i



š.ř. การดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อน Śśş

ตัวอย่าง š.ř.š จงเขียนจํานวนตอ่ไปนี Êในรูป a+ bi

ř. (1 + i)20 = [(1 + i)2]10 = [1 + 2i+ i2]10 = (2i)10 = 210i10 = −1024

Ś. 1 + i

1− i
+

1− i

1 + i
=

(1 + i)2 + (1− i)2

(1− i)(1 + i)
=

1 + 2i+ i2 + 1− 2i+ i2

1− i2
=

0

2
= 0

ตัวอย่าง š.ř.řŘ ให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง โดยทีÉ a ̸= 0 หรือ b ̸= 0 จงแสดงวา่
a+ bi

b− ai
= i

บทพสูิจน์. ให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง โดยทีÉ a ̸= 0 หรือ b ̸= 0 จะได้วา่
a+ bi

b− ai
=

a+ bi

b− ai
· b+ ai

b+ ai
=

(a+ bi)(b+ ai)

(b− ai)(b+ ai)

=
ab+ a2i+ b2i+ abi2

b2 − (ai)2
=

ab+ a2i+ b2i− ab

b2 − a2i2

=
a2i+ b2i

b2 + a2
=

i(a2 + b2)

b2 + a2
= i

ตัวอย่าง š.ř.řř จงหาคา่ของจํานวนตอ่ไปนี Ê
1 + 2i

2− i
+

2 + 3i

3− 2i
+

3 + 4i

4− 3i
+ · · ·+ 2559 + 2560i

2560− 2559i

วธีิทาํ โดยตวัอยา่ง š.ř.řŘ จะได้วา่ทกุพจน์เทา่กบั i ซึÉงมีทั Êงหมด 2559 พจน์ ดงันั Êน
1 + 2i

2− i
+

2 + 3i

3− 2i
+

3 + 4i

4− 3i
+ · · ·+ 2559 + 2560i

2560− 2559i
= 2559i

ทฤษฎีบท š.ř.řŚ สําหรับการดําเนินการทวิภาค + และ · ในจํานวนเชิงซ้อนมีสมบตัิคล้ายสจัพจน์สนาม
ในระบบจํานวนจริง ดงันี Ê
(Cř) สมบัตปิิด (Closer laws)

สําหรับการบวก : ทกุ ๆ z, w ∈ C จะได้วา่ z + w ∈ C
สําหรับการคณู : ทกุ ๆ z, w ∈ C จะได้วา่ z · w ∈ C

(CŚ) สมบัตสิลับทีÉ (Commutative laws)
สําหรับการบวก : ทกุ ๆ z, w ∈ C จะได้วา่ z + w = w + z

สําหรับการคณู : ทกุ ๆ z, w ∈ C จะได้วา่ z · w = z · w

(Cś) สมบัตกิารเปลีÉยนหมู่ (Associative laws)
สําหรับการบวก : ทกุ ๆ z, w, u ∈ C จะได้วา่ (z + w) + u = z + (w + u)

สําหรับการคณู : ทกุ ๆ z, w, u ∈ C จะได้วา่ (z · w) · u = z · (w · u)



ŚśŠ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้
(CŜ) สมบัตกิารมีเอกลักษณ์ (Existence of identities)

สําหรับการบวก : มี 0 = 0 + 0i ∈ C ซึÉง z + 0 = z = 0 + z ทกุ ๆ z ∈ C
เรียก 0 วา่เอกลกัษณ์การบวก (Additive identity)

สําหรับการคณู : มี 1 = 1 + 0i ∈ C ซึÉง z · 1 = z = 1 · z ทกุ ๆ z ∈ C
เรียก 1 วา่เอกลกัษณ์การคณู (Multiplicative identity)

(Cŝ) สมบัตกิารมีตัวผกผัน (Existence of inverses)
สําหรับการบวก : สําหรับ z ∈ C จะมี −z ∈ R ซึÉง z + (−z) = 0 = (−z) + z

เรียก −z วา่ตวัผกผนัการบวกของ z
สําหรับการคณู : สําหรับ z ∈ C ซึÉง z ̸= 0 จะมี z−1 ∈ C ซึÉง z · z−1 = 1 = z−1 · z

เรียก z−1 วา่ตวัผกผนัการคณูของ z
(CŞ) สมบัตกิารแจกแจง (Distributive law)

สําหรับ z, w, u ∈ C จะได้วา่

z · (w + u) = z · w + z · u และ (w + u) · z = w · z + u · z

เพืÉอความสะดวก zw แทน z · w

š.Ś มอดลัูสและสังยุค
บทนิยาม š.Ś.ř ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง จํานวนเชิงซ้อน a+bi เขียนแทนด้วยคูอ่นัดบัจํานวนจริง (a, b)
เรียกระนาบทีÉเกิดจากจดุดงักลา่ววา่ ระนาบเชิงซ้อน (Complex plane) แกน X เรียกวา่แกนจริง (Real
axis) และแกน Y เรียกวา่แกนจนิตภาพ (Imaginary axis)

แกนจริง

แกนจินตภาพ

a

b (a, b) = a+ bi

รูปทีÉ Ŝř แสดงจดุ (a, b) บนระนาบเชิงซ้อน

บทนิยาม š.Ś.Ś ให้จํานวนเชิงซ้อน z = a+ bi เมืÉอ a และ b เป็นจํานวนจริง แล้ว มอดลัูส (Modulus) ของ
z เขียนแทนด้วย |z| นิยามโดย

|z| =
√
a2 + b2

สังยุค (Conjugate) ของ z เขียนแทนด้วย z̄ นิยามโดย
z̄ = a− bi



š.Ś. มอดูลสัและสงัยคุ Śśš

ข้อสังเกต

ř. |z| ≥ 0 และ |z| = 0 ก็ตอ่เมืÉอ z = 0

Ś. |z| = |z̄| และ |z| = | − z|

ś. z + z̄ = 2Re(z) และ z − z̄ = 2iIm(z)

เมืÉอพิจารณาจํานวนเชิงซ้อน z = (a, b) ในแง่เวกเตอร์จะได้วา่ |z| หมายถงึขนาดของเวกเตอร์ (a, b)

ดงัภาพ และ z̄ คือจดุทีÉสะท้อนแกนจริง ทําให้ได้วา่ |z| = |z̄| ดงัภาพ

แกนจริง

แกนจินตภาพ

a

b

−b

|z|
z = (a, b) = a+ bi

z̄ = (a,−b) = a− bi

รูปทีÉ ŜŚ แสดงสงัยคุและมอดลูสับนระนาบเชิงซ้อน

ตัวอย่าง š.Ś.ś จงหามอดลูสัและสงัยคุของจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี Ê
ř. z = 3 + 4i จะได้วา่ z̄ = 3− 4i และ |z| =

√
32 + 42 = 5

Ś. w = 1− 2i จะได้วา่ w̄ = 1 + 2i และ |w| =
√
12 + (−2)2 =

√
5

สําหรับกรณี z = z̄ ให้ z = a+ bi จะได้วา่ a+ bi = a− bi นัÉนคือ b = −b สรุปได้วา่ b = 0 จะได้วา่ z เป็น
จํานวนจริงแท้ และกรณี |z| = z จะได้วา่

√
a2 + b2 = a+ bi

ดงันั Êน b = 0 และ a =
√
a2 + b2 =

√
a2 = |a| ≥ 0 สรุปได้วา่ z เป็นจํานวนจริงแท้ทีÉไมใ่ช่จํานวนลบ

ทฤษฎีบท š.Ś.Ŝ ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน แล้ว
ř. |z · w| = |z| · |w|

Ś.
∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ = 1

|z|
เมืÉอ z ̸= 0

ś.
∣∣∣w
z

∣∣∣ = |w|
|z|

เมืÉอ z ̸= 0



ŚŜŘ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้

บทพสูิจน์. ให้ z = a+ bi และ w = c+ di เมืÉอ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง
ř. |z · w| = |z| · |w|

|z · w| = |(a+ bi)(c+ di)| = |(ac− bd) + (ad+ bc)i|
=
√
(ac− bd)2 + (ad+ bc)2

=
√
a2c2 − 2abcd+ b2d2 + a2d2 + 2abcd+ b2c2

=
√
a2c2 + b2d2 + a2d2 + b2c2

=
√
a2(c2 + d2) + b2(c2 + d2)

=
√
(a2 + b2)(c2 + d2)

=
√
(a2 + b2)

√
(c2 + d2)

= |z| · |w|

Ś. ให้ z ̸= 0 จะได้วา่ ∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

a+ bi

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a− bi

(a+ bi)(a− bi)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a− bi

a2 + b2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i

∣∣∣∣
=

√(
a

a2 + b2

)2

+

(
− b

a2 + b2

)2

=

√
a2 + b2

(a2 + b2)2
=

√
1

a2 + b2

=
1√

a2 + b2
=

1

|z|

ś. ให้ z ̸= 0 โดยข้อ ř และข้อ Ś จะได้วา่∣∣∣w
z

∣∣∣ = ∣∣∣∣w · 1
z

∣∣∣∣ = |w| ·
∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ = |w| · 1

|z|
=

|w|
|z|

ตัวอย่าง š.Ś.ŝ จงหามอดลูสัของ z ทีÉสอดคล้องเงืÉอนไข (5− 12i)z̄(4− 3i) = −13(7 + 24i)

จะได้วา่
|(5− 12i)z̄(4− 3i)| = | − 13(7 + 24i)|

|5− 12i| · |z̄| · |4− 3i| = | − 13| · |7− 24i|√
52 + (−12)2 · |z| ·

√
42 + (−3)2 = 13

√
72 + 242

13|z|(5) = 13(25)

|z| = 5

ดงันั Êน มอดลูสัของ z เทา่กบั ŝ



š.Ś. มอดูลสัและสงัยคุ ŚŜř

ทฤษฎีบท š.Ś.Ş ให้ z เป็นจํานวนเชิงซ้อน สําหรับจํานวนนบั n ใดๆ จะได้วา่ |zn| = |z|n

บทพสูิจน์. พิสจูน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ เมืÉอ n = 1 เห็นได้ชดัวา่ |z1| = |z| = |z|1 ดงันั Êนขั Êนฐาน
เป็นจริง สมมติวา่ |zk| = |z|k สําหรับ k ∈ N โดยทฤษฎีบท š.Ś.Ŝ ข้อ ř จะได้วา่

|zk+1| = |zk · z| = |zk| · |z|

โดยสมมติฐานจะได้วา่ |zk+1| = |z|k · |z| = |z|k+1 ดงันั Êนขั Êนอปุนยัเป็นจริง
ตัวอย่าง š.Ś.ş โดยทฤษฎีบท š.Ś.Ş จะได้วา่ |(3 + 4i)100| = |3 + 4i|100 = 5100

ทฤษฎีบท š.Ś.Š ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน แล้ว
ř. z + w = z̄ + w̄

Ś. z − w = z̄ − w̄

ś. z · w = z̄ · w̄

Ŝ.
( z
w

)
=

z̄

w̄
เมืÉอ w ̸= 0

ŝ. (z̄) = z

Ş. (zn) = (z̄)n เมืÉอ n ∈ N

บทพสูิจน์. ให้ z = a+ bi และ w = c+ di เมืÉอ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง
ř. z + w = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i = (a+c)−(b+d)i = (a−bi)+(c−di) = z̄+w̄

Ś. z − w = (a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i = (a−c)−(b−d)i = (a−bi)−(c−di) = z̄−w̄

ś.
z · w = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

= (ac− bd)− (ad+ bc)i

= (a− bi)(c− di) = z̄ · w̄

Ŝ. ให้ w ̸= 0 แล้ว ( z
w

)
=

(
a+ bi

c+ di

)
=

(
ac+ bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i

)
=

ac+ bd

c2 + d2
− bc− ad

c2 + d2
i =

(ac+ bd)− (bc− ad)i

c2 + d2

=
(a− bi)(c+ di)

(c+ di)(c− di)
=

a− bi

c− di
=

z̄

w̄



ŚŜŚ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้
ŝ. (z̄) = (a− bi) = a+ bi = z

Ş. ทําเป็นแบบฝึกหดั (พิสจูน์โดยอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์)

ทฤษฎีบท š.Ś.š สําหรับจํานวนเชิงซ้อน z ใดๆ จะได้วา่ z · z̄ = |z|2

บทพสูิจน์. ให้ z = a+ bi เมืÉอ a และ b เป็นจํานวนจริง จะได้วา่
z · z̄ = (a+ bi)(a− bi) = a2 − b2i2 = a2 + b2 = |z|2

ตัวอย่าง š.Ś.řŘ ให้ z = 1 + i จงหาคา่ของ z2016 + (z̄)2016

พิจารณา z2016 จะได้วา่
z2016 = (1 + i)2016 = [(1 + i)2]1008 = [1 + 2i+ i2]1008 = (2i)1008

= 21008i1008 = 21008

เนืÉองจาก (z̄)2016 = (z2016) = (21008) = 21008 ดงันั Êน
z2016 + (z̄)2016 = 21008 + 21008 = 2 · 21008 = 21009

ตัวอย่าง š.Ś.řř ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน
ถ้า Im(z − w) = 0 และ Re(z2 − 2w2) = 0 จงแสดงวา่ z · z̄ = 1

2
(w + w̄)2

บทพสูิจน์. ให้ z = a+bi และw = c+di เมืÉอ a, b, c, d ∈ R สมมติวา่ Im(z−w) = 0 และ Re(z2−2w2) =

0 จะได้วา่
0 = Im(z − w) = Im(a+ bi− c− di) = b− d

ทําให้ได้วา่ b = d พิจารณา
z2 − 2w2 = (a+ bi)2 − 2(c+ di)2 = (a+ bi)2 − 2(c+ bi)2

= a2 + 2abi+ b2i2 − 2(c2 + 2cbi+ b2i2)

= a2 + 2abi− b2 − 2c2 − 4cbi+ 2b2

= a2 + b2 − 2c2 + 2abi− 4cbi

เนืÉองจาก Re(z2 − 2w2) = 0 จะได้วา่ a2 + b2 − 2c2 = 0 นัÉนคือ a2 + b2 = 2c2 ดงันั Êน

z · z̄ = |z|2 = a2 + b2 = 2c2 =
1

2
[2Re(w)]2 = 1

2
(w + w̄)2



š.Ś. มอดูลสัและสงัยคุ ŚŜś

ทฤษฎีบท š.Ś.řŚ ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน จะได้วา่
ř. |z + w|2 = |z|2 + 2Re(zw̄) + |w|2

Ś. |z − w|2 = |z|2 − 2Re(zw̄) + |w|2

บทพสูิจน์. ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน จะได้วา่
ř. โดยทฤษฎีบท š.Ś.Š และทฤษฎีบท š.Ś.š จะได้วา่

|z + w|2 = (z + w)(z + w) = (z + w)(z̄ + w̄)

= zz̄ + zw̄ + wz̄ + ww̄

= |z|2 + zw̄ + zw̄ + |w|2

= |z|2 + 2Re(zw̄) + |w|2

Ś. ทําเป็นแบบฝึกหดั

บทแทรก š.Ś.řś ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน จะได้วา่
ř. |z + w|2 + |z − w|2 = 2|z|2 + 2|w|2

Ś. |z − w|2 − |z − w|2 = 4Re(zw̄)
บทพสูิจน์. เห็นได้ชดัจากทฤษฎีบท š.Ś.řŚ
ตัวอย่าง š.Ś.řŜ ให้ z1 และ z2 เป็นจํานวนเชิงซ้อน โดยทีÉ |z1+z2| = 5 และ |z1−z2| = 3 จงหา |z1|2+|z2|2

โดยบทแทรก š.Ś.řś จะได้วา่
2|z1|2 + 2|z2|2 = |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2

2|z1|2 + 2|z2|2 = 52 + 32 = 34

∴ |z1|2 + |z2|2 = 17

บทตั Êง š.Ś.řŝ ให้ z เป็นจํานวนเชิงซ้อน แล้วจะได้วา่
ř. Re(z) ≤ |z| Ś. Im(z) ≤ |z|

บทพสูิจน์. ให้ z = a+ bi เมืÉอ a, b ∈ R จะได้วา่
Re(z) = a ≤ |a| =

√
a2 ≤

√
a2 + b2 = |z|

Im(z) = b ≤ |b| =
√
b2 ≤

√
a2 + b2 = |z|



ŚŜŜ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้
ทฤษฎีบท š.Ś.řŞ อสมการสามเหลีÉยม (triangle inequality)
ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน แล้ว |z + w| ≤ |z|+ |w|

บทพสูิจน์. ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน โดยทฤษฎีบท š.Ś.řŚ และบทตั Êง š.Ś.řŝ จะได้วา่
|z + w|2 = |z|2 + 2Re(zw̄) + |w|2

≤ |z|2 + 2|zw̄|+ |w|2

= |z|2 + 2|z| · |w̄|+ |w|2

= |z|2 + 2|z| · |w|+ |w|2

= (|z|+ |w|)2

สรุปได้วา่ |z + w| ≤ |z|+ |w|

š.ś กราฟของจาํนวนเชิงซ้อน
ในหวัข้อนี Êจะพิจารณาจํานวนเชิงซ้อน z = x + yi ในรูปของคู่อนัดบั (x, y) เป็นจดุบนระนาบเชิงซ้อน

ทําให้มองสมการตา่ง ๆ ของจํานวนเชิงซ้อนสมัพนัธ์เป็นกราฟได้ โดยทีÉ

x =
1

2
(z + z̄) และ y =

1

2i
(z − z̄) และ x2 + y2 = z · z̄ = |z|2

เมืÉอกลา่วถงึ z ในหวัข้อนี Êให้หมายถงึจํานวนเชิงซ้อน z = x+ yi เมืÉอ x, y ∈ R

ตัวอย่าง š.ś.ř จํานวนเชิงซ้อน z ทีÉสอดคล้องสมการ |z| = 3 จะได้กราฟเป็นวงกลม
เนืÉองจาก |z|2 = x2 + y2 ดงันั Êน x2 + y2 = 32 เขียนกราฟได้ดงันี Ê

แกนจริง

แกนจินตภาพ

−4 −2 0 2 4

−4

−2

2

4



š.ś. กราฟของจํานวนเชิงซ้อน ŚŜŝ

ตัวอย่าง š.ś.Ś จํานวนเชิงซ้อน z ทีÉสอดคล้องสมการ |z− 3|+ |z +3| = 10 พิจารณาจากสมการจะได้วา่
ผลบวกของระยะทาง z ไปยงั (−3, 0) และ (0, 3) มีคา่เทา่กบั 10 ซึÉงตรงกบันิยามวงรีในระนาบ XY ตอ่ไป
เราจะพิสจูน์ประโยคทีÉกลา่วมา

|z − 3|+ |z + 3| = 10

|x+ yi− 3|+ |x+ yi+ 3| = 10√
(x− 3)2 + y2 +

√
(x+ 3)2 + y2 = 10

(
√
(x− 3)2 + y2) = (10−

√
(x+ 3)2 + y2)2

(x− 3)2 + y2 = 100− 20
√
(x+ 3)2 + y2 + (x+ 3)2 + y2

x2 − 6x+ 9 = 100− 20
√
(x+ 3)2 + y2 + x2 + 6x+ 9

5
√

(x+ 3)2 + y2 = 25 + 3x

25[(x+ 3)2 + y2] = 625 + 150x+ 9x2

25[x2 + 6x+ 9 + y2] = 625 + 150x+ 9x2

16x2 + 25y2 = 400

x2

25
+

y2

16
= 1

แสดงกราฟได้ดงันี Ê

แกนจริง

แกนจินตภาพ

−4 −2 0 2 4

−4

−2

2

4



ŚŜŞ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้

ตัวอย่าง š.ś.ś จํานวนเชิงซ้อน z ทีÉสอดคล้องสมการ ||z − 2| − |z + 2|| = 2 พิจารณาจากสมการจะได้
วา่ผลตา่งของระยะทาง z ไปยงั (−2, 0) และ (0, 2) มีคา่เทา่กบั 2 ซึÉงตรงกบันิยามไฮเพอร์โบลาในระนาบ
XY พิสจูน์ได้ในทํานองเดียวกนักบัตวัอยา่งก่อนหน้านี Ê (ทําเป็นแบบฝึกหดั) เขียนกราฟได้ดงันี Ê

แกนจริง

แกนจินตภาพ

−4 −2 0 2 4

−4

−2

2

4

ตอ่ไปเป็นตวัอยา่งการเขียนสมการตวัแปร x, y ในรูป z = x+ yi เชน่สมการ x2 + y2 = 1 เขียนได้เป็น
|z| = 1 และ x2 + (y − 1)2 = 9 เขียนได้เป็น |z − i| = 3 เป็นต้น
ตัวอย่าง š.ś.Ŝ จงเขียนสมการ x2 − y2 = 1 ในรูปสมการจํานวนเชิงซ้อน z จะได้วา่(

1

2
(z + z̄)

)2

−
(

1

2i
(z − z̄)

)2

= 1

1

4
(z + z̄)2 +

1

4
(z − z̄)2 = 1

(z + z̄)2 + (z − z̄)24 =

2z2 + 2z̄2 = 4

z2 + z̄2 = 2

ดงันั Êน x2 − y2 = 1 เขียนได้เป็น z2 + z̄2 = 2



š.Ŝ. จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขัÊว ŚŜş

š.Ŝ จาํนวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Êว
บทนิยาม š.Ŝ.ř ให้จํานวนเชิงซ้อน z = x+ yi และมอดลูสัคือ r = |z| =

√
x2 + y2

แกนจริง

แกนจินตภาพ

x

y

r

(x, y) = x+ yi

θ

รูปทีÉ Ŝś แสดงความสมัพนัธ์จํานวนเชิงซ้อนในระบบพิกดัเชิงขั Êว

อาร์กวิเมนต์ (Argument) ของ z คือจํานวนจริง θ เขียนแทนด้วย arg(z) ซึÉง
x = rcos θ และ y = rsin θ

สงัเกตได้วา่ arg(z) มีได้หลายคา่ ถ้าสนใจเฉพาะ−π < θ ≤ π จะเรียก θ วา่อาร์กวิเมนต์หลัก (Principle
argument) เขียนแทนด้วย Arg(z)

ดงันั Êนจะสามารถเขียนจํานวนเชิงซ้อน z ได้เป็น
z = r(cos θ + isin θ) หรือ z = reiθ

เมืÉอ eiθ = cos θ + isin θ เรียกวา่สูตรของออยเลอร์ (Euluer's formula)
ดงันั Êน |eiθ| = 1 และ z = r(cos θ + isin θ) เป็นจํานวนเชิงซ้อนใน ระบบพกัิดเชิงขั Êว (The polar
coordinate system) โดยระบจุดุด้วยคูอ่นัดบั (r, θ)

ตัวอย่าง š.Ŝ.Ś เขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี Êในรูปแบบเชิงขั Êวโดย r = |z| และ θ = Arg(z)
ř. z = 1 จะได้วา่ z = 1(1 + 0i) = cos 0 + isin 0 หรือ z = ei0

Ś. z = −2i จะได้วา่ z = 2(0− i) = 2
(
cos

(
−π

2

)
+ isin

(
−π

2

))
หรือ z = 2e−iπ

2

ś. z = 1 + i จะได้วา่ z =
√
2

(
1√
2
+

1√
2
i

)
=

√
2
(
cos π

4
+ isin π

4

)
หรือ z =

√
2ei

π
4

Ŝ. z =
√
3− i จะได้วา่ z = 2

(√
3

2
− 1

2
i

)
= 2

(
cos

(
−π

6

)
+ isin

(
−π

6

))
หรือ z = 2e−iπ

6

สําหรับข้อ Ś และ Ŝ จะสงัเกตได้วา่ z = ei
3π
2 และ z = ei

11π
6 ตามลําดบั เป็นรูปแบบเชิงขั ÊวอีกแบบหนึÉงทีÉมี

อาร์กิวเมนต์เป็นบวกแต่ ไมเ่ป็นอาร์กิวเมนต์หลกัตามทีÉโจทย์กําหนด



ŚŜŠ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้
ตัวอย่าง š.Ŝ.ś จากตวัอยา่ง š.Ŝ.Ś จะได้วา่

ř. (1, 0) ในระบบพิกดัฉาก (ระนาบเชิงซ้อน) ตรงกบั (1, 0) ในระบบพิกดัเชิงขั Êว
Ś. (0,−2) ในระบบพิกดัฉาก (ระนาบเชิงซ้อน) ตรงกบั

(
2,−π

2

)
ในระบบพิกดัเชิงขั Êว

ś. (1, 1) ในระบบพิกดัฉาก (ระนาบเชิงซ้อน) ตรงกบั
(√

2,
π

4

)
ในระบบพิกดัเชิงขั Êว

Ŝ.
(√

3,−1
)

ในระบบพิกดัฉาก (ระนาบเชิงซ้อน) ตรงกบั
(
2,−π

6

)
ในระบบพิกดัเชิงขั Êว

ตัวอย่าง š.Ŝ.Ŝ จงเขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี Êในรูป x+ yi

ř. 4
(
cos π

6
+ isin π

6

)
= 4

(√
3

2
+

1

2
i

)
= 2

√
3 + 2i

Ś. 6
(
cos 3π

4
+ isin 3π

4

)
= 6

(
−
√
2

2
+

√
2

2
i

)
= −3

√
2 + 3

√
2i

ś. 4ei 5π2 = 4(0 + i) = 4i

Ŝ. 2eiπ3 = 2

(
1

2
+

√
3

2
i

)
= 1 +

√
3i

ทฤษฎีบท š.Ŝ.ŝ ให้ z1 = r1(cos θ1 + isin θ1) และ z2 = r2(cos θ2 + isin θ2) เป็นจํานวนเชิงซ้อน แล้ว
ř. z1 · z2 = r1r2[cos (θ1 + θ2) + isin (θ1 + θ2)]

Ś. 1

z2
=

1

r2
[cos (−θ2) + isin (−θ2)] เมืÉอ z2 ̸= 0

ś. z1
z2

=
r1
r2
[cos (θ1 − θ2) + isin (θ1 − θ2)] เมืÉอ z2 ̸= 0

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z1

θ1

z2

θ2

z1 · z2

θ1 + θ2

รูปทีÉ ŜŜ แสดงผลคณูของจํานวนเชิงซ้อนในระบบพิกดัเชิงขั Êว



š.Ŝ. จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขัÊว ŚŜš
บทพสูิจน์. ให้ z1 = r1(cos θ1 + isin θ1) และ z2 = r2(cos θ2 + isin θ2) แล้ว

ř.
z1 · z2 = r1(cos θ1 + isin θ1)r2(cos θ2 + isin θ2)

= r1r2[cos θ1cos θ2 + icos θ1sin θ2 + isin θ1cos θ2 + i2sin θ1sin θ2]

= r1r2[(cos θ1cos θ2 − sin θ1sin θ2) + i(cos θ1sin θ2 + sin θ1cos θ2)]
= r1r2[cos (θ1 + θ2) + isin (θ1 + θ2)]

Ś. ให้ z2 ̸= 0 จะได้วา่
1

z2
=

1

r2(cos θ2 + isin θ2)

=
1

r2
· cos θ2 − isin θ2
(cos θ2 + isin θ2)(cos θ2 − isin θ2)

=
1

r2
· cos (−θ2) + isin (−θ2)

cos 2θ2 − i2sin 2θ2

=
1

r2
[cos (−θ2) + isin (−θ2)]

ś. ให้ z2 ̸= 0 โดยข้อ ř และข้อ Ś จะได้วา่
z1
z2

= z1 ·
1

z2
= r1(cos θ1 + isin θ1) ·

1

r2
[cos (−θ2) + isin (−θ2)]

=
r1
r2
[cos (θ1 − θ2) + isin (θ1 − θ2)]

ตัวอย่าง š.Ŝ.Ş จงเขียน (1 + i)(1−
√
3i)√

3 + i
ในรูป x+ yi จะได้วา่

(1 + i)(1−
√
3i)√

3 + i
=

√
2
(

1√
2
+ 1√

2
i
)
2
(

1
2
−

√
3
2
i
)

2
(√

3
2
+ 1

2
i
)

=

√
2
(cos π

4
+ isin π

4

) (cos (−π
3
) + isin (−π

3
)
)

cos π
6
+ isin π

6

=
√
2
[
cos

(π
4
− π

3
− π

6

)
+ isin

(π
4
− π

3
− π

6

)]
=

√
2
[
cos

(
−π

4

)
+ isin

(
−π

4

)]
=

√
2

(
1√
2
− i

1√
2

)
= 1− i



ŚŝŘ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้

จากการสงัเกตทฤษฎีบท š.Ŝ.ŝ ข้อ ř เมืÉอพิจารณา
z21 = z1 · z1 = r1(cos θ1 + isin θ1)r1(cos θ1 + isin θ1) = r21(cos 2θ1 + isin 2θ1)

ทําให้ขยายแนวคิดไปสู่ zn1 เมืÉอ n ∈ N ซึÉงเสนอครั Êงแรกโดยนกัคณิตศาสตร์ชาวฝรัÉงเศสชืÉอวา่ เดอร์มวัฟวร์
(Abraham de Moivre: řŞŞş-řşŝŜ) รู้จกักนัในชืÉอทฤษฎีบทเดอร์มวัฟวร์ (De Moivre's theorem)
ทฤษฎีบท š.Ŝ.ş ทฤษฎีบทเดอร์มัวฟวร์
ให้ z = r(cos θ + isin θ) เป็นจํานวนเชิงซ้อน สําหรับจํานวนนบั n ใด ๆ จะได้วา่

zn = rn(cos (nθ) + isin (nθ))

บทพสูิจน์. พิสจูน์โดยอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ กรณี n = 1 เห็นได้ชดั ดงันั Êนขั Êนฐานเป็นจริง สมมติวา่
zk = rk(cos (kθ) + isin (kθ))

สําหรับ k ∈ N โดยสมมติฐานและทฤษฎีบท š.Ŝ.ŝ ข้อ ř จะได้วา่
zk+1 = zk · z

= rk(cos (kθ) + isin (kθ)) · r(cos θ + isin θ)

= rk+1(cos (kθ + θ) + isin (kθ + θ))

= rk+1(cos ((k + 1)θ) + isin ((k + 1)θ))

ดงันั Êนขั Êนอปุนยัเป็นจริง

ตัวอย่าง š.Ŝ.Š จงหาคา่ของ
(
1

2
+

√
3

2
i

)2017

วธีิทาํ จะได้วา่ (
1

2
+

√
3

2
i

)2017

=
(
cos π

3
+ isin π

3

)2017
= cos 2017π

3
+ isin 2017π

3

= cos
(
672π +

π

3

)
+ isin

(
672π +

π

3

)
=

1

2
+

√
3

2
i



š.Ŝ. จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขัÊว Śŝř

ตัวอย่าง š.Ŝ.š จงหาคา่ของ (
√
3− i)102(−1 + i)2018

(1 +
√
3i)1111

วธีิทาํ จะได้วา่

(
√
3− i)102(−1 + i)2018

(1 +
√
3i)1111

=

(
2(

√
3
2
− i1

2
)
)102 (√

2(− 1√
2
+ 1√

2
i)
)2018

(
2(1

2
+

√
3
2
i)
)1111

=
2102

(cos (−π
6
) + isin (−π

6
)
)102√

2
2018 (cos 3π

4
+ isin 3π

4

)2018
21111

(cos π
3
+ isin π

3

)1111
=

2102
(cos (−102π

6
) + isin (−102π

6
)
)
21009

(cos 6054π
4

+ isin 6054π
4

)
21111

(cos 1111π
3

+ isin 1111π
3

)
=

21111 (cos (−17π) + isin (−17π))
(cos 3027π

2
+ isin 3027π

2

)
21111

(cos 1111π
3

+ isin 1111π
3

)
= cos

(
−17π +

3027π

2
− 1111π

3

)
+ isin

(
−17π +

3027π

2
− 1111π

3

)
= cos

(
1126π − π

6

)
+ isin

(
1126π − π

6

)
=

√
3

2
− 1

2
i

พิจารณารากในจํานวนจริง เช่น รากทีÉ Ś ของ ř คือ ř และ −1 เพราะวา่ 12 = 1 และ (−1)2 = 1 แต่
รากทีÉ ś ของ ř คือ ř เพียงรากเดียวเทา่นั Êนในจํานวนจริง เพราะ 13 = 1 แต่สําหรับจํานวนเชิงซ้อนแล้วจะ
หารากได้อีกสองดงันี Ê

z = cos 2π

3
+ isin 2π

3
และ w = cos 4π

3
+ isin 4π

3

ซึÉง z3 = w3 = 1 นําเสนอโดยเดอร์มวัฟวร์รู้จกักนัในชืÉอ กฎเดอร์มวัฟวร์ (De Moivre's Law)
บทนิยาม š.Ŝ.řŘ ให้ z เป็นจํานวนเชิงซ้อนและ n ∈ N

จะเรียก w วา่ ราก (root) ทีÉ n ของ z ก็ตอ่เมืÉอ wn = z

บทตั Êง š.Ŝ.řř ให้ z = r(cos θ + isin θ) เป็นจํานวนเชิงซ้อน สําหรับ n ∈ N แล้วจะได้วา่

z
1
n = r

1
n

(
cos θ

n
+ isin θ

n

)
บทพสูิจน์. ให้ w = r

1
n

(cos θ
n
+ isin θ

n

) โดยทฤษฎีบทเดอร์มวัฟวร์จะได้
wn =

[
r

1
n

(
cos θ

n
+ isin θ

n

)]n
= r(cos θ + isin θ) = z

ดงันั Êน z
1
n = w



ŚŝŚ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้
ทฤษฎีบท š.Ŝ.řŚ กฎของเดอร์มัวฟวร์
ให้ z = r(cos θ + isin θ) เป็นจํานวนเชิงซ้อน แล้วรากทีÉ n ของ z คือ

zk = r
1
n

[
cos

(
θ + 2kπ

n

)
+ isin

(
θ + 2kπ

n

)]
เมืÉอ k = 0, 1, 2, ..., n− 1

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z0

2π
n

z1

2π
n

z2

รูปทีÉ Ŝŝ แสดงรากทีÉ n ของจํานวนเชิงซ้อนบนระบบพิกดัเชิงขั Êว

บทพสูิจน์. เราจะพิสจูน์อยา่งคร่าว ๆ สําหรับ z = r(cos θ+ isin θ) เนืÉองจาก cos (θ) = cos (θ+2kπ)

และ sin (θ) = sin (θ + 2kπ) ทกุ ๆ จํานวนเตม็ k โดยบทตั Êง š.Ŝ.řř จะได้วา่
z = r(cos (θ + 2kπ) + isin (θ + 2kπ))

zk = z
1
n = r

1
n

[
cos

(
θ + 2kπ

n

)
+ isin

(
θ + 2kπ

n

)]

เลือกจํานวนเตม็ k ทีÉทําให้รากแตกตา่งกนัได้ n จํานวนคือ k = 0, 1, 2, 3, ..., n− 1

ตัวอย่าง š.Ŝ.řś รากทีÉ Ś ของ −1

2
+

√
3

2
i

วธีิทาํ ให้ z = −1

2
+

√
3

2
= cos 2π

3
+ isin 2π

3
ดงันั Êน

z0 = cos
2π
3
+ 0

2
+ isin

2π
3
+ 0

2
= cos π

3
+ isin π

3
=

1

2
+

√
3

2
i

z1 = cos
2π
3
+ 2π

2
+ isin

2π
3
+ 2π

2
= cos 4π

3
+ isin 4π

3
= −1

2
−

√
3

2
i



š.Ŝ. จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขัÊว Śŝś

แสดงตําแหน่งของรากทีÉ Ś ของ −1

2
+

√
3

2
i บนกราฟได้ดงันี Ê

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z0

180◦

180◦

z1

ข้อสังเกต ในกรณีรากทีÉสองของจํานวนเชิงซ้อนจะเป็นจํานวนทีÉตา่งกนั řŠŘ องศา นัÉนคือ ถ้า z0 เป็นราก
ทีÉสองของ z รากทีÉสองอีกรากคือ z1 = −z0

ตัวอย่าง š.Ŝ.řŜ รากทีÉ ś ของ ř
วธีิทาํ ให้ z = 1 = cos 0 + isin 0 ดงันั Êน

z0 = cos 0 + 0

3
+ isin 0 + 0

3
= cos 0 + isin 0 = 1

z1 = cos 0 + 2π

3
+ isin 0 + 2π

3
= cos 2π

3
+ isin 2π

3
= −1

2
+

√
3

2
i

z2 = cos 0 + 4π

3
+ isin 0 + 4π

3
= cos 4π

3
+ isin 4π

3
= −1

2
−

√
3

2
i

แสดงตําแหนง่ของรากทีÉ ś ของ ř บนกราฟได้ดงันี Ê

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z0120◦

120◦

120◦

z1

z2



ŚŝŜ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้

ตัวอย่าง š.Ŝ.řŝ รากทีÉ Ş ของ −1

วธีิทาํ ให้ z = −1 = cos π + isin π ดงันั Êน

z0 = cos π + 0

6
+ isin π + 0

6
= cos π

6
+ isin π

6
=

√
3

2
+

1

2
i

z1 = cos π + 2π

6
+ isin π + 2π

6
= cos π

2
+ isin π

2
= i

z2 = cos π + 4π

6
+ isin π + 4π

6
= cos 5π

6
+ isin 5π

6
= −

√
3

2
+

1

2
i

z3 = cos π + 6π

6
+ isin π + 6π

6
= cos 7π

6
+ isin 7π

6
= −

√
3

2
− 1

2
i

z4 = cos π + 8π

6
+ isin π + 8π

6
= cos 3π

2
+ isin 3π

2
= −i

z5 = cos π + 10π

6
+ isin π + 10π

6
= cos 11π

6
+ isin 11π

6
=

√
3

2
− 1

2
i

แสดงตําแหนง่ของรากทีÉ ś ของ −1 บนกราฟได้ดงันี Ê

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z060◦60◦

60◦

60◦ 60◦
60◦

z1

z2

z3

z4

z5

ตัวอย่าง š.Ŝ.řŞ รากทีÉ Ś ของ −7 + 24i คือจํานวนใด
วธีิทาํ ให้ z = −7 + 24i จะได้วา่ r = |z| =

√
(−7)2 + 242 = 25 และ θ = Arg(z) ซึÉงอยูใ่นคอร์ดรันต์ทีÉ Ś

และ tan θ = −24

7
ทําให้ได้วา่ cos θ = − 7

25
ดงันั Êน

z = 25(cos θ + isin θ)

จะได้วา่
z0 = 25

1
2

(
cos θ + 0

2
+ isin θ + 0

2

)
= 5

(
cos θ

2
+ isin θ

2

)



š.ŝ. การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน Śŝŝ

เนืÉองจาก π

2
< θ < π ดงันั Êน π

4
<

θ

2
<

π

2
ทําให้ได้วา่

z0 = 5

(√
1 + cos θ

2
+ i

√
1− cos θ

2

)

= 5

√1− 7
25

2
+ i

√
1 + 7

25

2


= 3 + 4i

รากทีÉสองอีกรากก็คือ z1 = −z0 = −3− 4i

š.ŝ การจัดการเรียนรู้เรืÉองจาํนวนเชิงซ้อน
ความรู้เกีÉยวกบัจํานวนเชิงซ้อนในหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขั Êนพื Êนฐาน พทุธศกัราช Śŝŝř มีดงันี Ê

สาระทีÉ ř จํานวนและพีชคณิต
มาตรฐาน ค ř.ř เข้าใจความหลากหลายของการแสดงจํานวน ระบบจํานวน การดําเนินการของจํานวน
ผลทีÉเกิดขึ Êนจากการดําเนินการ สมบตัิของการดําเนินการ และนําไปใช้

ชั Êน ตวัชี Êวดั สาระการเรียนรู้แกนกลาง
ม.ŝ ř. เข้าใจจํานวนเชิงซ้อนและใช้สมบตัิ จาํนวนเชิงซ้อน
เน้น ของจํานวนเชิงซ้อนในการแก้ปัญหา - จํานวนเชิงซ้อน และสมบตัิของ

วิทยาศาสตร์ Ś. หารากทีÉ n ของจํานวนเชิงซ้อน เมืÉอ n จํานวนเชิงซ้อน
เป็นจํานวนนบัทีÉมากกวา่ ř - จํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Êว

- รากทีÉ n ของจํานวนเชิงซ้อน เมืÉอ n
เป็นจํานวนนบัทีÉมากกวา่ ř

ตารางทีÉ śŘ ตวัชี Êวดัและสาระการเรียนรู้แกนกลางของเรืÉองจํานวนเชิงซ้อน
โดยเนื Êอหาจะเน้นไปทีÉความรู้เบื Êองต้นและสญัลกัษณ์พื Êนฐาน ในการเรียนระดบัชั ÊนมธัยมศกึษาปีทีÉ ŝ ทีÉเน้น
วิทยาศาสตร์

ตัวอย่างการจัดกจิกรรมการเรียนรู้แบบ ŝE
ผู้ เขียนขอยกตวัอยา่งการสอนสาระการเรียนรู้ "การรากของจํานวนเชิงซ้อนโดยใช้วงกลมหนึÉงหน่วย"

โดยนําหลกัการในทฤษฎีบทของเดอร์มวัร์มาเขียนรากทั ÊงหมดบนวงกลมหนึÉงหนว่ย เพืÉอให้เข้าใจและเห็น
ถงึความสมัพนัธ์ในแตล่ะราก ซึÉงทําได้ ŝ ขั Êนตอนดงันี Ê

ř. ขั Êนสร้างความสนใจ
นําเข้าสูบ่ทเรียนโดยทบทวนนิยามของรากทีÉ n ของจํานวนเชิงซ้อน ทีÉกลา่วไว้วา่ w เป็นรากทีÉ n ของ



ŚŝŞ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้

จํานวนเชิงซ้อน z ก็ตอ่เมืÉอ wn = z และตั Êงคําถามสําหรับจํานวนงา่ย ๆ เช่น รากทีÉ Ś ของ ř คือ 1

และ −1 และเขียนตวัอยา่งรากทีÉ Ś รากทีÉ ś และรากทีÉ Ŝ ของ ř โดยระบุตําแหน่งลงบนวงกลมหนึÉง
หน่วย ให้นกัเรียนสงัเกตความสมัพนัธ์ของมมุ

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z0180◦

180◦

z1

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z0120◦

120◦

120◦

z1

z2

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z090◦90◦

90◦ 90◦

z2

z3

z4

Ś. ขั Êนสํารวจค้นหา
แบง่นกัเรียนเป็นกลุม่ ๆ ละ Ś คน กิจกรรมทีÉ ř แจกบตัรบตัรคําถามกลุม่ทีÉละใบเริÉมจากรากทีÉ Ś ราก
ทีÉ ś รากทีÉ Ŝ รากทีÉ ŝ และรากทีÉ Ş ตามลําดบั โดยบตัรคําถามระบรุากทีÉ n และให้รากจํานวนเชิงซ้อน
มา ř จํานวนและเขียนกราฟไว้ใน ให้นกัเรียนเขียนรากทีÉเหลือบนวงกลมหนึÉงหน่วย ใช้เวลา řŘ นาที
ตวัอยา่งบตัรคําถาม



š.ŝ. การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน Śŝş

รากทีÉ Ś

แกนจริง

แกนจินตภาพ

60◦

z0

รากทีÉ ś

แกนจริง

แกนจินตภาพ

40◦

z0

กิจกรรมทีÉ Ś ใช้เวลา řŝ นาที แจกบตัรคําถามการหารากโดยใช้กฎของเดอร์มวัร์ คําถามเชน่

ř. จงหารากทีÉ Ś ของ i
Ś. จงหารากทีÉ ś ของ −8i

ś. จงหารากทีÉ Ş ของ −64

พร้อมทั Êงวาดรากของจํานวนเชิงซ้อนเหลา่นั ÊนลงบนกราฟวงกลมหนึÉงหน่วย โดยมีผู้ สอนคอยให้คํา
แนะนํา

ś. ขั Êนอธิบายและลงข้อสรุป
ให้แตล่ะกลุม่ข้อสรุปคําตอบ และออกมาอภิปรายคําตอบทีÉได้ แล้วนกัเรียนในชั Êนสรุปความคิดรวบ
ยอด สรุปขั ÊนตอนการหารากทีÉ n ของ z ได้ดงันี Ê

ř. เขียน z ในรูปเชิงขั Êว นัÉนคือ z = r(cos θ + isin θ)

Ś. หารากทีÉ n ตวัแรกจาก z0 = r
1
n

(
cos θ

n
+ isin θ

n

)



ŚŝŠ บททีÉ š. จํานวนเชิงซ้อนเบืÊองตน้

ś. หารากทีÉเหลือโดยวดัระยะหา่งของมมุเป็น 2π

n
จนครบวงกลม

Ŝ. เปลีÉยนคา่เหลา่นั Êนในรูป x+ yi

Ŝ. ขั Êนขยายความรู้
ครูแสดงโจทย์ในกรณีทีÉรูปแบบเชิงขั ÊวในมมุทัÉวไปเช่น z = 3 + 4i หรือ z = 4

(
cos π

12
+ isin π

12

)
เป็นต้น โดยการขยายแนวคิดดงักลา่วเพืÉอหารากคําตอบทีÉกําหนด

ŝ. ขั Êนประเมิน
ให้นกัเรียนทําใบงานรายบคุคล

สรุป
กลา่วถงึทีÉมาของจํานวนเชิงซ้อนโดยนิยามจํานวนจินตภาพหนึÉงหนว่ยคือ i =

√
−1 จํานวนเชิงซ้อนจะ

เขียนในรูป a+ bi โดยทีÉ a และ b เป็นจํานวนจริง สําหรับการดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อนนิยามคล้ายคลงึ
กบัสมบตัิจํานวนจริง ทําให้ได้สมบตัิตา่ง ๆ เชน่เดียวกบัสจัพจน์สนามของจํานวนจริง และตอ่มาจะกลา่ว
ถงึมอดลูสัและสงัยคุของจํานวนเชิงซ้อนดงันี Ê

|a+ bi| =
√
a2 + b2 และ a+ bi = a− bi

จํานวนเชิงซ้อนสามารถเขียนในระบบพิกดัฉากโดยเรียกแกน X วา่แกนจริง และแกน Y วา่แกนจินตภาพ
โดยเปลีÉยนจาก x + yi เป็นคู่อนัดบั (x, y) ถดัไปกลา่วถงึการเปลีÉยนระบบพิกดัฉากเป็นระบบพิกดัเชิงขั Êว
ทําให้ได้สมบตัิทีÉสําคญัเชน่

ř. (cos θ1 + isin θ1)(cos θ2 + isin θ2) = cos (θ + θ2) + isin (θ1 + θ2)

Ś. (cos θ + isin θ)n = cos nθ + isin nθ

เพืÉอใช้ในการคํานวณคา่ทีÉซบัซ้อนให้งา่ยขึ Êน และสดุท้ายนําไปใช้ในการหาคา่รากทีÉ n ของจํานวนเชิงซ้อน
z ตามกฎของเดอร์มวัร์

zk = r
1
n

[
cos

(
θ + 2kπ

n

)
+ isin

(
θ + 2kπ

n

)]
เมืÉอ k = 0, 1, 2, ..., n− 1

สดุท้ายเป็นการนําเสนอตวัอยา่งการจดักิจกรรมการเรียนรู้เรืÉองการหารากของจํานวนเชิงซ้อน โดยใช้วงกลม
หนึÉงหนว่ย



š.ŝ. การจดัการเรียนรู้เรืÉองจํานวนเชิงซ้อน Śŝš

คาํถามท้ายบท
ř. จงเขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี Êในรูป a+ bi

ř.ř (4− 3i) + (6 + i)

ř.Ś (4 + 7i)− i(1− i)

ř.ś (1 + i)4 + (1− i)4

ř.Ŝ (2 + i)2 + (3− 5i)

ř.ŝ 3 + i

4− 3i

ř.Ş 1 + 2i

1− 2i
+

2− i

2 + i

Ś. จงหาจํานวนจริง x และ y ทีÉสอดคล้องสมการตอ่ไปนี Ê
Ś.ř (x+ 3i) + 5 + yi+ xi = 6 + 2i

Ś.Ś (y + xi)− (x− 2i) = 8 + i

Ś.ś (x− 2yi)(1 + i)2 = 3− 6i

Ś.Ŝ (x+ yi)(1 + i) = 2− 3i

ś. จงหาจํานวนจริง a และ b ทีÉสอดคล้องสมการ (1 + ai)3 = −107 + bi

Ŝ. จงหาจํานวนจริง x และ y ทีÉสอดคล้องสมการ 5− 2i

x+ yi
=

10

i(1 + i)(2 + i)(3 + i)(4 + i)

ŝ. กําหนดให้ z0 = 0 และ zn+1 = z2n + i เมืÉอ n = 1, 2, 3, ... จงหา n({zn |n ∈ N})

Ş. ให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง กําหนดให้ z = a+ bi และ w = c+ di นิยาม z ∗w = ac+ bdi

จงตรวจสอบวา่
Ş.ř C มีสมบตัิปิดภายใต้ ∗

Ş.Ś C มีสมบตัิสลบัทีÉภายใต้ ∗

Ş.ś C มีสมบตัิเปลีÉยนกลุม่ภายใต้ ∗

Ş.Ŝ C มีสมบตัิการมีเอกลกัษณ์ภายใต้ ∗

Ş.ŝ C− {0} มีสมบตัิการมีตวัผกผนัภายใต้ ∗

Ş.Ş จงหาตวัผกผนัของ 2 + i ภายใต้ ∗

ş. จงหามอดลูสัและสงัยคุของจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี Ê
ş.ř 7− 24i

ş.Ś (1− 2i)− i(2− 3i)

ş.ś (3 + 4i)2

ş.Ŝ (2− i)− (1− 5i)

ş.ŝ 11− i

1− 2i

ş.Ş i− 5

i3 − 7

Š. จงหารากคําตอบสมการตอ่ไปนี Ê
Š.ř |z|+ z = 2 + i Š.Ś z2 − z + iz̄ = 0

š. กําหนดให้ a, b, c เป็นจํานวนเชิงซ้อนซึÉงทําให้ z เป็นรากของสมการ z3+az2+ bz+c = 0 มีขนาด
|z| = 1 จงแสดงวา่ราก w ของสมการ w3 + |a|w2 + |b|w + |c| = 0 มีขนาด |w| = 1



řŘ. ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน จงแสดงวา่
řŘ.ř |z + w|2 + |z + w|2 = 2|z|2 + 2|w|2

řŘ.Ś |z + w|2 − |z + w|2 = 4Re(zw̄)
řř. ให้ z, w และ u เป็นจํานวนเชิงซ้อน จงแสดงวา่

řř.ř |z − w| ≤ |z − u|+ |u− w|

řř.Ś |z − w| ≥ ||z| − |w||

řř.ś |z + w| ≥ ||z| − |w||

řř.Ŝ ∣∣ u
z+w

∣∣ ≤ |u|
||z|−|w|| เมืÉอ |z| ̸= |w|

řŚ. จงเขียนกราฟแสดงเซตตอ่ไปนี Ê
řŚ.ř {z ∈ C | |z| = 1}

řŚ.Ś {z ∈ C | |z| = 3}

řŚ.ś {z ∈ C | |z| ≤ 2}

řŚ.Ŝ {z ∈ C | |z| > 4}

řŚ.ŝ {z ∈ C | |z|+ |z − 1| = 4}

řŚ.Ş {z ∈ C | |z + i|+ |z − i| = 6}

řŚ.ş {z ∈ C | ||z + 2i| − |z − 2i|| = 10}

řŚ.Š {z ∈ C | ||z − 1 + i| − |z + 3 + i|| = 8}

řŚ.š {z ∈ C | i(z̄ − z) = (z + z̄)2}

řŚ.řŘ {z ∈ C | zz̄ ≤ 9}

řś. จงเขียนสมการตอ่ไปนี Êในรูปสมการจํานวนเชิงซ้อน z เมืÉอ z = x+ yi

řś.ř x2 + y2 = 9

řś.Ś x2 − y2 = 16

řś.ś 16x2 + 9y2 = 144

řś.Ŝ x = y2

řś.ŝ xy = x+ y

řś.Ş |x|+ |y| = 1

řŜ. กําหนดให้ z1, z2, z3 เป็นจํานวนเชิงซ้อน จงแสดงวา่ สามเหลีÉยมทีÉเกิดจากจดุยอด z1, z2, z3 ในระนาบ
เชิงซ้อนเป็นสามเหลีÉยมด้านเทา่ ก็ตอ่เมืÉอ z21 + z22 + z23 = z1z2 + z1z3 + z2z3

řŝ. กําหนดให้ z1, z2, z3 เป็นจํานวนเชิงซ้อนซึÉง |z1| = |z2| = |z3| = 1 และ z1 + z2 + z3 = 0 จงแสดงวา่
สามเหลีÉยมทีÉเกิดจากจดุยอด z1, z2, z3 ในระนาบเชิงซ้อนเป็นสามเหลีÉยมด้านเทา่

řŞ. กําหนดให้ z1, z2, z3 เป็นจํานวนเชิงซ้อนทีÉแตกตา่งกนัทั Êงหมดและ
z21 + z1z2 + z22 = z21 + z1z3 + z23 = z23 + z3z2 + z22 = 0

จงหาคา่ของ z1 + z2
z3

+
z1 + z3

z2
+

z2 + z3
z1

ŚŞŘ



řş. กําหนดให้ z1, z2 เป็นจํานวนเชิงซ้อนทีÉไมใ่ช่ศนูย์ และ z1
z2

ไมเ่ป็นจํานวนจริง และ

z1 log |z1|+ z2 log |z2| = (z1 + z2) log |z1 + z2|

จงหาคา่ของ z1
z2

řŠ. จงเขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี Êในรูปแบบเชิงขั Êวโดย r = |z| และ θ = Arg(z)
řŠ.ř z = 2

řŠ.Ś z = −3

řŠ.ś z = −1 + i

řŠ.Ŝ z = 5i

řŠ.ŝ z = 2i

řŠ.Ş z = −4− 4i

řŠ.ş z = −
√
3 + i

řŠ.Š z = 1−
√
3i

řš. จงเขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี Êในรูป x+ yi

řš.ř z = 8
(
cos π

3
+ isin π

3

)
řš.Ś z = 10

(
cos 11π

4
+ isin 11π

4

)
řš.ś z = 3

(
cos

(
−π

6

)
+ isin

(
−π

6

))
řš.Ŝ z = 5

(
cos 13π

3
+ isin 13π

3

)
řš.ŝ z = 6e−i 5π

6

řš.Ş z = πei
2π
3

ŚŘ. จงหาคา่ของจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี Ê

ŚŘ.ř
(
1 + i

1− i

)10

ŚŘ.Ś
(
1

2
+

√
3

2

)252

ŚŘ.ś
(
1

2
−

√
3

2
i

)10(√
3

2
+

1

2
i

)−10

ŚŘ.Ŝ
(
−1

2
+

√
3

2
i

)8

−

(
1

2
+

√
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Śř. จงหารากทีÉตอ่ไปนี Ê

Śř.ř รากทีÉ Ś ของ −4

Śř.Ś รากทีÉ Ś ของ 1

2
−

√
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2

Śř.ś รากทีÉ ś ของ −1

Śř.Ŝ รากทีÉ ś ของ 27
Śř.ŝ รากทีÉ Ş ของ −64

Śř.Ş รากทีÉ Ş ของ 64i

ŚŚ. กําหนดให้ z = cos 5π

14
+ isin 9π

14
จงหาคา่ของ

(
1− z̄

1 + z

)7

Śś. กําหนดให้ z1, z2 เป็นจํานวนเชิงซ้อนทีÉแตกตา่งกนัและ z21 + z1z2 + z22 = 0 จงหา
Śś.ř อาร์กิวเมนต์ของ z1

z2

Śś.Ś ถ้าA = (1+
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z1
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z1
)2559

จงหาคา่ของ A+B

ŚŞř
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