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คํานํา 

 

 เอกสารประกอบการสอน รายวิชาคณิตศาสตรพื้นฐาน รหสั 4091109 น้ี ถูกกําหนดใหมีข้ึนใน
หลักสูตรคณิตศาสตรคณะวิทยาศาสตรมหาวิทยาลัยราชภัฏบุรรีัมยเปนรายวิชาพื้นฐาน หลากหลาย
หลักสูตรในระดับปริญญาตรีทีป่รบัปรุงข้ึนใหมเพื่อใหสอดคลองกบัสภาพการศึกษาทีเ่ปลี่ยนไปรวมถึง
ความซับซอนในรายวิชาของแตละหลักสูตร และสามารถพฒันาศักยภาพของนักศึกษาเรียนรู 
รายวิชาข้ันสูงตอไป 

จุดมุงหมายของรายวิชาคณิตศาสตรพื้นฐานมุงเนนใหนักศึกษาเรียนรูหลกัการทางคณิตศาสตร
พื้นฐาน ไมวาจะเปน จํานวนจริง พหุนามและการแยกตัวประกอบ ระบบสมการเชิงเสน 2 ตัวแปร 
ฟงกชันและสัญลักษณของฟงกชัน ฟงกชันลอการทิึมและฟงกชันเลขช้ีกําลงั โดยมีวัตถุประสงคให
นักศึกษาสามารถนําความรูไปประยุกตใชในการเรียนรูสามารถแกปญหาไดอยางมปีระสทิธิภาพ 

ผูเขียนหวังเปนอยางย่ิงวาเอกสารประกอบการสอนฉบบัน้ีจะอํานวยประโยชนใหกับผูทีส่นใจ 
และผูที่ใฝรูในวิชาคณิตศาสตรขอขอบพระคุณ บิดา มารดา และครอบครัวทีเ่ปนกําลังใจทําใหมาถึง 
ตรงจุดน้ีครูอาจารยทีป่ระสิทธ์ิประสาทวิชาความรูแกขาพเจา เอกสารและตําราที่ขาพเจาไดศึกษารวม 
ถึงอางอิงจนเกิดเอกสารเลมน้ี มหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมยทีใ่หโอกาสดีๆ ตลอดจนเพือ่นรวมงานทุก 
คนที่ใหคําแนะนํา แบงปน ทั้งงานวิชาการและประสบการณการทํางาน 
 

 
 

วชิรารักษ  โอรสรัมย 
ธันวาคม 2560 
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สารบัญ 
 

เรื่อง       หนา 

คํานํา              (1) 

สารบัญ              (2) 

สารบัญรูปภาพ              (4) 

แผนบริหารการสอน             (5) 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 1             1 

บทท่ี 1 จํานวนจริง               3 

 1.1 จํานวนจริง               3 

 1.2 เลขยกกําลัง              20 

 1.3 ราก               29 

สรปุทายบทที่ 1               28 

แบบฝกหัดทายบทที่ 1              40 

เอกสารอางอิง               42 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 2            41 

บทท่ี 2 พหุนามและการแยกตัวประกอบ            43 

 2.1 นิพจนพีชคณิต             43 

 2.2 การแยกตัวประกอบพหุนาม            47 

 2.3 สมการและอสมการ             77 

สรปุทายบทที่ 2               89 

แบบฝกหัดทายบทที่ 2              90 

เอกสารอางอิง               91 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 3            93 

บทท่ี 3 ระบบสมการเชิงเสน 2 ตัวแปร            95 

 3.1 ระบบพกิัดฉาก             95 

 3.2 กราฟและสมการเสนตรง          109 

 3.3 ระบบสมการเสนสองตัวแปร          117 

 3.4 กราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร         126 

สรปุทายบทที่ 3             131 

แบบฝกหัดทายบทที่ 3            133 

เอกสารอางอิง             136 
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สารบัญ(ตอ) 
 

เรื่อง       หนา 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 4          137 

บทท่ี 4 ความสัมพันธและฟงกชัน          139 

 4.1 ความสัมพันธ           140 

 4.2 ความสัมพันธผกผัน           143 

 4.3 ฟงกชัน            144 

 4.4 ชนิดของฟงกชัน           145 

 4.5 ฟงกชันผกผัน           147 

 4.6 ฟงกชันประกอบ           148 

 4.7 พีชคณิตของฟงกชัน           150 

สรปุทายบทที่ 4             151 

แบบฝกหัดทายบทที่ 4            152 

เอกสารอางอิง             153 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 5          155 

บทท่ี 5 ฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กําลัง         157 

 5.1 ฟงกชันช้ีกําลัง           157 

 5.2 ฟงกชันลอการิทึม           162 

สรปุทายบทที่ 5             173 

แบบฝกหัดทายบทที่ 5            174 

เอกสารอางอิง             175 

บรรณานุกรม             176 
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สารบัญรูปภาพ 
 

ภาพประกอบ       หนา 

ภาพประกอบ 1.1  ภาพแสดงโครงสรางของจํานวนจรงิ           4 
ภาพประกอบ 2.1  แสดงเสนจํานวนจริง           82 
ภาพประกอบ 3.1  แสดงวาจุด A  เปนโปรเจคชันของจุด E  บนเสน u        95 

ภาพประกอบ 3.2  แสดงพิกัดฉากแบบคารทเีซียน          96 

ภาพประกอบ 3.3  แสดงการหาระยะทางระหวางจุด 
1
P  และ 

2
P        100 

ภาพประกอบ 3.4  แสดงมุม   เปนมุมเอียงของเสนตรง L          103 

ภาพประกอบ 3.5  แสดงความชันของเสนตรง 
1 2
,L L  และ 

3
L         103 

ภาพประกอบ 3.6  แสดงกราฟของสมการเชิงเสน         118 

ภาพประกอบ 3.7  แสดงคําตอบของสมการเชิงเสน ax by c          120 

ภาพประกอบ 3.8  ครึ่งระนาบปด 2 3 12x y            127 

ภาพประกอบ 3.9  ครึ่งระนาบเปด 2 3 12x y            127 

ภาพประกอบ 4.1  แสดงภาพฟงกชัน  y f x          145 

ภาพประกอบ 4.2  แสดงแผนผังการประกอบของฟงกชัน        148 

ภาพประกอบ 4.3  แสดงฟงกชันประกอบ g f          149 
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  รายละเอียดของรายวิชา 

ชื่อสถาบันอุดมศึกษา มหาวิทยาลยัราชภฎับุรีรัมย 
วิทยาเขต/คณะ/ภาควชิา  คณะวิทยาศาสตร  สาขาวิชา คณิตศาสตร 

Faculty of  Science  Mathemetic 

หมวดที่ 1 ขอมูลทั่วไป 

1. รหัสและชือ่รายวิชา       รหสัวชิา  4091101 ชื่อรายวชิา  คณิตศาสตรพ้ืนฐาน 
2. จํานวนหนวยกิต        

 

3 หนวยกิต                3(3-0-6) 
(บรรยาย-ปฏิบัติ-ศึกษาดวยตนเอง) 

3. หลักสูตรและประเภทของรายวชิา  

 3.1    สาํหรับ  
 

หลักสูตร  วทิยาศาสตรบัณฑติ 
(คณิตศาสตร) 

 

         สําหรับ     หลายหลักสูตร  
 3.2       ประเภทของรายวิชา   ศึกษาทัว่ไป  
   วชิาเฉพาะ กลุมวชิา   แกน    เอกบังคับ   เอกเลือก 
   วิชาเลือกเสรี     
4. อาจารยผูรับผิดชอบรายวิชา           
 4.1 อาจารยผูรับผิดชอบรายวิชา  
  ผศ.วชิรารักษ โอรสรัมย  
 4.2 อาจารยผูสอน 
  ผศ.วชิรารักษ โอรสรัมย 

ผศ.ดร.สาธิต ผลเจริญ 
5. ภาคการศึกษา / ชั้นปท่ีเรียน   
 ภาคการศึกษาท่ี      1      2 ชั้นปที่เรียน  ชั้นปที่  1  ปการศึกษา 2560 
6. รายวิชาท่ีตองเรียนมากอน  (pre-requisite)  (ถามี) 
 ไมมี  
7. รายวิชาท่ีตองเรียนพรอมกัน  (co-requisites)  (ถามี) 

        ไมมี  

8. สถานที่เรยีน   
      ชั้น อาคาร 5  มหาวทิยาลัยราชภฏับรุีรมัย 
 

9. วันท่ีจัดทําหรอืปรบัปรุงรายละเอียดของรายวชิาคร้ังลาสุด 
 ภาคการศึกษาที่      1    2 ปการศึกษา 2558  วันที่  20  กรกฎาคม   2559 
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หมวดที่ 2 จุดมุงหมายและวัตถปุระสงค 
 
1. จุดมุงหมายของรายวิชา 
       1. เพ่ือใหนักศกึษามีจิตสาํนึกและตระหนักในการปฏิบติัตามจรรยาบรรณทางวชิาการและวชิาชพี 
       2. เพ่ือใหนักศกึษามีความรู ความเขาใจในหลักการ ทฤษฎ ีตามเน้ือหาของรายวิชา 
       3. เพ่ือใหนักศกึษามีความรูพื้นฐานทางวิทยาศาสตรและคณิตศาสตรที่จะนํามาอธบิายหลักการและทฤษฎีใน
ศาสตรเฉพาะ 
       4. เพ่ือใหนักศกึษาสามารถคิดวิเคราหอยางเปนระบบและมีเหตุผลตามหลักการและวธิีการทางคณิตศาสตร 
       5. เพ่ือใหนักศกึษานําความรูทางคณิตศาสตรไปประยกุตกับสถานการตาง ๆ ไดถกูตองเหมาะสม 
       6. มีความใฝรู สามารถวิเคราะหและสังเคราะหความรูจากแหลงขอมูลตาง ๆ ทีห่ลากหลายไดอยางถูกตองและเพือ่
นําไปสูการสรางนวัตกรรม 
 

2. วัตถุประสงคในการพัฒนา/ปรับปรุงรายวิชา  
    เพื่อพัฒนาการเรียนการสอนและความรูใหทันยุคสมัย 

 

หมวดท่ี 3 ลักษณะและการดําเนินการ 

 

1. คําอธิบายรายวชิา   (Course  Description) 

    คณิตศาสตรพื้นฐาน จาํนวนจริง เลขยกกําลัง ราก นิพจนพีชคณิต พหุนามการแยกตวัประกอบ สมการ อสมการ 
ระบบพิกัดฉาก กราฟเสนตรงระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร กราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร ฟงกชันและสัญลักษณ
ของฟงกชัน ฟงกชันพหุนาม พชีคณิตของฟงกชัน ฟงกชันเอกโปเนนเชียล ลอการทิึม กราฟของฟงกชันเอกโปแนนเชียล 
ลอการิทึม ฟงกชันลอการิทมึธรรมชาติ สมบัตลิอการิทึม 

2. จํานวนชัว่โมงที่ใชตอภาคการศึกษา 

บรรยาย สอนเสริม (ถามี) การฝกปฏิบัติ/งาน
ภาคสนาม/การฝกงาน 

การศึกษาดวยตนเอง 

48  ชั่วโมงตอภาคการศกึษา ไมมี ไมมี ไมมี 

3. จํานวนชั่วโมงตอสัปดาหท่ีอาจารยใหคําปรึกษาและแนะนําทางวิชาการแกนักศึกษาเปนรายบุคคล 

1 อาจารยประจํารายวิชาประกาศเวลาใหคําปรึกษาที่หนาหองทํางานและในกลุม facebook 

2 นักศึกษาจองวันเวลาลวงหนาหรือมาพบตามนัด 
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หมวดท่ี 4 การพัฒนาผลการเรยีนรูของนักศึกษา 
 

1. คุณธรรม จริยธรรม 
คุณธรรม จริยธรรมท่ีตองพัฒนา วิธีการสอนท่ีจะใชพัฒนาการ

เรียนรู 
วิธีการประเมินผล 

1.3 มีจิตสาํนึกและตระหนักในการ
ปฏบิัติตามจรรยาบรรณทางวชิาการ
และวชิาชีพ 

1. ความตรงตอเวลา 
2. มอบหมายงานแลวให
นักศึกษาตระหนักในการปฏบิัติ
ตามจรรยาบรรณทางวชิาการ
และวชิาชีพโดยการไมคัดลอก
งานของคนอื่นมาเปนของตนเอง
โดยประเมินผลจากการสุมตรวจ
การบานอยางนอย 2 ครัง้ในภ าค
เรียน 

1.ประเมินจากพฤติกรรมการเขาเรียน  
2.ประเมินจากผลงาน 

2. ความรู 
ความรูท่ีตองไดรับ วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 

2.1 มีความรู ความเขาใจใน
หลักการ ทฤษฎ ีทางคณิตศาสตร 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการสอน 
2.  บรรยาย 
3.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 

1.  ตรวจสอบจากการทาํแบบฝกหัด 
2.  สอบกลางภาค 
3.  สอบปลายภาค   

2.2 มคีวามรูพื้นฐานทาง
วิทยาศาสตรและคณิตศาสตรทีจ่ะ
นํามาอธบิายหลักการและทฤษฎีใน
ศาสตรเฉพาะ 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการสอน 
2.  บรรยาย 
3.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 
 

1.  ตรวจสอบจากการทาํแบบฝกหัด 
2.  สอบกลางภาค 
3.  สอบปลายภาค   

3. ทักษะทางปญญา 
ทักษะทางปญญาท่ีตองพัฒนา วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 
3.1 สามารถคิดวิเคราะหอยางเปน
ระบบและมีเหตุผลตามหลักการ
และวธิีการทางคณิตศาสตร 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการสอน 
2.  บรรยาย 
3.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 

1.  ตรวจสอบจากการทาํแบบฝกหัด 
2.  สอบกลางภาค 
3.  สอบปลายภาค   

3.2 นําความรูทางคณิตศาสตรไป
ประยุกตกับสถานการตาง ๆ ได
ถูกตองเหมาะสม 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการสอน 
2.  บรรยาย 
3.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 

1.  ตรวจสอบจากการทาํแบบฝกหัด 
2.  สอบกลางภาค 
3.  สอบปลายภาค   

3.3 มคีวามใฝรู สามารถวิเคราะห
และสงัเคราะหความรูจาก
แหลงขอมูลตาง ๆ ที่หลากหลายได
อยางถกูตองและเพื่อนําไปสูการ
สรางนวัตกรรม 
 

นักศึกษาคนควาความรูและสามารถ
นํามาวิเคราะหพรอมทั้งประยุกตเขา
กับสถานการณและเขียนเปน
บทความเพื่อนําเสนอหนาชั้นเรียน 

สังเกตการนําเสนองานหนาชั้นเรียน 
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4. ทักษะความสัมพันธระหวางบุคคลและความรับผิดชอบ 
ทักษะความสมัพันธระหวางบคุคล
และความรบัผิดชอบท่ีตองการ

พัฒนา 
 

วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 

- - - 
5. ทักษะการวิเคราะหเชิงตัวเลข การสือ่สาร และการใชเทคโนโลยีสารสนเทศ 

ทักษะการวิเคราะหเชงิตัวเลข 
การสือ่สาร และการใชเทคโนโลยี

สารสนเทศท่ีตองพัฒนา 

วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 

- - - 
 
6. ภารกิจอื่น ๆ ท่ีนาํมาบูรณาการเขากับการเรียนการสอน 

6.1 ผลงานวิจัย 
ไมม ี

มีการนําความรูและประสบการณจากผลงานวิจัยมาใชในการพัฒนาการเรียนการสอนโดยมีการ
ดําเนินการ ดังน้ี 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.2 งานบริการวชิาการ ไดแก การจัดโครงการฝกอบรม การเปนวิทยากรทัง้ภายในและภายนอก
มหาวทิยาลัย การเปนกรรมการสอบวิทยานิพนธ การเปนกรรมการผูทรงคุณวุฒิในการตรวจผลงานวิจัย 
การเปนกรรมการผูทรงคุณวฒุิในการอานบทความวิชาการและอื่น ๆ 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

 
มีการนําความรูและประสบการณจากการบรกิารวิชาการมาใชในการพฒันาการเรียนการสอน

โดยมีการดําเนินการ ดังน้ี          
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

 
6.3 งานทํานุบาํรงุศิลปวัฒนธรรม ไดแก การผนวกเอาศิลปวัฒนธรรมทองถิ่นไวในการเรียนการ

สอน เชน การสอนโดยยกตัวอยางสิ่งที่เกิดขึ้นในกระบวนการผลิตตามวิถพีื้นบาน การอางอิงถงึเครือ่งมอื
พื้นบาน วัตถุดิบที่ใชในการผลิตที่มีเฉพาะในทองถิ่น ภูมปิญญาพื้นบานภาคเหนือ และอื่น ๆ 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

มีการนําความรูและประสบการณจากการทาํนุบาํรุงศิลปวัฒนธรรม มาใชในการพัฒนาการเรียน
การสอนโดยมีการดําเนินการ ดังน้ี 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.4 ทรัพยากรหรือวิธีการใชในการพัฒนาทักษะภาษาองักฤษของนักศึกษา 
ตัวอยางเชน การใช text book การใชบทความวจิัย/ บทความภาษาอังกฤษ การเขาถึง website ที่
เกี่ยวของ  เปนตน 
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        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 
มีการนําความรูและประสบการณจากการนําทรัพยากรมาใชในการพัฒนาการเรียนการสอนโดยมีการ
ดําเนินการ ดังน้ี 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.5 การบรรยายโดยมีผูมีประสบการณทางวชิาการหรือวิชาชีพจากหนวยงานหรอืชุมชน
ภายนอก  เรื่องทีบ่รรยาย/ ชื่อและสงักัดของวิทยากร/ วัน/เวลา/สถานที่บรรยาย 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

 
6.6 การดูงานนอกสถานท่ีในรายวิชา ชือ่ของหนวยงาน /วนั/เวลาดูงาน 

        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 
 

หมวดท่ี 5 แผนการสอนและการประเมนิผล 
1  . แผนการสอน 

สัปดาห
ท่ี 

หัวขอ /รายละเอียด  
จํานวน
ชั่วโมง/
ผูสอน 

กิจกรรมการเรียน
การสอน /สือ่ท่ีใช  

การพัฒนาการเรยีนรูของ
นักศึกษา 

1 2 3 4 5 
 

1 ชีแ้จงรายวิชา 
วิธกีารเรียนการสอน 
การวัดผลและประเมินผล 
บทท่ี 1 จํานวนจรงิ  

- จํานวนจรงิ 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

2 - เลขยกกาํลงั 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

3 - ราก 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

4 บทท่ี 2 พหุนามและการแยกตัว
ประกอบ 
- นิพจนพีชคณิต 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 
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สัปดาห
ท่ี 

หัวขอ /รายละเอียด  
จํานวน
ชั่วโมง/
ผูสอน 

กิจกรรมการเรียน
การสอน /สือ่ท่ีใช  

การพัฒนาการเรยีนรูของ
นักศึกษา 

1 2 3 4 5 
 

5 - อนุกรมการแยกตัวประกอบ 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

6 - สมการและอสมการ 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

7 บทท่ี 3 ระบบสมการเชงิเสน 2 
ตัวแปร 
- ระบบพิกัดฉาก  

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

8 - กราฟเสนตรง 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

9 สอบกลางภาค 
10 - ระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร 

- กราฟอสมการเสนตรงสองตัแปร 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 

     

11 บทท่ี 4 ฟงกชันและสัญลักษณ
ของฟงกชัน 
- ฟงกชันและสัญลักษณขอฟงกชนั 

- ฟงกชันพหุนาม  

 

3 
 
 
 

ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน
พรอมบรรยายและ
มอบหมายงานให
นักศึกษาโดยการยก
กรณีศกึษาแลวให
นักศึกษานําเสนอ
หนาชั้นเรียน 
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สัปดาห
ท่ี 

หัวขอ /รายละเอียด  
จํานวน
ชั่วโมง/
ผูสอน 

กิจกรรมการเรียน
การสอน /สือ่ท่ีใช  

การพัฒนาการเรยีนรูของ
นักศึกษา 

1 2 3 4 5 
 

12 - พีชคณิตของฟงกชัน 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

13 บทท่ี 5 ฟงกชันลอการิทึมและ
ฟงกชันเลขชี้กําลงั 
- ฟงกชันลอการทิึมและฟงกชัน      

  เลขชี้กาํลัง 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

14 - กราฟของ ฟงกชันลอการทิึมและ 

  ฟงกชันเลขชีก้าํลงั 

- ฟงกชันลอการทิึมธรรมชาติ 

 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

15 - สมบัติลอการิทมึ 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

16 นักศึกษานําเสนองานที่ไดคนควา
เรื่องการประยุกตใชคณิตศาสต
พื้นฐานทาํใหเกิดชิ้นงาน 

3 นําเสนอหนาชั้น      

17 นักศึกษานําเสนองานที่ไดคนควา
เรื่องการประยุกตใชคณิตศาสต
พื้นฐานทาํใหเกิดชิ้นงาน 

3 นําเสนอหนาชั้น      

18 สอบปลายภาค 
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หมายเหตุ  การพฒันาการเรียนรูของนักศกึษา  
1 =  คุณธรรม  จริยธรรม 
2 =  ความรู      
3 =  ทักษะทางปญญา    
4 =  ทักษะความสมัพันธระหวางบคุคลและความรบัผิดชอบ    
5 =  ทักษะการวิเคราะหเชิงตัวเลข  การสือ่สาร และการใชเทคโนโลยี 
 

2. แผนการประเมินผลการเรียนรู 

ท่ี ผลการเรียนรู*  วิธีการประเมิน สัปดาหท่ีประเมิน   
สัดสวนของการ

ประเมิน 

1 

มีจิตสาํนึกและตระหนัก
ในการปฏิบัติตาม
จรรยาบรรณวิชาชีพ 

1. ความตรงตอเวลา 
2. มอบหมายงานแลวให
นักศึกษาตระหนักในการปฏบิัติ
ตามจรรยาบรรณทางวชิาการ
และวชิาชีพโดยการไมคัดลอก
งานของคนอื่นมาเปนของ
ตนเองโดยประเมินผลจากการ
สุมตรวจการบานอยางนอย 2 
ครัง้ในภาคเรียน 
 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 8,15 

15% 

2 

มีความรู ในหลกัการและ
ทฤษฏีทางคณิตศาสตร 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการ
สอน 
2.  บรรยาย 
3.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 
4.  สนทนาซักถาม 
5.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 
 
 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 9,18 

20% 

3 

มีความรูพื้นฐานทาง
วิทยาศาสตรและ
คณิตศาสตรที่จะนํามา
อธิบายหลกัการและ
ทฤษฎีในศาสตรเฉพาะ 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการ
สอน 
2.  บรรยาย 
3.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 
4.  สนทนาซักถาม 
5.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 
 
 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 9,18 

20% 
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ท่ี ผลการเรียนรู*  วิธีการประเมิน สัปดาหท่ีประเมิน   
สัดสวนของการ

ประเมิน 

4 

สามารถคิดวิเคราะห
อยางเปนระบบและมี
เหตุผลตามหลักการและ
วิธกีารทางคณิตศาสตร 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการ
สอน 
2.  บรรยาย 
3.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 
4.  สนทนาซักถาม 
5.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 
 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 9,18 

20% 

5 

นําความรูทาง
คณิตศาสตรไปประยุกต
กับสถานการณตาง ๆ ได
ถูกตองและเหมาะสม 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการ
สอน 
2.  บรรยาย 
3.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 
4.  สนทนาซักถาม 
5.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 9,18 

20% 

6 

มีความไฝรู สามารถ
วิเคราะหและสงัเคราะห
ความรูจากแหลงขอมูล
ตาง ๆ ทีห่ลากหลายได
อยางถกูตองและเพื่อ
นําไปสูการสราง
นวัตกรรม 

มอบหมายงานใหนักศึกษา
คนควาการประยุกตใชแคลคลูัส
ทําใหเกิดชิ้นงาน 
 

สัปดาหที่ 16,17 5% 

เกณฑการประเมินผล   
 81 % ขึ้นไป ระดับคะแนน  A 57 – 62  % ระดับคะแนน  C 
 75 – 80  % ระดับคะแนน  B+ 51 – 56  % ระดับคะแนน  D+ 
 69 – 74  % ระดับคะแนน  B 45 – 50  % ระดับคะแนน  D 
 63 – 68  % ระดับคะแนน  C+ ตํ่ากวา 44 % ระดับคะแนน  F 
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หมวดท่ี 6 ทรัพยากรประกอบการเรยีนการสอน 

 
1. ตําราและเอกสารหลัก 
วชริารกัษ โอรสรัมย. (2560). คณิตศาสตรพ้ืนฐาน. สาขาวชิาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร  
        มหาวทิยาลัยราชภฏับรุีรมัย 
2. เอกสารและขอมูลสําคัญ 

2.1  www.google.co.th 
         2.2  หองสมุดสาขาวิชาคณิตศาสตร 
............2.3  facebook ชื่อกลุม อ.วชริารักษ 
3. เอกสารและขอมูลแนะนํา 
        ไมมี 
4. ภารกิจอื่น ๆ ท่ีนาํมาบูรณาการเขากับการเรียนการสอน   
        ไมมี 

 4.1 ผลงานวิจัย 
   ไมมี 

 4.2 งานบริการวชิาการ 
   ไมมี 

 4.3 งานทํานบุํารงุศลิปวัฒนธรรม 
   ไมม ี 

5. ทรัพยากรหรอืวิธีการใชในการพัฒนาทักษะภาษาองักฤษของนักศึกษา 
        ไมม ี  
6. การบรรยายโดยผูมีประสบการณทางวชิาการหรือวชิาชีพจากหนวยงานหรอืชุมชนภายนอก 
        ไมมี 
7. การดูงานนอกสถานท่ีในรายวิชา 
        ไมมี 

 
หมวดท่ี 7 การประเมินและปรับปรุงการดําเนินการของรายวิชา 

 
1. กลยุทธการประเมินประสิทธิผลของรายวิชาโดยนักศึกษา 
    ใชแบบประเมินผลการสอนของทางมหาวิทยาลัยโดยนักศึกษาเขาไปประเมินในระบบ 
2. กลยุทธการประเมินการสอน 
    ใชแบบประเมินผลการสอนของทางมหาวิทยาลัยโดยนักศึกษาเขาไปประเมินในระบบ 
3. การปรับปรุงการสอน 
   ในการเรียนการสอนบรูณการรวมกบั learning by doing (เรียนรูและฝกปฏบิัติไปดวย) โดยใหผูเรียนพยายาม 
คนควาแบบฝกหัดจากแหลงอื่นเพิ่มเติม 



(15) 

4. การทวนสอบมาตรฐานผลสัมฤทธิ์รายวิชาของนักศึกษา 
   มีการวัดผลคะแนนตามที่ระบุไวในแผนการประเมินผลการเรียนรู  และเมื่อสิ้นสุดภาคการศึกษามีการประเมินความ
สอดคลองของเน้ือหาที่สอนกับแบบทดสอบโดยนักศึกษาทุกรายวิชา 

5. การดําเนินการทบทวนและการวางแผนปรับปรุงประสิทธิผลของรายวิชา 
   นําขอเสนอแนะของนักศึกษามาพิจารณาและคิดแนวทางในการปรับปรุงปการศึกษาตอไป 

 
 
 
 
 

ลงชื่อ:   _________________________________ 
      (  นางวชิรารักษ โอรสรัมย  ) 

                  อาจารยผูรบัผิดชอบรายวิชา/ผูรายงาน 
                  วันที่ 31 เดือน กรกฎาคม  พ.ศ. 2560 
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 1 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. จํานวนจรงิ 

2. เลขยกกําลัง 

3. ราก 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. สามารถแยกเซตของจํานวนชนิดตาง ๆ ได 

2. เขาใจและสามารถพิสจุนสมบัติพื้นฐานของระบบจํานวนจริงได 

3. เขาใจและสามารถสมบัติอันดับของจํานวนจริงได 

4. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็ม 

5. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนเศษสวน 

6. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนตรรกยะ 

7. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนอตรรกยะ 

8. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนจรงิใดๆ 

9. สามารถหารากที่สองดวยวิธีการตาง ๆ ได 

10. สามารถหารากที่สามดวยวิธีแยกตัวประกอบได 

11. สามารถหารากที่ n  ดวยวิธีแยกตัวประกอบได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1. จํานวนจรงิ 

1.2. เลขยกกําลัง 

1.3. ราก 

2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

  2.1.  ศึกษาขอมูล เกี่ยวกับเรื่องจํานวนจริงเพิ่มเติม 

  2.2.  ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 
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การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 1 
จํานวนจริง 

 
จํานวนจรงิ เปนจํานวนที่ถูกนําไปใชในทุกสาขาวิชาชีพรวมถึงในชีวิตประจําวันกม็ีจํานวนจริง

ซอนอยูในกระบวนการแกปญหาตาง ๆ โดยนักคณิตศาสตรไดสรางจํานวนจริงจากจํานวนทีง่ายทีสุ่ด
และเปนธรรมชาติมากทีสุ่ด เรียกวา จํานวนนับหรอืจํานวนธรรมชาติจากน้ันจงึแกปญหาของระบบ
จํานวนที่ยากและซับซอนมากกวาเดิม จึงทําใหเกิด จํานวนเต็ม จํานวนตรรกยะ และจํานวนอตรรกยะ
ตามลําดับ เมื่อนําจํานวนทัง้หมดมาจัดรวมกันจึงทําใหเกิดระบบจํานวนข้ึนมาใหมและเรียกวาระบบ
จํานวนจรงิ สําหรับการแกปญหาทางคณิตศาสตรโดยมากจะมีเซตของจํานวนจริงเปนเอกภพสัมพทัธ
จึงนับไดวาจํานวนจริงเปนโครงสรางจํานวนทีม่ีความสําคัญ ในกลุมวิชาวิทยาศาสตรและคณิตศาสตร
จําเปนตองเรียนรูและศึกษาอยางถองแทในบทน้ีจะแบงเน้ือหาเปน 3 เรื่องไดแก จํานวนจริง เลขยก
กําลังราก ดังน้ี 

 

1.1 จํานวนจริง 

 มนุษยมีความคิดเกี่ยวกับจํานวนมาต้ังแตสมัยดึกดําบรรพและจํานวนที่มนุษยคิดข้ึนเปนครั้ง

แรกคือจํานวนนับ ซึง่จํานวนนับประกอบดวย 1,2, 3,...  ใช N  แทนเซตของจํานวนนับ ดังน้ัน 

 1,2,3,...N   

ตอมามนุษยรูจักจํานวนนับมาบวก ลบ และคูณกัน สําหรบัการบวกและการคูณจะไมมปีญหา

สําหรับจํานวนนับ แตเมื่อมนุษยตองการหาคา x  จากสมการ 7 5x    ทําใหไมสามารถหาคา x  

ไดจึงคิดจํานวนเต็มข้ึนมาและใช I  แทนเซตของจํานวนเต็มจะได 

 ..., 2, 1,0,1,2,...I     

ดังน้ัน N I  ถึงแมวาจะไดมีการคิดจํานวนเต็มข้ึนมาแลว แตมนุษยก็ไมสามารถหาคา x  

จาก 2 5x   ไดจึงไดคิดจํานวนตรรกยะข้ึนมา ใช Q  แทนเซตของตํานวนตรรกยะจะได 

 :
p

Q x x
q

   เมื่อ ,p q I และ 0q    

จํานวนตรรกยะจงึประกอบไปดวย 

จํานวนเต็ม ไดแก ..., 2, 1,0,1,2,...   ดังน้ัน I Q  

จํานวนตรรกยะท่ีไมเปนจํานวนเต็ม เชน
 

1 3 7
, ,2
2 4 5

  

จํานวนท่ีเขียนอยูในรูปทศนิยมซ้ํา เชน 

  
75 100 75 175

1.75 1 0.75 1
100 100 100 100
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37 3 34 17
1.3777... 0.37

90 90 45


     

นอกจากจํานวนดังกลาวขางตนแลวมนุษยไดคิดจํานวนอีกชนิดหน่ึง เพื่อจะไดสามารถหา

คําตอบของ x  จากสมการ 2 3x   คือจํานวนอตรรกยะ ตอไปน้ีเปนตัวอยางจํานวนอตรรกยะ 
32, 3, 5, 0.1261523...,1.4144414444...  เปนตน ใช Q   แทนเซตของจํานวนอตรรกยะ เมื่อ

นําเซตของจํานวนตรรกยะ และเซตของจํานวนอตรรกยะมายูเนียนกันจะไดเวตของจํานวนจริงน่ันคือ 

Q Q R   (คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคําแหง, 2542 : 
15-16) 

หมายเหตุ 1.1 

 1. จํานวนนับบางครัง้เรียกวาจํานวนเต็มบวกใช I   แทนเซตของจํานวนเต็มบวก ดังน้ัน 

 1,2,3,...I N    

 2. เรียก ..., 3, 2, 1    วาจํานวนเต็มลบ ใช I   แทนเซตของจํานวนเต็มลบ ดังน้ัน 

 ..., 3, 2, 1I      และ  0I I I     

แผนผังแสดงความสัมพันธของจํานวนชนิดตาง ๆ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

จํานวนจรงิ 

จํานวนเต็มลบ  

 

จํานวนธรรมชาติ 

หรือจํานวนเต็มบวก  

จํานวนอตรรกยะ 

จํานวนเต็มศูนย  

จํานวนตรรกยะ 

จํานวนเต็ม จํานวนตรรกยะ 

ที่ไมเปนจํานวนเต็ม 

ภาพประกอบ 1.1  ภาพแสดงโครงสรางของจํานวนจรงิ 
     ที่มา : ปยรัตน จาตุรันตบุตร. 2547 : 177 
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 จากแผนภาพแสดงโครงสารางของจํานวนจริงน้ันเราสามารถนําจํานวนมาเขียนใหอยูใน
รูปแบบของเซตไดดังตอไปน้ี (จักรินทร วรรณโพธ์ิกลาง, 2551 : 131) 
 

1.1.1 เซตของจํานวนชนิดตาง ๆ  

  1. เซตของจํานวนนับ ( )N   โดยที่  1,2,3,...N    

  2. เซตของจํานวนเต็มบวก( )I    โดยที่  1,2,3,...I    

  3. เซตของจํานวนเต็มลบ( )I    โดยที่  1, 2, 3,...I       

  4. เซตของจํานวนเต็มศูนย 0( )I   โดยที่  0 0I   

  5. เซตของจํานวนเต็ม( )I   โดยที่  ..., 2, 1,0,1,2,...I     

  6. เซตของจํานวนตรรกยะ( )Q   โดยที่ 
a

Q x x
b

 


 เมื่อ ,a b I  และ 0b 




  

 7. เซตของจํานวนอตรรกยะ( )Q   โดยที่ Q   เซตของเลขจํานวนที่ไมใชจํานวนตรรกยะ 

 8. เซตของจํานวนจรงิ ( )R   โดยที่ R Q Q    

 

1.1.2 สมบัติพ้ืนฐานของระบบจํานวนจริง 

 วิธีการศึกษาระบบจํานวนจริงมีหลายวิธี วิธีที่นิยมกันมากวิธีหน่ึงคือวิธีใหจํานวนเต็มบวกเปนคํา

อนิยาม และกําหนดสจัพจนของจํานวนเต็มบวก จากน้ีสรางระบบจํานวนตรรกยะ แลวสรางจํานวนอ

ตกรรยะจนไดระบบจํานวนจริง และในที่น้ีจะศึกษาระบบจํานวนจริงโดยใหจํานวนจริงเปนอนิยาม

ระบบจํานวนจริงประกอบดวยเซตของจํานวนจริง กับการดําเนินการบวก และการคูณซึ่งสอดคลองกบั

สัจพจน ที่จะกลาวถึง และสมบัติทกุประการของระบบจํานวนจริงจะเปนผลที่ไดรับจากสัจพจนเหลาน้ี 

(สุเทพ จันทรสมศักด์ิ, 2533 : 1-5) 

1. สมบัติปดของการบวก 

  ถา x  และ y  เปนจํานวนจริงแลว x y  เปนจํานวนจริงดวย 

2. สมบัติการเปลี่ยนหมูของการบวก 

ถา ,x y  และ z  เปนจํานวนจริงแลว    x y z x y z      

 3. สมบัติการมเีอกลักษณการบวก  

  มีจํานวนจริง 0  ซึ่ง 0 0x x x     สําหรับจํานวนจริง x  ทุกตัว 

4. สมบัติการมผีกผันการบวก  

  สําหรับจํานวนจรงิ x  แตละจํานวน จะมจีํานวนจริง x  ซึ่ง  
( ) 0x x x x       
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5. สมบัติการสลับที่ของการบวก 

 ถา x  และ y  เปนจํานวนจริงแลว x y y x     

6. สมบัติปดของการคูณ 

  ถา x  และ y  เปนจํานวนจริงแลว xy  เปนจํานวนจริงดวย 

7. สมบัติการเปลี่ยนหมูของการคูณ 

ถา ,x y  และ z  เปนจํานวนจริงแลว    xy z x yz  

 8. สมบัติการมเีอกลักษณการคูณ  

  มีจํานวนจริง 1  ซึ่ง 1 0  และ     1 1x x x   สําหรบัจํานวนจริง x  ทุกตัว 

9. สมบัติการมผีกผันการคูณ  

  สําหรับจํานวนจรงิ x  แตละจํานวนที่ไมเทากบั 0  จะมีจํานวนจริง 1x   

ซึ่ง 1 11xx x x    ( นิยมเขียนแทน 1x  ดวย 1
x

 ) 

10. สมบัติการสลับที่ของการคูณ 

 ถา x  และ y  เปนจํานวนจริงแลว xy yx   

 11. สมบัติการแจกแจงทางซาย  

  ถา ,x y  และ z  เปนจํานวนจริงแลว
  x y z xy xz    

 

 ในระบบจํานวนจริงนอกจากสจัพจนตาง ๆ แลวยังใชสมบัติเกี่ยวกับการใชเครื่องหมายเทากบั 

( )  และการเทากันในระบบจํานวนจริงมีสมบัติดังตอไปน้ี (เวชชัย สงัขสาย., 2536 : 103) 

 1. สมบัติการสะทอน 

สําหรับจํานวนจรงิ x  ใด ๆ x x  

 2. สมบัติการสมมาตร 

สําหรับจํานวนจรงิ ,x y  ใด ๆ ถา x y  แลว y x  

 3. สมบัติการถายทอด  

  สําหรับจํานวนจรงิ , ,x y z  ใด ๆ ถา x y  และ y z  แลว x z  

  4. สมบัติการบวกดวยจํานวนเทากัน 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,x y z  ใด ๆ ถา x y  แลว x z y z    

  5. สมบัติการคูณดวยจํานวนเทากัน 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,x y z  ใด ๆ ถา x y  แลว xz yz  
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 ทฤษฎีบท 1.1 (สมบัติการตัดออกของการบวก) 

   สําหรับจํานวนจรงิ ,x y  และ z  ใด ๆ 

    1. ถา x y x z    แลว y z   

    2. ถา y x z x    แลว y z  

 

 

พิสูจน (1). 

    x y x z    

  ( ) ( )x x y x x z          สมบัติบวกดวยจํานวนเทากัน 

  ( ) ( )x x y x x z          สมบัติการเปลี่ยนหมูของการบวก 

            0 0y z      สมบัติการมผีกผันการบวก 

                y z     สมบัติการมเีอกลักษณการบวก 

 (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

  

  ทฤษฎีบท 1.2  

   สําหรับจํานวนจรงิ x  และ a  ใด ๆ 

    1. ถา x a a   แลว 0x    

    2. ถา a x a   แลว 0x   

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก x a a    กําหนดให 

 และ       0 a a    สมบัติการมเีอกลักษณการบวก 

 ดังน้ัน            0x a a     สมบัติการถายทอด 

 เพราะฉะน้ัน           0x    สมบัติการตัดออกของการบวก 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 
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 ทฤษฎีบท 1.3  

   สําหรับจํานวนจรงิ x  และ a  ใด ๆ 

    1. ถา 0x a   แลว x a    

    2. ถา 0a x   แลว x a   

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก   0x a     กําหนดให 

 และ       0a a       สมบัติของอินเวอรสการบวก 

 ดังน้ัน      x a a a      สมบัติการถายทอด 

 เพราะฉะน้ัน           x a    สมบัติการตัดออกของการบวก 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.4  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  แตละตัว ( )a a     

    

 

พิสูจน  

   เน่ืองจาก  ( )a   เปนอินเวอรสการบวกของ a  ดังน้ัน ( ) ( ) 0a a       

 และเน่ืองจาก a  เปนอินเวอรสการบวกของ a  ดังน้ัน ( ) 0a a     

 เพราะฉะน้ัน ( ) ( ) ( )a a a a        สมบัติถายทอด 

 ดังน้ัน      ( )a a     สมบัติตัดออกของการบวก 

 

 ทฤษฎีบท 1.5  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  ทุกตัว 0 0a   และ 0 0a    
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พิสูจน  

 เน่ืองจาก 0 0a a  จึงพสิูจนเฉพาะกรณี 0 0a   

          0 0 0    สมบัติของเอกลกัษณการบวก 

      (0 0) 0a a    สมบัติการคูณดวยจํานวนเทากัน 

     0 0 0a a a    สมบัติการแจกแจงทางซาย 

     0 0 0 0a a a     สมบัติของเอกลกัษณการบวก 

      0 0a    สมบัติการตัดออกของการบวก 

 

 ทฤษฎีบท 1.6 (สมบัติการตัดออกของการคูณ)  

   สําหรับจํานวนจรงิ ,a b  และ c  ใด ๆ 

    1. ถา ab ac  แลว b c   

    2. ถา ba ca  แลว b c  

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก   ab ac    กําหนดให 

        1 1( ) ( )a ab a ac    จาก 0a   และสมบัติการคูณดวยจํานวนเทากัน 

          1 1( ) ( )a a b a a c   สมบัติเปลี่ยนกลุมของการคูณ 

     (1) (1)b c   สมบัติของอินเวอรสการคูณ 

         b c   สมบัติเอกลักษณของการคูณ 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.7  

   สําหรับจํานวนจรงิ x  และ a  ใด ๆ ซึ่ง 0a    

    1. ถา xa a  แลว 1x    

    2. ถา ax a  แลว 1x   

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก   xa a   กําหนดให 

                1a a   สมบัติเอกลักษณของการคูณ 
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                1xa a  สมบัติการถายทอด 

        1x   สมบัติการตัดออกสําหรบัการคูณ 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.8  

   สําหรับจํานวนจรงิ x  และ a  ใด ๆ  

    1. ถา 1xa   แลว 1x a    

    2. ถา 1ax   แลว 1x a   

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก   1xa    กําหนดใหและ 0a   เพราะถา 0a   จะได 0 0xa x    

 เพราะฉะน้ันมี 1a   โดยที่ 1 1a a   

 ดังน้ัน     1xa a a    สมบัติการถายทอด 

 เพราะฉะน้ัน                  1x a     สมบัติการตัดออกของการคูณ 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.9  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  ทุกตัวซึ่ง 0a   จะไดวา 1 1( )a a     

     

 

พิสูจน  

   เน่ืองจาก  1 1( )a    เปนอินเวอรสการคูณของของ 1a   ดังน้ัน 1 1 1( ) 1a a      

 และเน่ืองจาก 1a   เปนอินเวอรสการคูณของของ a  ดังน้ัน 1 1a a     

 เพราะฉะน้ัน   1 1 1 1( )a a a a       สมบัติถายทอด 

 ดังน้ัน      1 1( )a a     สมบัติตัดออกของการคูณ 

 

 ทฤษฎีบท 1.10 (สมบัติการแจกแจงทางขวา)  

   สําหรับจํานวนจรงิ ,a b  และ c  ทุกตัว จะไดวา ( )b c a ba ca     
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 ทฤษฎีบท 1.11  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  และ b  ทุกตัว จะไดวา  

    1. ( )a b ab     

    2. ( )a b ab    

    3. ( )( )a b ab    

 

 

 ทฤษฎีบท 1.12  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  และ b  ใด ๆ ถา 0ab   แลว 0a   หรือ 0b    

 

 

พิสูจน  

  กรณีที่ 1  ถา  0a     จะไดตามที่ตองการ 

 กรณีที่ 2  ถา  0a     จะตองมี 1a    

            0ab    
     1 1( ) 0a ab a   สมบัติการคูณดวยจํานวนที่เทากัน 

     1 1( ) 0a a b a   สมบัติการเปลี่ยนกลุมของการคูณ 

     11 0b a   สมบัติของอินเวอรสการคูณ 

      10b a    สมบัติของเอกลกัษณการคูณ 

      0b    จากทฤษฎีบท 1.5 

 

ทฤษฎีบทน้ี ใชในการแกสมการเชน  

 

ตัวอยาง 1.1  จงหาเซตคําตอบของสมการ  2 3 10 0x x     

วิธีทํา จาก 2 3 10 0x x    

 จะได  ( 5)( 2) 0x x    

 น่ันคือ  5 0x    หรือ  2 0x    

        5x   หรือ          2x    

เน่ืองจากเมื่อนํา 2  และ 5  ไปตรวจสอบในสมการจะไดวาทั้งสองจํานวนเปนรากของสมการ ดังน้ัน

เซตคําตอบของสมการ คือ  2,5   
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 ทฤษฎีบท 1.13 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,a b c  และ d  ใด ๆ ซึ่ง 0, 0b d    

 จะไดวา a c
b d
  ก็ตอเมือ่ ad bc   

 

 

พิสูจน  1      

  ให      a c
b d
  

        

1 1

1 1

1 1

1

1

( ) ( )

( ) ( )

( ) (1)

( )

]
]

]
]

ab cd

ab d cd d

a b d c d d

a b d c

a db c

 

 

 















 

   

 
1

1

1

( )

( )

( )( )

( )(1)

]
]
]
]

ad b c

ad b b cb

ad b b bc

ad bc

ad bc

















 

 2     

   ให   ad bc  

            

 

1 1

1 1

1

1

1 1 1

1 1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) (1)

( )

( )

( )( )

( )(1)

]
]
]
]
]
]
]

ad cb

ad b cb b

a db c bb

a b d c

ab d c

ab d d cd

ab dd cd

ab cd
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1 1( ) ]ab cd

a c
b d

 


 

 

 ทฤษฎีบท 1.14 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,a b c  และ d  ใด ๆ จะไดวา a b c d     

 ก็ตอเมื่อ a d c b     

 

 

พิสูจน  1      

  ให          a b c d    

              

( ) ( )

( ) ( )

( ) 0

( )

]
]

]

a b d c d d

a b d c d d

a b d c

a b d c

    

     

   

  

 

   

 
 

 
 
 
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( 0)

]
]
]
]
]
]
]

a b d b c b

b a b d c b

b a b d c b

b a b d c b

a b b d c b

a b b d c b

a d c b

a d c b

    

    

    

    

    

    

   

  

 

 2     สามารถพสิูจนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.15 

   สําหรับจํานวนจรงิ b  และ d  ใด ๆ ซึ่งตางก็ไมเทากับศูนย  

 จะไดวา 1 1 1( )bd b d     
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 ทฤษฎีบท 1.16 

   สําหรับจํานวนจรงิ , , ,a b c d  ใด ๆ ซึ่ง 0b   และ 0d   

 จะไดวา 
a c ac
b d bd

   
   

   
  

 

พิสูจน    1 1( )( )
a c

ab cd
b d

    
   

   
 

      

 
 
 
 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

( )

( )

( )

( )

( )( )

( )( )

]
]

]
]
]

ab c d

a b c d

a cb d

ac b d

ac b d

ac bd

ac
bd

 

 

 

 

 

















 

 

 ทฤษฎีบท 1.17 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,b c d  ใด ๆ ซึ่ง 0b   และ 0d   

 จะไดวา c bc
d bd
   

 

 

 ทฤษฎีบท 1.18 

   สําหรับจํานวนจรงิ c  และ d  ทุกตัวซึ่งตางก็ไมเทากบัศูนย 

 จะไดวา 
1

c d
d c


 

 
 

  

 

พิสูจน      
1

1
1c

cd
d
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  11 1

1

1

]
]

c d

c d

dc

d
c


 













 

 

 ทฤษฎีบท 1.19 

   สําหรับจํานวนจรงิ , , ,a b c d  ใด ๆ ซึ่ง 0, 0b c   และ 0d   

 จะไดวา 

a
adb

c bc
d

   

 

พิสูจน     
1

a
a cb

c b d
d


   

    
   

 

        ]a d ad
b c bc

   
    
   

 

 

 ทฤษฎีบท 1.20 

   สําหรับจํานวนจรงิ , , ,a b c d  ใด ๆ ซึ่ง 0b   และ 0d   

 จะไดวา a c ad bc
b d bd


    

 

พิสูจน     a c ad bc
b d bd bd
    

    

1 1

1

( ) ( )

( )( ) ]
]

ad bd bc bd

ad bc bd

ad bc
bd
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1.1.3 สมบัติอันดับของจํานวนจริง 

 สมบัติที่จะกลาวถึงตอน้ีเกี่ยวของกบัเซตของจํานวนจรงิบวกที่เปนเซตยอยของเซตของจํานวน

จริง ซึง่กลาววา 

  มีเซตยอย P  ของ R  ซึ่งสอดคลองกบัคุณสมบัติตอไปน้ี 

   1. ถา a P  และ b P  แลว a b P    

   2. สําหรบัจํานวนจริง a  ใด ๆ โดยที่ 0,a a P   หรือ a P    

 อยางใดอยางหน่ึงเทาน้ัน 

   3. 0 P   

 เราเรียกสมบัติทั้ง 3 ขอน้ีวา สมบัติอันดับของจํานวนจริง (ปยรัตน จาตุรันตบุตร, 2547 : 

189-192) 

 

 บทนิยาม 1.1 

   เรียกเซต P  ซึ่งมีสมบัติ 3 ขอขางตน วาเซตของจํานวนจริงบวกถา 

 a P  เรียก a  วาจริงบวก และถา a P   เรียก a  วาจํานวนจริงลบ 

 

  บางครัง้เราเขียน P  ดวย R  และเขียนแทนเซตของจํานวนจรงิลบดวย R  ดังน้ัน 

    0R R R      

 จากสมบัติทัง้สามขอขางตนสามารถกําหนดความสัมพันธ มากกวา มากกวาหรือเทากบั 

นอยกวา นอยกวาหรือเทากบั ซึ่งแทนดวยสญัลกัษณตามลําดับตอไปน้ี , , ,      

 

 บทนิยาม 1.2 

   สําหรับจํานวนจรงิใด ๆ a  และ b   

    1. a b   หมายถึง a b R    

    2. a b   หมายถึง b a  

    3. a b   หมายถึง a b R   หรอื a b    

    4. a b   หมายถึง b a  

 

 

 จากสมบัติอันดับของจํานวนจรงิขอ 2 แสดงวา สําหรบัจํานวนจริงใด ๆ a  และ b   

a b R   หรือ b a R   หรือ 0  อยางใดอยางหน่ึงเทาน้ัน ดังน้ันจํานวนจรงิใด ๆ a  และ b  

มีความสัมพันธกันอยางใดอยางหน่ึงเทาน้ัน คือ 
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    a b   
   หรือ a b  

   หรือ  a b  

 จากสมบัติอันดับของจํานวนจรงิมีทฤษฏีเบื้องตนที่ควรทราบดังน้ี 

 

  ทฤษฎีบท 1.21 (สมบัติถายทอด) 

   สําหรับจํานวนจรงิใด ๆ ,a b  และ c  ถา a b  และ b c  แลว a c   

 

 

พิสูจน 

 ให a b  และ b c   

 ดังน้ัน a b R   และ b c R   

 เพราะฉะน้ัน ( ) ( )a b b c R       สมบัติอันดับของจํานวนจริงขอ 1 

 แต  ( ) ( ) ( )a b b c a b b c         

          

 ( )

(0 )]
]

a b b c

a c

a c

    

  

 

 

 ดังน้ัน a c R   

 น่ันคือ a c  

 

  ทฤษฎีบท 1.22  

   สําหรับจํานวนจรงิใด ๆ ,a b  และ c  ถา a b  แลว a c b c     

 

 

พิสูจน 

 ให a b   

 ดังน้ัน a b R    

 แต ( ) ( ) 0a b a b      
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( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

]
]
]
]
]

a b c c

a b c c

a b c c

a c b c

a c b c

a c b c

   

   

    

   

    

   

 

 ดังน้ัน ( ) ( )a c b c R     

 น่ันคือ a c b c    

 

  ทฤษฎีบท 1.23  

   สําหรับจํานวนจรงิใด ๆ a  และ b   

    1. ถา a b  และ 0c   แลว ac bc   

    2. ถา a b  และ 0c   แลว ac bc  

 

พิสูจน  (1)  

 ให a b  และ 0c   

 ดังน้ัน a b R   และ 0c R   

 น่ันคือ ( )( 0)a b c R      สมบัติอันดับของจํานวนจริงขอ 1 

 แต ( )( 0) ( )a b c a b c      

       ac bc   
 ดังน้ัน ac bc R   

 น่ันคือ ac bc  

  (2)  

 ให a b  และ 0c   

 ดังน้ัน a b R   และ 0 c R   

 น่ันคือ ( )(0 )a b c R      สมบัติอันดับของจํานวนจริงขอ 1 

 แต ( )(0 ) ( )( )a b c a b c       

       
ac bc

bc ac

  
 

 

 ดังน้ัน bc ac R   

 น่ันคือ bc ac  

 ดังน้ัน ac bc  
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  ทฤษฎีบท 1.24  

   ถา a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ โดยที่ 0a   แลว 2 0a    

     

 

พิสูจน    

 สําหรับ 0a   แสดวา a R  หรือ a R   

 ดังน้ัน ถา a R  จะได aa R  

  น่ันคือ 2a R  

 ถา a R   จะได ( )( )a a R    

 แต 2( )( )a a aa a     

 ดังน้ัน 2a R  

 

  ทฤษฎีบท 1.25  

   ถา a  และ b สําหรับจํานวนจริงใด ๆ ซึ่ง a b  แลว a b    

     

 

  ทฤษฎีบท 1.26  

   กําหนดให a  และ b สําหรบัจํานวนจริงใด ๆ ซึ่ง 0ab    

 จะไดวากรณีใดกรณีหน่ึงตอไปน้ีเปนจรงิเพียงกรณีเดียว 

     

 

 ทฤษฎีบท 1.27  

   ถา , ,a b c  และ d  เปนจํานวนจริงใด ๆ ซึง่ a b  และ c d   

 แลว a c b d     

 

พิสูจน    

 ให a b  และ c d  

 น่ันคือ b a  และ d c   

 ดังน้ัน b a R   และ d c R   

 น่ันคือ ( )( )b a d c R      สมบัติอันดับของจํานวนจริงขอ 1 

 แต ( )( ) ( ) ( )b a d c b d a c        
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  ดังน้ัน ( ) ( )b d a c R     

 น่ันคือ b d a c    

 ดังน้ัน a c b d    

 

1.2 เลขยกกําลัง 

 การยกกําลังคือการดําเนินการทางคณิตศาสตรอยางหน่ึง เขียนอยูในรูป na  ซึ่งประกอบดวยสอง
จํานวนคือฐาน( )a  และเลขชี้กําลัง( )n   การยกกําลงัมีความหมายเหมือนการคูณซ้ํา ๆ กัน น่ันเอง 

และสําหรบัเน้ือหาในเรื่องน้ีน่ันคือตองการทราบถึงเลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนจริงใด ๆ ซึ่ง
จะตองคอย ๆ ทําความเขาใจโดยเริ่มศึกษาตามลําดับดังน้ี 

1. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็ม 

2. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนเศษสวน 

3. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนตรรกยะ 

4. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนอตรรกยะ  

5. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนจริงใดๆ  

กอนที่จะศึกษาเรือ่งตาง ๆที่กลาวมาขางตนน้ันกอนอื่นตองมาทําความเขาใจเกี่ยวกับบทนิยาม
ตาง ๆ ที่เกี่ยวของกบัเลขยกกําลังดังตอไปน้ี (สุชิน ทํามาหากิน, 2540 : 1) 

 

 บทนิยาม 1.3 

  ถา a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ n  เปนจํานวนเต็มบวก  
na  อานวา a  ยกกําลัง n  หมายถึง a  คูณกัน n  ตัว เรียก a  วาฐาน  

เรียก n  วาเลขช้ีกําลัง 

    na a a a a          

 

 

ตัวอยาง 1.2   

 

 

3

4

2

3

4

2 2 2 2

5 5 5 5 5

( 3) ( 3) ( 3)

( 4) ( 4) ( 4) ( 4)

2 2 2 2 2

]
]

]
]

  

   

    

      

   

  

 ตัว 
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 บทนิยาม 1.4 

  0 1a   เมื่อ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a    

 

 

 บทนิยาม 1.5 

  1n

n
a

a
   เมื่อ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a   และ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

 

ขอสังเกต 1.1  

 1. จากทั้ง 3 บทนิยามที่กลาวมาขางตนน้ันไดแสดงใหเห็นถึงเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปน

จํานวนเต็มบวก จํานวนเต็มลบ และ ศูนย  

 2. 00  ไมถูกกําหนดใหเกิดข้ึน(ไมนิยาม) 

 3. ถา a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a   และ n  เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะสามารถหา na  ได

เสมอ  

 

  ทฤษฎีบท 1.28 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a   และ ,m n  เปนจํานวนเต็มบวก 

แลวจะไดวา m n m na a a      

 

 

พิสูจน    m na a a a a a a a a a                    

     
a a a a         

     m na   
 

ตัวอยาง 1.3   

 
3 5 3 5 8

2 4 2 4 6

2 2 2 2

( 3) ( 3) ( 3) ( 3) ]




  

      
  

 ตัว  ตัว 

 ตัว 
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 ทฤษฎีบท 1.29 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ ,m n  เปนจํานวนเต็มบวก 

แลวจะไดวา  nm mna a    

 

พิสูจน     nm m m m ma a a a a          

             

m m m ma   


 

     mna  

ตัวอยาง 1.4   

 
 

 

5
3 3 5 15

4
2 2 4 8

2 2 2

3 ( 3) ( 3) ]




 

    
  

  

ทฤษฎีบท 1.30 

  ให ,a b  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

แลวจะไดวา ( )n n nab a b     

 

 

พิสูจน    ( )nab ab ab ab ab          

           
a a a a b b b b                   

           n na b   
   

ตัวอยาง 1.5   

 
5 5 5

4 4 4

(2 3) 2 3

( 3 6) ( 3) 6 ]
  

    
  

 ตัว 

 ตัว 

 ตัว 

 ตัว  ตัว 



23 

  

ทฤษฎีบท 1.31 

  เมื่อ ,a b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ 0b   และ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

แลวจะไดวา 
n n

n

a a
b b

 
 

 
   

 

พิสูจน 

  1
n

na
ab

b
 

 
 

 

        ]
n n

n

n

a b

a

b




 

 

ตัวอยาง 1.6   

 

5 5

5

4 4

4

2 2
3 3

3 ( 3)
6 6

]
 

 
 

  
 

 

  

 

 

ทฤษฎีบท 1.32 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a   และ ,m n  เปนจํานวนเต็มบวกแลว 

แลวจะไดวา 
m

m n

n

a
a

a
    

 

พิสูจน 

 
m

m n

n

a
a a

a
  

      

( )

]
m n

m n

a

a
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ตัวอยาง 1.7   

 

4
4 5 1

5

6
6 2 4

2

2 1
2 2

22

( 3)
( 3) ( 3)

( 3)
]

 



  


   



  

 

จากบทนิยามและทฤษฎีที่ผานมาสามารถสรุปไดดังตอไปน้ี 

 ถา ,a b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ ,m n  เปนจํานวนเต็มบวกแลว (จักรินทร วรรณโพธ์ิกลาง, 

2551 : 193) 

   1. na a a a a          

   2. m n m na a a    

   3.  nm mna a  

   4. ( )n n na b a b    

   5. 
n n

n

a a
b b

 
 

 
.  เมื่อ 0b   

 
   6.  0 1a    เมื่อ 0a    

   7. 1n

n
a

a
    เมื่อ 0a   

   8. 
m

m n

n

a
a

a
   เมื่อ 0a   

ตัวอยาง 1.8  จงทําใหอยูในรปูอยางงาย เมื่อกําหนดให 0, 0x y   และ 0z   
2

2 3

3 5

x y

x z 

 
 
 

  

วิธีทํา   
2

2 3 2
2 ( 3) 3 5

3 5

x y
x y z

x z
 

 

 
 

 
 

        
 25 3 5

10 6 10]
x y z

x y z




 

ดังน้ัน 
2

2 3
10 6 10

3 5

x y
x y z

x z 

 
 

 
 

 

 ตัว 
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 บทนิยาม 1.6 

   ให a  และ b  เปนจํานวนจริง b  เปนรากทีส่องของ a  ก็ตอเมื่อ 2b a   

 

  

 เน่ืองจาก 0b   จะไดวา 2 0b   และถา 0b   จะไดวา 2 0b   ดังน้ัน ไมมีจํานวนจรงิใด

ที่ยกกําลงัสองแลวไดจํานวนจริงลบ เพราะฉะน้ัน ในระบบจาํนวนจริงเราจะมรีากทีส่องของ a  เมื่อ a  

เปนจํานวนจรงิบวก หรือ 0  เทาน้ัน ในอนาคตเมื่อเราขยนายระบบจํานวนจริงเปนระบบจํานวน

เชิงซอนแลว เราจะสามารถใหบทนิยามที่ครอบคลุมถึงจํานวนจริงลบ 

 ถา a  เปนจํานวนจรงิบวก รากที่สองของ a  ไดแกรากที่เปนจํานวนจริงบวก และรากที่เปน

จํานวนจรงิลบ ใชสัญลกัษณ a  แทนรากที่สองทีเ่ปนจํานวนจรงิบวกของ a  และ a  แทนรากที่

สองที่เปนจํานวนจริงลบของ a  

 ถา 0a   a  จะมีรากที่สองเพียงรากเดียวคือ 0   

 ตอไปน้ีเราจะเขียน a  ก็ตอเมื่อ 0a   เทาน้ัน 

 คุณสมบัติของรากทีส่องที่เปนบวกเกี่ยวของกบัคาสมับรูณดังน้ี (สุเทพ ทองอยู และสุเทพ 

จันทรสมศักด์ิ, 2533 : 172) 

 

ตัวอยาง 1.9  เน่ืองจาก 25 25  และ 2( 5) 25   ดังน้ัน 5  และ 5  เปนรากที่สองของ 25   

     25 5   

   25 5    

     25 5 5   

 2( 5) 5 5     

 

ทฤษฎีบท 1.33 

  ถา a  และ b  เปนจํานวนจริง ซึง่ตางมีคามากกวาหรือเทากับศูนย 

 แลวจะไดวา ab a b   

 

 

ตัวอยาง1.10  จงหาผลลัพธ 7 45 3 20   

วิธีทํา 7 45 3 20 7 9 5 3 4 5      



26 

                 
7 9 5) 3 4 5

7(3) 5 3(2) 5

]
]

 

 
 

   
21 5 6 5

27 5]
 


 

ดังน้ัน  7 45 3 20 27 5   

 

ตัวอยาง1.11  จงหาผลลัพธ 50 72   

วิธีทํา 50 72 25 2 36 2      

           

   25 2 36 2

5 2 6 2

11 2

]
]

   

 



 

ดังน้ัน  50 72 11 2   

 

ทฤษฎีบท 1.34 

  ถา a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ ซึ่ง 0a  แลวจะไดวา 
1 a

aa
   

 

พิสูจน 

 

 2

1 1

]
]

a

a a a

a

a

a

a







 

        
a
a

   เพราะวา 0a   
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ทฤษฎีบท 1.35 

  ถา a และ b  เปนจํานวนจรงิ ซึ่ง 0a   และ 0b    

แลวจะไดวา 
a a
b b
   

 

ตัวอยาง1.12  จงหาผลลัพธ 
1 2

3 5
   

วิธีทํา 
1 2 1 3 2 5

3 5 3 3 5 5

   
       
   
   

 

         

3 2 5
3 5

3 10
3 5

5 3 3 10
15

]
]

   
    
   
   

 




 

ดังน้ัน  
1 2 5 3 3 10

153 5


   

ตัวอยาง1.13  จงพสิูจนวา 
1x a x

a x a x

 


 
  

วิธีทํา 
x a x x a x x a x

a a x a x
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2 2

( )

1

]
]
]

x a x

a x a x

x a x

a x a x

a

a x a x

x a x

 


 

 


 


 


 

 

 

ดังน้ัน  
1x a x

a x a x

 


 
 

 

ตัวอยาง1.14  จงหาผลลัพธ 
1

10 13 4
13

 
   
 
 

  

วิธีทํา    1 1
10 13 4 10 4 13

13 13

 
       
 
 

 

                

  13
10 4

13

13
40

13

40 1

40

]
]

]
   







 

ดังน้ัน  
1

10 13 4 40
13
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1.3 ราก 

 สําหรับเลขยกกําลังที่มเีลขช้ีกําลงัเปนเศษสวนน้ันจะแบงออกเปนไดสองกรณีคือ จํานวนจริงใน

รูปกรณฑ และรากที่ n  ในระบบจํานวนจรงิและกอนทีเ่ราจะศึกษารากที่ n  เราจะศึกษาจากงายไป

หายากโดยจะเริ่มตนจากรากที่ 2  รากที่ 3  ไปเรื่อย ๆ จนถึงรากที่ n  ดังจะกลาวในบทนิยามตอไปน้ี 

(สุเทพ ทองอยู และสุเทพ จันทรสมศักด์ิ, 2533 : 175) 

 

1.3.1 รากท่ีสอง 

 

 บทนิยาม 1.7 

  ให a  เปนจํานวนจริง รากท่ีสองของ a  คือจํานวนที่ยกกําลังสองแลวได a   

 สัญลักษณ a  แทนรากทีส่องของ a  ที่เปนบวก และ 

 a  แทนรากที่สองของ a  ที่เปนลบ 

 

 

ขอสังเกต 1.2  

a  แทนรากทีส่องของ a  ที่เปนบวก สามารถเขียน a  แทนดวย 
1

2a   

 

ตัวอยาง1.15 

 2  แทนรากทีส่องทีเ่ปนบวก ของ 2   

2  แทนรากทีส่องทีเ่ปนลบของ 2   

 

 

 บทนิยาม 1.8 

  ให a  เปนจํานวนจริงบวกใดๆ หรอืศูนย รากทีส่องของ a  คือจาํนวนที ่

ยกกําลังสองแลวได a  มีสองราก เขียนแทนดวยสญัลกัษณ a  และ a   

 

 

ขอสังเกต 1.3 

 จากบทนิยาม 1.8 คาของ a  เปนลบ รากทีส่องของ a  เปนจํานวนเชิงซอนจํานวนเหลาน้ี

แทนดวยจุดบนเสนจํานวนไมได เหตุน้ีเราจึงไมกลาวถึง a  ใหสัญลักษณ a  แทนคาสัมบรูณของ

a  ดังน้ัน 2a a   
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ตัวอยาง1.16  จงหา 36   

วิธีทํา 236 (6)  

         
6

6]



 

ดังน้ัน  36 6  

 

ตัวอยาง1.17  จงหา 4489   

วิธีทํา 24489 (67)  

            
67

67]



 

ดังน้ัน  4489 67  

 

ตัวอยาง1.18  จงหา 3.9204   

วิธีทํา 23.9204 (1.98)    

                 
1.98

1.98]
 

 
 

ดังน้ัน  4489 1.98   

 

ตัวอยาง1.19  จงหา 2( 13.69)    

วิธีทํา 2 2( 13.69) ( 13.69)      

            
13.69)

13.69]
  

 
 

ดังน้ัน  2( 13.69) 13.69     

 

 จากตัวอยางทีผ่านมาน้ันการหารากที่ 2 บางตัวอยางก็หาไดงายแตบางตัวอยางน้ันการหาราก

ที่สองน้ันอาจจะยากดังน้ันจึงไดแสดงวิธีการหารากที่สองแบบตาง ๆ ดังตอไปน้ี(สุชิน ทํามาหากิน, 

2540 : 33) 

   1. การหารากทีส่องโดยการแยกตัวประกอบ 
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   2. การหารากทีส่องโดยวิธีเฉลี่ย 

   3. การหารากทีส่องโดยวิธีต้ังหาร 

 

1. การหารากท่ีสองโดยการแยกตัวประกอบ 

 การหารากดวยวิธีแยกตัวประกอบ น้ันเหมาะสําหรับเลขจํานวนนอย ๆ โดยเลขตัวประกอบตัว

ใดเหมือนกัน ก็แยกเอาออกมาเปนสองชุด ดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 1.20  จงหารากทีส่องโดยวิธีการแยกตัวประกอบ 144   

วิธีทํา 144 2 72   

              

2

2 2 36

2 2 2 18

2 2 2 2 9

2 2 2 2 3 3

(2 2 3) (2 2 3)

(12) (12)

(12)

12

12

]
]
]
]

]
]
]
]

  

   

    

     

     

 







 

ดังน้ัน  144 12  

 

2. การหารากท่ีสองโดยวิธีเฉลี่ย 

 การหารากทีส่องโดยวิธีเฉลี่ยน้ีคาที่ไดจะเปนคาโดยประมาณเพราะจะมีความคลาดเคลือ่นซึ่ง

การหาโดยวิธีน้ันจะเริม่ตนจากการประมาณคารากทีส่องวาอยูบนชวงใด แลวจํากัดชวงใหแคบลงไป

เรื่อย ๆ จนกวาจะไดตําแหนทศนิยมตามที่เรา ดังจะแสดงในตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 1.21  จงหาคาประมาณของ 7  โดยวิธีเฉลี่ย ใหไดคาถึงทศนิยม 1 ตําแหนง  

วิธีทํา เรารูวา 2 2 22 ( 7) 3    

 น่ันคือ 2 ( 7) 3   แสดงวา 7  อยูบนเสนจํานวนระหวาง 2  และ 3   

 หาคาเฉลี่ยของ 2  และ 3  ได 2 3
2.5

2
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 นํา 2.5  ไปหาร 7  ได 2.8   

 จะได 2 2 2(2.5) ( 7) (2.8)   

 น่ันคือ 2.5 7 2.8   

  หาคาเฉลี่ยของ 2.5  และ 2.8  ได 2.5 2.8
2.65

2


   

 นํา 2.65  ไปหาร 7  ไดประมาณ 2.64   

  จะได 2 2 2(2.64) ( 7) (2.65)   

 น่ันคือ 2.64 7 2.65   

ดังน้ัน  คาโดยประมาณของ 7  ซึ่งถูกตองถึงทศนิยมตําแหนงที่ 1  คือ 2.6   

 

ตัวอยาง 1.22  จงหาคาประมาณของ 23  โดยวิธีเฉลี่ย ใหไดคาถึงทศนิยม 1 ตําแหนง  

วิธีทํา เรารูวา 2 2 24 ( 23) 25    

 น่ันคือ 4 ( 23) 5   แสดงวา 23  อยูบนเสนจํานวนระหวาง4  และ 5   

 หาคาเฉลี่ยของ 4  และ 5  ได 4 5
4.5

2


   

 นํา 4.5  ไปหาร 23  ไดประมาณ 5.1  

 จะได 2 2 2(4.5) ( 23) (5.1)   

 น่ันคือ 4.5 23 5.1   

  หาคาเฉลี่ยของ 4.5  และ 5.1 ได 4.5 5.1
4.8

2


   

 นํา 4.8  ไปหาร 23  ไดประมาณ 4.79   

 น่ันคือ 4.79 23 4.8   

  หาคาเฉลี่ยของ 4.79  และ 4.8  ได 4.79 4.8
4.795

2


   

 นํา 4.795  ไปหาร 23  ไดประมาณ 4.796   

 น่ันคือ 4.795 23 4.796   

ดังน้ัน  คาโดยประมาณของ 23  ซึ่งถูกตองถึงทศนิยมตําแหนงที่ 2  คือ 4.79   

  

3. การหารากท่ีสองโดยวิธีต้ังหาร 

 จะเห็นวาการหารากที่สองโดยทีผ่านมาน้ันเปนการหาเฉพาะตัวเลขงาย ๆ แตสําหรับวิธีการต้ัง

หารสําหรับวิธีเหมาะสําหรับตัวเลขที่มสีามหลักข้ึนไป หรือตัวเลขที่เปนทศนิยม โดยมีวิธีการดังตอไปน้ี 
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 ข้ันที่ 1. แบงตัวเลขทีจ่ะหารากทีส่องออกเปนคาบ คาบละ 2 ตัว โดยที่ถาเปนจํานวนเต็มให

แบงจากตําแหนงขวามือสุดไปทางซอยมือคาบละ 2 ตัว ถาเปนตําแหนงหลงัจุดทุศนิยมใหนับจาก

ซายมือไปทางขวามือคาบละสองตัว 

 ข้ันที่ 2 หาจํานวนที่ยกกําลงัสองแลวมีคาใกลเคียงกับจํานวนในคาบซายสุด(อาจมีตัวเลข 1 

หรือ 2 ตัวก็ได) จํานวนน้ีจะเปนจํานวนที่อยูในหลกัซายสดุของรากที่สองแลวนําจํานวนน้ีใสลงที่

ผลลัพธ แลวนํากําลงัสองของจํานวนน้ีลบออกจากจํานวนในคาบแรก เสรจ็แลวนําตัวเลขในคาบตอไป

ลงมาเปนตัวต้ังตอไป 

 ข้ันที่ 3 นํา 2 คูณผลลัพธที่ไดจากข้ันที่ 2 

 ข้ันที่ 4 หาจํานวนที่มีหลักเดียวเติมหลังผลคูณที่ไดจากข้ันที่ 3 และที่ผลลพัธแลวนําจํานวนน้ี

มาคูณกับตัวต้ังของข้ันที่ 2 แลวลบออกจากตัวต้ังของข้ันที่ 2 ถาผลคูณนอยกวาจะเหลอืเศษ ใหนํา

ตัวเลขในคาบถัดไปลงมาเปนตัวต้ังตอไป แลวเริ่มทําตามข้ันที่ 3 ตอไป 

 

ตัวอยาง 1.23  จงหาคาประมาณของ 625  โดยวิธีต้ังหาร  

วิธีทํา 

 

   

2 6, 25

4 (2 2)

2 25 45 5

 
 

 

 

ดังน้ัน  625 25  

 

ตัวอยาง 1.24  จงหาคาประมาณของ 17956  โดยวิธีต้ังหาร  

วิธีทํา 

 

   

2 1,79,56

1

79

69 (23) 3

10 56

10 56 (264) 4

 

 

 

ดังน้ัน  17956 134  
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ตัวอยาง 1.25  จงหาคาประมาณของ 821  โดยวิธีต้ังหาร  

วิธีทํา 

 

   

2 8, 21

4

4 21

3 84 (48) 8

37 00

33 96 (566) 6

3 04 00

2 86 25 (5725) 5

 

 

 


 

ดังน้ัน  821  มีคาประมาณ 28.65  

 

ตัวอยาง 1.26  จงหาคาประมาณของ 23  โดยวิธีต้ังหาร 

วิธีทํา 

 

   

2 23

16

7 00

6 09 87 7

91 00

85 41 949 9

 

 


 

ดังน้ัน  23  มีคาประมาณ 4.7  

 

1.3.2 รากท่ีสาม 

  

 บทนิยาม 1.9 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ  รากท่ีสามของ a  คือจํานวนที่ยกกาํลังสาม 

แลวได a  แทนดวยสัญลกัษณ 3 a   
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สําหรับการหารากทีส่ามในเอกสารเลมน้ีจะแสดงการหาเฉพาะวิธีการหาโดยแยกตัวประกอบ

เทาน้ันโดยจะแสดงในตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 1.27  จงหา 3 27   

วิธีทํา เน่ืองจาก 27 3 9    

         
3

3 3 3

3 ]
  


 

ดังน้ัน  3 27 3  

 

ตัวอยาง 1.28  จงหา 3 3375   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3375 (5 675)    

            

3

5 5 135

5 5 5 27

5 5 5 3 9

5 5 5 3 3 3

(5 3) (5 3) (5 3)

15 15 15

(15)

]

]
]

]
]

  

   
    

     

     

  



 

ดังน้ัน  3 3375 15  

 

ตัวอยาง 1.29  จงหา 3 64   

วิธีทํา เน่ืองจาก 64 (2 32)    

         

3

2 2 16

2 2 2 8

2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2

(2 2) (2 2) (2 2)

(4) (4) (4)

(4)

]
]
]
]

]
]

  

   

    

     

     

  



 

ดังน้ัน  3 64 4    
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1.3.3 รากท่ี n   

  

 บทนิยาม 1.10 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ n  เปนจํานวนเต็มซึง่มากกวา 1   

b  เปนรากท่ีn  ของ a  ก็ตอเมื่อ nb a   

 

 

ตัวอยาง 1.30   

 43 81   ดังน้ัน 3  เปนรากที่ 4  ของ 81   
4( 3) 81    ดังน้ัน 3  เปนรากที่ 4  ของ 81  
3( 7) 348     ดังน้ัน 7  เปนรากที่ 3  ของ 348  

 

 

 บทนิยาม 1.11 

  ให a  เปนจํานวนจริง n  เปนจํานวนเต็มซึ่งมากกวา 1  และมีจํานวนจริง 

ที่เปนรากที่ n  แลวเรียก n a  วาคาหลักของรากที่ n  ของ a  โดยที่ 

 1. ถา 0a   แลว n a  คือรากที่ n  ที่เปนจํานวนจริงบวกของ a   

 2. ถา 0a   แลว 0n a   

 3. ถา 0a   และ n  เปนจํานวนค่ี n a  คือรากที่ n  ที่เปนจํานวนจรงิลบของ a  

 

 

ตัวอยาง 1.31   

 คาหลักของรากที่ 5  ของ 32  คือ 2    

 คาหลักของรากที่ 4  ของ 81  คือ 3    

คาหลักของรากที่ 3  ของ 64  คือ 4    

คาหลักของรากที่ 7  ของ 10  คือ 7 10    

ไมมีคาหลกัของรากที่ 4 ของ 81  ในระบบจํานวนจริง 

 

ของสังเกตุ 

 กรณี n  เปนจํานวนเต็มคู และ a  เปนจํานวนจรงิลบ จะไมมจีํานวนจริงใดเปนรากที่ n  ของ 

a  ดังน้ัน n a  จะไมนิยาม 



37 

ตัวอยาง 1.32  จงหารากทีส่ี่ของ 2401   

วิธีทํา พิจารณา 2401 7 343    

            
4

7 7 49

7 7 7 7

7

]
]

  

   



 

 เน่ืองจาก 4 47 ( 7) 2401     

ดังน้ัน รากที่สี่ของ 2401  คือ 7  และ 7   

 

ตัวอยาง 1.33  จงหา 4 2401   

วิธีทํา เน่ืองจาก 44 42401 7  

               
7

7]



 

ดังน้ัน 4 2401 7  

 

 เมื่อเราศึกษาบทนิยาสามารถหาคาราก และคาหลักของรากตาง ๆ ไดแลว ตอไปเราจะศึกษา

สมบัติของรากที่ n  ดังทฤษฎีบทตอไปน้ี(ทรงวิทย สุวรรณธาดา, 2555 : 7-9) 

 

 ทฤษฎีบท 1.36 

   ถา x  และ y  มีรากที่ n  แลว n n nx y xy    

 

 

ตัวอยาง 1.34  จงทํา 3 34 16   ใหอยูในรูปอยางงาย 

วิธีทํา เน่ืองจาก 3 3 34 16 4( 16)     

                    

3

33

64

( 4)

4

]
]

 

 

 

 

ดังน้ัน 3 34 16 4     
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 ทฤษฎีบท 1.37 

   ถา x  และ y  มีรากที่ n  และ 0y   แลว 
n

n
n

x x
yy

   

 

ตัวอยาง 1.35  จงทํา 
4

4

32

2
 ใหอยูในรูปอยางงาย 

วิธีทํา เน่ืองจาก 
4

4
4

32 32
22

  

            

4

44

16

(2)

2

]
]







 

ดังน้ัน 3 34 16 2    

 

ตัวอยาง 1.35  จงทํา 
3 9

3
3 6

1

8

p r

p r



 

 ใหอยูในรูปอยางงาย เมื่อกําหนดให 0p   และ 0r   

วิธีทํา เน่ืองจาก 
13 9

3 9 3
3

3 6
3 6

1 1

8 8

p r p r
p r p r




 
 


 
 
 

 

           

1
3 ( 3) 9 ( 6) 3

1
6 3 3

8

8

p r

p r


    




 
  
 

 
  
 

 

ดังน้ัน  

1
6 3 3

3 9

3
3 6

1
8

8

p r

p r

p r
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สรุปทายบทที่ 1 

จากเน้ือหาทีผ่านมาไดกลาวถึงเซตของจํานวนชนิดตาง ๆ สมบัติพื้นฐานของระบบจํานวนจริ 
สมบัติอันดับของจํานวนจริงการ แกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็ม การแกสมการ
เลขยกกําลังที่มเีลขช้ีกําลงัเปนเศษสวนการแกสมการเลขยกกําลังที่มีเลขช้ีกําลงัเปนจํานวนตรรกยะ 
การแกสมการเลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนอตรรกยะการแกสมการเลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลงั
เปนจํานวนจรงิใดๆ การหารากที่สองและรากที่  ดวยวิธีการตาง ๆ โดยเอกสารเลมน้ีแสดงดวยการให
ตัวอยางที่ไมยากเพือ่ใหงายตอความเขาใจ ระบบจํานวนจรงิเปนพื้นฐานการเรียนคณิตศาสตรข้ันสูง 
เปนพื้นฐานในการเรียนสาขาวิชาตาง ๆ เน่ืองจากจํานวนจรงิเปนจํานวนที่ใชกันในชีวิตประจําวัน ทั้ง
จํานวนนับ จํานวนเต็มจํานวนตรรกยะ จํานวนอตรรกยะ รวมไปถึงตัวดําเนินการตาง ๆ ของจํานวน
จริง ทั้งการบวก การคูณแคลคูลัส ฟงกชันคาจรงิ นอกจากน้ียังมีคุณสมบัติตางๆที่จะใชเปนพื้นฐานใน
การเรียนในรายวิชาข้ันสูงตอไปอีกดวย 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 1 

 

1. จงพสิูจนทฤษฎีบท 1.10, 1.11, 1.15 , 1.17, 1.24, 1.26 

2. กําหนดให 

 N  เซตของจํานวนนับ 

   I   เซตของจํานวนเต็ม 

   Q   เซตของจํานวนตรรกยะ 

   R   เซตของจํานวนจริง 

 แลวขอสรปุใดตอไปน้ีถูกตอง 

  2.1   I N  

  2.2   Q N  

  2.3   I R  

  2.4   I N    

  2.5   Q R   

 

3. จงแสดงวิธีทําเพื่อหาคาในขอตอไปน้ี 

3.1  01   

3.2  3 32 (2 3)     

3.3  1 1n na a    

3.4  2 22 2 2n n n    

3.5 ถา (125) 8y   แลว 2(25) y  มีคาเทากับขอใด 

 

4. จงทําใหเปนรปูอยางงายและมเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็มบวก 

4.1  
9 0 2

7

7 (1 )

7
     4.2  

7 2

3

(2 )(3 )

6

a a

a
  

4.3  
2

6

3 3

2ab

a b


 
 
 

     4.4  
3 2 4

2 5 9

a b c

a b c



 
  

4.5  
5

2 4

3 5

p q r

p q

 
 
 

    4.6  
2 3

3 2

(5 )(6 )

(2 )(25 )

a b

a b
  

4.7  
3 2

1 1

2 6

5 15

n n

n n

 

  
   



41 

5. จงหารากที่สองโดยวิธีการแยกตัวประกอบ 

5.1  4225      5.2  7396   

5.3  1936      5.3  441   

 

6. จงหาคาประมาณโดยวิธีเฉลี่ย ใหไดคาถึงทศนิยม 1 ตําแหนง 

5.1  6      5.2  12   

5.3  24      5.3  30   

 

7. จงหารากที่สองโดยวิธีการต้ังหาร 

7.1  123      7.2  441   

7.3  1936      7.3  7396  

7.5  4225     7.6  10936  

7.6  115     7.7  921  

 

8. จงหารากที่สามโดยวิธีการแยกตัวประกอบ 

8.1    3 8      8.2    3 15625  

8.3   3 343     8.4    3 2197  

 

9. จงทําใหเปนรปูอยางงาย 

9.1  227x      9.2  
3

4

64
  

9.3  4 45 3 20 8 5    9.4  3 3311 56 6 875 3 189    

9.5 
1

252 2 294 12
6

    

10. จงทําใหตัวสวนอยูในรปูไมตริดกรณฑ 

10.1  1

3 2
    10.2  

2

7 5  

10.3  1

3 2 2 5
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 2 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. นิพจนพีชคณิต 

2. อนุกรมการแยกตัวประกอบ 

3. สมการและอสมการ 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. สามารถแปลงประโยคภาษาเปนประโยคสัญลักษณได 
2. สามารถแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองได 
3. แยกตัวประกอบพหุนาม 2x bx c   เมื่อ c m n   และ b m n   
4. แยกตัวประกอบพหุนาม 2ax bx c   เมื่อ ,a p q c m n     

5. แยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองทีเ่ปนผลตางกําลังสองได 
6. แยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองโดยวิธีทําเปนกําลังสองสมบูรณได 
7. แยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสามได 
8. แยกตัวประกอบผลบวกกําลงัสามและการแยกตัวประกอบผลตางกําลังสาม 
9. แยกตัวประกอบกําลังสามของผลบวก และกําลงัสามของผลตางได 
10. แยกตัวประกอบของพหุนามระดับข้ันสูงกวาสองที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มได 
11. แยกตัวประกอบของพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มโดยใชทฤษฎีบทเศษเหลือ 
12. แกสมการตัวแปรเดียวได 
13. สามารถหาผลเฉลยของอสมการได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 นิพจนพีชคณิต 

1.2 อนุกรมการแยกตัวประกอบ 

1.3 สมการและอสมการ 

2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

2.1 ศึกษาขอมูล เกี่ยวกบัเรื่องพหุนามการแยกตัวประกอบเพิ่มเติม 

2.2 ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 
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สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 2 
พหุนามและการแยกตัวประกอบ 

 
กอนที่เราจะศึกษาพหนุนามน้ันในเอกสารฉบับบน้ีไดกลาวถึงนิพจนพีชคณิต ซึ่งเปนวิชาที่

ศึกษาการแกโจทยปญหาทางคณิตศาสตรดวยกระบวนการที่อาจสรางข้ึนในรูปของนิพจนที่

ประกอบดวยสญัลกัษณในรูปตัวแปรซึ่งสามารถใชแทนตัวเลข ทําใหวิธีการทางพีชคณิต ซึ่งสิง่ตาง ๆ 

เหลาน้ีสามารถถูกแทนดวยสญัลักษณทางพีชคณิตซึ่งเปนการแปลงประโยคภาษา เปนประโยค

สัญลักษณ ในรูปแบบตาง ๆเชนนิพจนทีอ่ยูในรูป 1
1 1 0

n n
n n
a x a x a x a

     เมื่อ n  เปน

จํานวนเต็มที่ไมเปนลบ และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนใด ๆ ซึ่งเรียกวาพหุนามน่ันเอง ซึ่งเมื่อเรารูจกั

รูปแบบของพหุนามแลวเราสามารถนําหลักการและทฤษฎีบทตาง ๆ ในการแยกตัวประกอบเพือ่

นําไปสูกาแกสมการและอสมการในรูปแบบตาง ๆ เพราะการหาผลเฉลยของสมการและอสมการกําลัง

สองข้ึนไปน้ันถาไดศึกษาการแยกตัวประกอบไดเขาใจแลวเปนอยางดีแลวก็ไมเปนเรื่องยากทีจ่ะ

สามารถหาผลเฉลยของสมการและอสมการไดและในบทน้ีจะแบงเน้ือหาเปน 3 เรื่อง ไดแก นิพจน

พีชคณิต การแยกตัวประกอบพหุนาม สมการและอสมการ ดังน้ี 

 

2.1 นิพจนพีชคณติ 

 นิพจนพีชคณิต มาจากคําสองคําคือคําวา นิพจน และ พีชคณิต ซึ่งพีชคณิตเปนวิชาแขนงหน่ึงใน

คณิตศาสตรเชนเดียวกับเรขาคณิต หรอืตรีโกณมิติ แตพีชคณิตเปนวิชาที่จะศึกษาการแกโจทยปญหา

ทางคณิตศาสตรดวยกระบวนการที่อาจสรางข้ึนในรปูของนิพจนทีป่ระกอบดวยสญัลกัษณในรูปตัวแปร

ซึ่งสามารถใชแทนตัวเลขเซตของฟงกชัน หรืออะไรก็ได จึงทาํใหวิธีการทางพีชคณิตสามารถใชในการ

แกโจทยปญหาหรือสนับสนุนงานทางคณิตศาสตรหลายสาขา เชน ทางดานเครื่องขาย ติดตอสื่อสาร 

กฎทางฟสกิส แบบจําลองประชากร ผลเชิงสถิติ ซึ่งสิ่งตาง ๆ เหลาน้ีสามารถถูกแทนดวยสัญลักษณ

ทางพีชคณิตซึ่งเปนการแปลงประโยคภาษา เปนประโยคสัญลักษณ ดังจะกลาวในตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.1 ประโยคภาษาและประโยคสญัลกัษณ 

 

ประโยคภาษา ประโยคสัญลักษณ 
ศูนยนอยกวาสาม 0 3   
เจ็ดบวกสามไดสิบ 7 3 10    
สองเทาของสามจุดหกมากกวาเจ็ด 2(3.6) 7   

สามบวกกับจํานวนหนึงไดสบิ 3 0n    
สองเทาของจํานวนจํานวนหน่ึงมีคานอยกวาสอบ 2 10x    
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หมายเหตุ 

 ประโยคสัญลักษณจะมีตัวแปรหรอืไมก็ได       

  

 ในการเปลี่ยนประโยคภาษาใหเปนประโยคสัญลักษณ น้ันตองรูจักการใชสัญลักษณแทนสวนที่

กลาวถึงจํานวน และสวนที่แสดงความสัมพันธระหวางจํานวนดังตัวอยางตอไปน้ี (จารุนี สูตะบุตร และ

คณะ, 2533 : 2) 

 

ประโยคภาษา  : สามเทาของจํานวนจํานวนหน่ึงมคีาเทากบัย่ีสบิเอ็ด 

ประโยคสัญลักษณ :             3x                              21   

           (จํานวน)               (ความสัมพันธ)    (จํานวน) 

 ในบางครั้งจะมีขอความที่ยังไมไดเปนประโยคกลาวถึงเพียงแคจํานวน แตยังไมใชประโยค 

เรียกวานิพจน ดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 2.2 ตัวอยางของนิพจน 

 1. 5  เทาของ x   

 2. หน่ึงในสี่ของ b   

 3. จํานวนซึ่งนอยกวา x  อยู 7   

 4. จํานวนที่มากกวา y  อยู 21   

 5. ผลตางของ y  และ 12   

 จากตัวอยางทีผ่านมาจะแสดงถึงขอความที่ยังไมเปนประโยคหรือนิพจน ประโยคภาษา และ 

ประโยคสัญลักษณ จะเห็นไดวาการทีจ่ะเปนประโยคไดน้ันตองแสดงความสัมพันธระหวาจํานวนน่ันเอง

ดังที่ไดแสดงในตัวอยางซึ่งความสมัพันธในพีชคณิตน้ันก็จะไดกลาวในบทนิยาตอไปน้ี(จารุนี สูตะบุตร 

และคณะ, 2533 : 3) 

 

 บทนิยาม 2.1 

  ประโยคสัญลักษณที่กลาวถึงความสัมพันธของจํานวนโดยมสีัญลักษณ 

  (เทากับ) บอกความสัมพันธระหวางจํานวน เรียกวา สมการ 

 

 

 นอกจากสัญลักษณ  แลวยังมีสญัลกัษณ    แทนความสัมพันธ มากกวา 

        แทนความสัมพันธ นอยกวา 

 และ       แทนความสัมพันธ ไมเทากบั หรือ ไมเทากัน 
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 นอกจากสัญลักษณดังกวาวแลว เรายังใชสัญลักษณ   แทนความสัมพันธนอยกวาหรือเทากบั 

สัญลักษณ   แทนความสัมพันธมากกวาหรือเทากบั เชน 

 

 2x    อานวา  x  นอยกวาหรือเทากับ 2  หมายถึง  

2x   หรือ 2x   อีกนัยหน่ึงคือ  

x  มีคาไมเกิน 2   

 

 a b   อานวา  a  นอยกวาหรือเทากับ b  หมายถึง  

a b  หรือ a b  อีกนัยหน่ึงคือ  

a  มีคาไมนอยกวา b   

 

 บทนิยาม 2.2 

  ประโยคสัญลักษณที่กลาวถึงความสัมพันธของจํานวนโดยมสีัญลักษณ 

 , , ,     หรือ   บอกความสมัพันธระหวางจํานวน เรียกวา อสมการ 

 

 

2.2 การแยกตัวประกอบพหุนาม 

 กอนที่เราจะไปศึกษาการแยกตัวประกอบพหุนามน้ันผูเรียนตองรูจักคําวาพหุนามกอน ซึ่ง  

พหุนามคือนิพจนที่อยูในรูป 1
1 1 0

n n
n n
a x a x a x a

     เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 

และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนใด ๆ เมื่อ 0

n
a   และพหุนามน้ีมีระดับข้ัน n  เรียกสมการที่อยูในรูป 

1
1 1 0

0n n
n n
a x a x a x a

      เรียก 0 1
, , ,

n
a a a  วา สัมประสิทธ์ิของพหุนาม เรียก 

พหุนามทีม่ีสมัประสทิธ์ิเปนศูนยทั้งหมดวา พหุนามศูนย เรียกฟงกชันซึง่คาของฟงกชันเปนพหุนามวา 

ฟงกชันพหุนาม (แกว สงขาว และคณะ, 2553 : 202) 

 

ตัวอยาง 2.3  

 5 32 8x x    พหุนามระดับข้ัน 5   

 3 25 3x x   พหุนามระดับข้ัน 3   

 2 3 1x x    พหุนามระดับข้ัน 2   
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 เมื่อเราทราบขอมูลเบื้องตนตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับพหุนามแลวตอไปจะเปนการศึกษาการ

แยกตัวประกอบพหุนามโดยจะเริ่มศึกษาจากการแยกตัวประกอบพหุนามจากงายไปหายากตามหัวขอ

ตอไปน้ี 

 

2.2.1 การแยกตัวประกอบพหุนามระดับขั้นสอง 

 สําหรับการแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองน้ีพหุนามทีเ่ราจะศึกษาในหัวขอน้ีเปน 

พหุนามระดับข้ันสองที่มีตัวแปรเดียวเทาน้ัน ดังจะกลาวในบทนิยามตอไปน้ี (กมล เอกไทยเจรญิ, 2552 

: 265) 

 

 

 บทนิยาม 2.3 

   พหุนามระดับข้ึนสองคือพหุนามที่อยูในรปู 2ax bx c   เมื่อ x  เปนตัวแปร 

 และ , ,a b c  เปนคาคงตัวโดยที่ 0a   เรียกวา พหุนามดีกรีสองท่ีมีตัวแปรเดียว 

 

จากบทนิยาม 2.3 

 เรียก a  วาสัมประสิทธ์ิของตัวแปรยกกําลังสอง 

 เรียก b  วาสัมประสิทธ์ิของตัวแปรยกกําลัวหน่ึง 

 เรียก c  วาคาคงตัว 

 

ตัวอยาง 2.4 ตัวอยางของพหุนามดีกรีสองที่มีตัวแปรเดียวพรอมทั้งหาสัมประสทิธ์ิของตัวแปรกําลัง

สอง ( )a  สัมประสทิธ์ิของตัวแปรกําลังหน่ึง ( )b  และคาคงตัว ( )c   

 

พหุนาม a  b  c  
2 3 4x x    1   3   4   
22 5x x   2   1   5   

2 3x x  1   3   0   
27 1x   7   0   1   
24x  4   0   0   

 

 เมื่อเราทราบนิยามพรอมทัง้ไดเห็นตัวอยางพหุนามดีกรสีองที่มีตัวแปรเดียวแลวตอไปจะเปน

การแยกตัวประกอบพหุนามวิธีตาง ๆ ดังตอไปน้ี 
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 1). การแยกตัวประกอบพหุนาม 2x bx c   เมื่อ c m n   และ b m n     

สําหรับกรณีน้ีจงึเปนการแยกพหุนามที่อยูในรปู 2ax bx c   และ 1a   โดยที่สามารถหา m  

และ n  ไดเทาน้ัน และเมือ่หา m  และ n  ไดแลวน้ันจึงทําใหการแยกตัวประกอบพหุนามมรีูปแบบ

ดังน้ี 

   2 ( )( )x bx c x m x n      

ตัวอยาง 2.5 จงแยกตัวประกอบของ 2 5 6x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  6 3 2    

 และ  5 3 2   

ดังน้ัน  2 5 6 ( 3)( 2)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.6 จงแยกตัวประกอบของ 2 5 6x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก    6 ( 3) ( 2)      

 และ  5 ( 3) ( 2)      

ดังน้ัน  2 5 6 ( 3)( 2)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.7 จงแยกตัวประกอบของ 2 3 10x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  10 ( 5) 2      

 และ   3 ( 5) 2     

ดังน้ัน  2 3 10 ( 5)( 2)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.8 จงแยกตัวประกอบของ 2 3 10x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  10 5 ( 2)      

 และ    3 5 ( 2)    

ดังน้ัน  2 3 10 ( 5)( 2)x x x x      

 

 2). การแยกตัวประกอบพหุนาม 2ax bx c   เมื่อ ,a p q c m n      

และ ( ) ( )b p n q m     สําหรบักรณีน้ีจึงเปนการแยกพหุนามทีอ่ยูในรปู 2ax bx c   และ 

0a   โดยที่สามารถหา , ,m n p  และ q  ไดเทาน้ัน โดยมีวิธีการหาดังตอไปน้ี 

 1. กําหนดพหุนามดีกรสีอง 2ax bx c    
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 2. ถามี , ,m n p  และ q  ที่ทําให 

   
( ) ( )

a p q

c m n

b p n q m

 
 
   

 

 3. พิจารณาผลคูณ ( )( )px m qx n   จะพบวา 

   

2

2

2

( )( )

( )

px m qx n pqx pnx qmx mn

pqx pn qm x mn

ax bx c

     

   

  
 

 4. ดังน้ัน สามารถแยกตัวประกอบของ 2ax bx c   ไดดังน้ี 

   2 ( )( )ax bx c px m qx n      

 

ตัวอยาง 2.9 จงแยกตัวประกอบของ 28 14 3x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  8 2 4    

     3 3 1    
 และ 14 (2 1) (4 3)      

ดังน้ัน  28 14 3 (2 3)(4 1)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.10 จงแยกตัวประกอบของ 215 2x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  15 3 5   

     2 ( 1) 2      

 และ    1 (2 3) (( 1) 5)       

ดังน้ัน  215 2 (3 1)(5 2)x x x x      

 

ขอสังเกต 1.1 

 1. กําหนดพหุนามดีกรสีอง 2ax bx c   ถา 0c   แลว m  และ n  จะเปนจํานวนบวก

ทั้งคู หรือจํานวนลบทั้งคู โดยที ่

   -  m  และ n  เปนจํานวนบวกทัง้คู เมื่อ 0b    

   -  m  และ n  เปนจํานวนลบทั้งคู เมือ่ 0b   

 2. ถา 0c   แลว m  และ n  จะเปนจํานวนบวกหน่ึงจํานวน และจํานวนลบหน่ึงจํานวน 

จํานวนใดเปนจํานวนบวกข้ึนอยูกับจํานวน b   
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ตัวอยาง 2.11 จงแยกตัวประกอบของ 212 6x x    

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 212 6 (12 6)x x x x        

 และ  12 4 3   

             6 ( 3) 2      

                 1 (4 2) (3 ( 3))       

 จะไดวา 2(12 6) (4 3)(3 2)x x x x        

 หรือ     ( 4 3)(3 2)x x      

 หรือ     (4 3)( 3 2)x x     

ดังน้ัน  212 6 (4 3)(3 2)x x x x        หรือ ( 4 3)(3 2)x x   หรือ 

(4 3)( 3 2)x x    

 

 3). การแยกตัวประกอบพหุนามระดับขั้นสองท่ีเปนผลตางกําลังสอง การแยกตัวประกอบ

พหุนามระดับข้ันสองที่เปนผลตางกําลังสองเปนการแยกตัวประกอบโดยใชสูตรของผลตางกําลังสองมี

รูปแบบดังน้ี (กมล เอกไทยเจรญิ, 2552 : 269) 

   2 2 ( )( )A B A B A B      

 

ตัวอยาง 2.12 ตัวอยางการแยกตัวประกอบโดยใชสูตรผลตางของกําลังสองเบื้องตน 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2 2

1 1 ( 1)( 1)

4 2 ( 2)( 2)

4 9 (2 ) 3 (2 3)(2 3)

1 1 1 1
25 5 ( 5)( 5)

9 3 3 3

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

     

     

     

 
      

 

  

 

 การแยกตัวประกอบโดยใชสูตรผลตางของกําลงัสอง ที่จะกลาวตอไปมีสวนเกี่ยวขอกบัจํานวน

ในรูปแบบกรณฑทีส่อง ซึง่ไดกลาวมาแลวในเน้ือหาบททีผ่านมา ตอไปน้ีจะเปนตัวอยางการแยกตัว

ประกอบของพหุนามระดับข้ันสองซึง่ใชสูตรของผลตางกําลังสองและเกี่ยวของกับจํานวนที่อยูในรูป

กรณฑทีส่อง 

 

ตัวอยาง 2.13 จงแยกตัวประกอบของ 2 2x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  22 ( 2)  

 น่ันคือ   2 2 22 ( 2)x x     
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     ( 2)( 2)x x     

ดังน้ัน  2 2 ( 2)( 2)x x x     

 

ตัวอยาง 2.14 จงแยกตัวประกอบของ 25 4x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  24 2  และ 25 ( 5)   

 น่ันคือ 2 2 25 4 ( 5 ) 2x x     

     ( 5 2)( 5 2)x x     

ดังน้ัน  25 4 ( 5 2)( 5 2)x x x     

 

ตัวอยาง 2.15 จงแยกตัวประกอบของ 23 7x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  23 ( 3)  และ 27 ( 7)   

 น่ันคือ 2 2 23 7 ( 3 ) ( 7)x x     

     ( 3 7)( 3 7)x x     

ดังน้ัน  23 7 ( 3 7)( 3 7)x x x     

 

ตัวอยาง 2.16 จงแยกตัวประกอบของ 2( 2) 5x    

วิธีทํา เน่ืองจาก  25 ( 5)   

 น่ันคือ 2 2 2( 2) 5 ( 2) ( 5)x x       

          
   
   
( 2) 5 ( 2) 5

2 5 2 5 ]
x x

x x

    

    
  

ดังน้ัน     2( 2) 5 2 5 2 5x x x        

 

ตัวอยาง 2.17 จงแยกตัวประกอบของ 216
( 1) 32

25
x    

วิธีทํา เน่ืองจาก  
2

16 4
25 5

 
  
 

      และ  

 2 2 232 ( 32) ( 4 4 2) (4 2)        

 น่ันคือ 
2

2 2 216 4
( 1) 32 ( 1) (4 2)

25 5
x x

 
     

 
  



53 

       

2

24
( 1) (4 2)
5

4 4
( 1) 4 2 ( 1) 4 2
5 5

4 4 4 4
4 2 4 2

5 5 5 5

]
]

x

x x

x x

 
   
 

      
          

      

   
       
   

  

ดังน้ัน  216 4 4 4 4
( 1) 32 4 2 4 2

25 5 5 5 5
x x x

   
         

   
 

ตัวอยาง 2.18 จงแยกตัวประกอบของ 29
48 (2 1)

8
x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 2 248 ( 48) ( 4 4 3) (4 3)       และ  

      

2 2 2
9 9 3 3 3
8 8 2 2 2 2 2

                     
  

 น่ันคือ 
2

2 2 29 3
48 (2 1) (4 3) (2 1)

8 2 2
x x

 
     

 
  

        

2

2

2

2

3
(4 3) (2 1)

2 2

3 3
(4 3)

2 2 2

3 3 3 3
(4 3) (4 3)

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3
4 3 4 3

2 2 2 2 2 2

]
]

]

x

x

x x

x x

 
   

 

 
   

 
      

          
         

   
       
   

  

ดังน้ัน  29 3 3 3 3
48 (2 1) 4 3 4 3

8 2 2 2 2 2 2

x x
x

   
         

   
 

 4). การแยกตัวประกอบพหุนามระดับขั้นสองโดยวิธีทําเปนกําลังสองสมบูรณ การแยกตัว

ประกอบพหุนามระดับข้ันสองโดยวิธีทําเปนกําลังสองสมบูรณเปนการแยกตัวประกอบโดยใชสูตรกําลัง

สองสมบูรณ ดังตอไปน้ี (กมล เอกไทยเจริญ, 2552 : 272-278) 

    22 22A AB B A B       และ 

    22 22A AB B A B     
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 เมื่อ A  และ B  เปนคาคงที่ใด ๆ สําหรบัการใชสูตรกําลังสองสมบูรณ เพื่อทําใหพนุหนาม

ดีกรีสอง ใหเปนกําลังสองสมบูรณ  

ตัวอยาง 2.19 การแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองโดยวิธีทําเปนกําลงัสองสมบรูณ 

 1. 2 2 22(3) 3 ( 3)x x x      

 2. 2 2 23(2) 2 ( 2)x x x      

 3. 2 2 22(10) 10 ( 10)x x x      

 4. 2 2 2(2 ) 2(5)(2 ) 5 (2 5)x x x      

ตัวอยาง 2.20 จงแยกตัวประกอบของ 2 2 5 5x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  25 ( 5)   

 น่ันคือ 2 2 22 5 5 2 5 ( 5)x x x x       

              2( 5)x   

ดังน้ัน  2 22 5 5 ( 5)x x x     

ตัวอยาง 2.21 จงแยกตัวประกอบของ 24 8 3 12x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 2 2 24 ( 4) ( 2 2) 2        และ   

   2 2 212 ( 12) ( 2 2 3) 2( 3)       และ 

        8 3 2(4 3) 2 2 2 3x      

 น่ันคือ 2 2 24 8 3 12 (2 ) 2 2 2 3 2( 3)x x x x         

                   

2 2

2 2

2

2

2 2

2

(2 ) 2 2 3(2 ) 2( 3)

(2 ) 2(2 3)(2 ) 2( 3)

(2 2 3)

2( 3)

2 ( 3)

4( 3)

]
]
]
]
]

x x

x x

x

x

x

x

   

  

 

 

 

 

 

ดังน้ัน  2 24 8 3 12 4( 3)x x x     

 จากการสงัเกตพหุนามในตัวอยาง 2.21 พบวา แตละพจนของพหุนามมีตัวประกอบรวมคือ 4 

ดังน้ัน เพื่อทําใหงายข้ึนอาจแยกตัวประกอบไดอีกวิธีหน่ึง ดังตอไปน้ี 
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2 2

2 2

2 2

4 8 3 12 4( 2 3 3)

4 2 3 ( 3)

4( 3)

]
]

x x x x

x x

x

    

     

 

 

 

ตัวอยาง 2.22 จงแยกตัวประกอบของ 22 6 6 27x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 22 ( 2)    และ   

       6 6 2 3 2 3     และ 

           2 2 227 ( 27) ( 3 3 3) (3 3)      

 น่ันคือ 2 2 22 6 6 27 ( 2 ) 2 3 2 3 (3 3)x x x         

                  

2

2

2

2

( 2 ) 2(3 2 3) 3 3

( 2 ) 2(3)( 2)( 3) 3 3

( 2 ) 2(3 3)( 2 ) 3 3

( 2 3 3)

]
]

]

x x

x x

x x

x

   

  

  

 

 

ดังน้ัน  2 22 6 6 27 ( 2 3 3)x x x     

 

ตัวอยาง 2.23 จงแยกตัวประกอบของ 21
2 5 20

4
x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 

2

1 1
4 2

 
 
 
 

   และ   

    2 2 220 ( 20) ( 2 2 5) (2 5)      

 น่ันคือ 
2

2 21 1
2 5 20 2 5 (2 5)

4 2
x x x x

 
     

 
  

                  

2

2

2

1 1
2(2 5) (2 5)

2 2

1
2 5

2
]

x x

x

   
     
   
 

  
 

 

ดังน้ัน  
2

21 1
2 5 20 2 5

4 2
x x x
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ตัวอยาง 2.24 จงแยกตัวประกอบของ 
2

2 10 20
2
x

x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 

2

2

1 1 1
2 2 ( 2)

 
  
 
 

     และ   

    2 2 220 ( 20) ( 2 2 5) (2 5)      และ 

   2 10 2 5 2   

 น่ันคือ 
2

2 1
2 10 20 (2 5 2) 2 5

2 2

x
x x x

 
      

 
  

                  

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1
(2 5 2) (2 5)

2

1 2
(2 5)( 2) (2 5)

2 2

1 1
2(2 5)( 2) (2 5)

2 2

1 1
( 2)( 2)(2 5) (2 5)

2 2

1 1
(2)(2 5) (2 5)

2 2

1 1
2 (2 5) (2 5)

2 2

1

x x

x x

x x

x x

x x

x x

 
   
 

  
         

   
     
   
   

     
   
   

     
   
   

     
   


2

2 5
2
x

 
 

   

ดังน้ัน  
2

2 1
2 10 20 2 5

2 2

x
x x

 
    

 
 

 

 พหุนามระดับข้ันสองบางพหุนามไมสามารถแยกตัวประกอบเปนกําลังสองสมบูรณ แต

สามารถใชวิธีทําเปนกําลังสองสมบรูณ และใชสูตรผลตางของกําลงัสองชวยในการแยกตัวประกอบได

ดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.25 จงแยกตัวประกอบของ 2 4 5x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 24 5 ( 4 ) 5x x x x       

 จัด 2( 4 )x x  ใหเปนกําลังสองสมบูรณไดดังตอไปน้ี 
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 2 2 2

2 2

2

2

2 2

( 2(2)( ) 2 5 2

( 2) 5 2

( 2) 5 4

( 2) 9

( 2) 3

( 2) 3 ( 2) 3

( 1)( 5)

]
]

]
]

]
]

x x

x

x

x

x

x x

x x

    

   

   

  

  

          
  

 

ดังน้ัน  2 4 5 ( 1)( 5)x x x x      

 

ขอสังเกต 1.2 

 ผลการแยกตัวประกอบในตัวอยางที่ 2.21  

   2 4 5 ( 1)( 5)x x x x      

 จะเหมือนกับการแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองดวยวิธีที่กลาวมาแลวในหัวขอแรก

กลาวคือ  

   เน่ืองจาก  4 1 5     

   และ      5 1 5     

 ดังน้ัน  2 4 5 ( 1)( 5)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.26 จงแยกตัวประกอบของ 2 8 10x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 28 10 ( 8 ) 10x x x x       

 จัด 2 8x x  ใหเปนกําลังสองสมบูรณไดดังตอไปน้ี 

              

 2 2 2

2 2

2

2

2 2

( 2(4) 4 10 4

( 4) 10 4

( 4) 10 16

( 4) 6

( 4) ( 6)

( 4) 6 ( 4) 6

( 4 6)( 4 6)

]
]

]
]

]
]

x x

x

x

x

x

x x

x x

    

   

   

  

  

             
    

 

ดังน้ัน  2 8 10 ( 4 6)( 4 6)x x x x        
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ตัวอยาง 2.23 จงแยกตัวประกอบของ 2 7 10x x   

วิธีทํา 2 27 10 ( 7 ) 10x x x x       

             

2 2

2 7 7 7
( 2 10

2 2 2
x x

                       
 

            

2

2

2

2

2 2

7 7 49
( 2 10

2 2 4

7 40 49
(

2 4 4

7 9
(

2 4

7 3
(

2 2

7 3 7 3
( (

2 2 2 2

7 3 7 3
2 2 2 2

10
2

]
]
]

]
]

x x

x

x

x

x x

x x

x

                 

   
      
   

 
   
 

   
     
   

          
              

          

   
       
   


 


13
2

13
( 5)

2

]
]

x

x x

  
  

  

 
   

 

 

ดังน้ัน  2 13
7 10 ( 5)

2
x x x x

 
     

 
 

 การแยกตัวประกอบพหุนามโดยวิธีทําเปนกําลงัสองสมบรูณของพหุนามระดับข้ันสองใน

ตัวอยางที่ผานมาจะพบวา สัมประสิทธ์ิของ 2x  เทากับ 1  ในกรณีที่สัมประสิทธ์ิของ 2x  ไมเทากับ 1  

หากตองการแยกตัวประกอบโดยวิธีกําลงัสองสมับรูณ สามารถทําไดโดยใชสมบัติการแจกแจงเพื่อทําให

สัมประสิทธ์ิของ 2x  ใหเทากับ 1 กอน ดังตัวอยางตอไปน้ี 
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ตัวอยาง 2.27 จงแยกตัวประกอบของ 23 24 30x x   

วิธีทํา 2 23 24 30 3( 8 10)x x x x       

                   

 

   
   

2 2 2

2 2

2

2

2

2 2

3 2(4) (4) 10 (4)

3 ( 4) 10 (4)

3 ( 4) 10 16

3 ( 4) 6

3 ( 4) 6

3 ( 4) ( 6)

3 ( 4) 6 ( 4) 6

3 4 6 4 6

3( 4 6)( 4 6)

]
]

]
]
]

]
]
]

x x

x

x

x

x

x

x x

x x

x x

      

     

     

    

    
     
       
       

    

 

ดังน้ัน  23 24 30 3( 4 6)( 4 6)x x x x        

 

ตัวอยาง 2.28 จงแยกตัวประกอบของ 2 15 40x x    

วิธีทํา 2 215 40 ( 15 40)x x x x         

      

2 2

2

2 2

2

2

2

2

15 15 15
( 2 40

2 2 2

15 15
40

2 2

15 225
40

2 4

15 160 225
2 4 4

15 65
2 4

15
2

]
]

]

x x

x

x

x

x

x

                            
            
     
        
   
        
   
       
   

 
    

 

2

65
2
]    
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15 65 15 65
2 2 2 2

15 65 15 65
2 2

15 65 15 65
2 2

]
]
]

x x

x x

x x

   
        
      
            
        

   
     
  
  

 

ดังน้ัน  2 15 65 15 65
15 40

2 2
x x x x

    
         
   
   

 

ตัวอยาง 2.29 จงแยกตัวประกอบของ 23 2 5x x    

วิธีทํา  2 2 2 5
3 2 5 3

3 3
x x x x

 
       

 
  

    

2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 5
3 (

3 3

1 1 5 1
3 ( 2

3 3 3 3

1 5 1
3

3 3 9

1 15 1
3

3 9 9

1 16
3

3 9

1 4
3

3 3

]
]
]
]

x x

x x

x

x

x

x

  
     

  
                            
        
   
        
   
       
   
           
     

 

1 4 1 4
3

3 3 3 3

1 4 1 4
3

3 3 3 3

5
3 1

3

]
]
]

]

x x

x x

x x
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5
3 1

3

5 1
3

]
]

x x

x
x

 
    

 

 
   
 

 

ดังน้ัน   23 2 5 5 1
3
x

x x x
 

      
 

 

 

2.2.2 การแยกตัวประกอบพหุนามระดับขั้นสาม 

 1). การแยกตัวประกอบผลบวกกําลังสามและการแยกตัวประกอบผลตางกําลังสาม พหุนาม

ระดับข้ันสามบางพหุนามที่มรีูปแบบเฉพาะสามารถแยกตัวประกอบได โดยใชสูตรการแยกตัวประกอบ

ผลบวกกําลงัสามและสูตรการแยกตัวประกอบผลตางกําลงัสาม ดังตอไปน้ี (สุชิน ทํามาหากิน, 2540 : 

128) 

   
3 3 2 2

3 3 2 2

( )( )

( )( )

A B A B A AB B

A B A B A AB B

    

    
  

 เมื่อ A  และ B  เปนคาคงที่ใด ๆ สําหรบัการใชสูตรการแยกตัวประกอบผลบวกกําลงัสาม

และสูตรการแยกตัวประกอบผลตางกําลังสาม แสดงไดดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.30 จงแยกตัวประกอบของ 3 64x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 364 4  

 จะได 3 3 364 4x x     

             
2 2

2

( 4)( 4 4 )

( 4)( 4 16)

x x x

x x x

   

   
 

ดังน้ัน  3 264 ( 4)( 4 16)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.31 จงแยกตัวประกอบของ 3 64x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 364 4  

 จะได 3 3 364 4x x     

             
2 2

2

( 4)( 4 4 )

( 4)( 4 16)

x x x

x x x

   

   
 

ดังน้ัน  3 264 ( 4)( 4 16)x x x x      
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ตัวอยาง 2.32 จงแยกตัวประกอบของ 38 125x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3125 5  และ 3 38 (2 )x x  

 จะได 3 3 38 125 (2 ) 5x x     

       
2 2

2

(2 5) (2 ) (2 )(5) 5

(2 5)(4 10 25)

x x x

x x x

     
   

 

ดังน้ัน  3 28 125 (2 5)(4 10 25)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.33 จงแยกตัวประกอบของ 38 125x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3125 5  และ 3 38 (2 )x x  

 จะได 3 3 38 125 (2 ) 5x x     

       
2 2

2

(2 5) (2 ) (2 )(5) 5

(2 5)(4 10 25)

x x x

x x x

     
   

 

ดังน้ัน  3 28 125 (2 5)(4 10 25)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.34 จงแยกตัวประกอบของ 3 3( 5) ( 7)x x    

วิธีทํา 3 3 2 2( 5) ( 7) ( 5) ( 7) ( 5) ( 5)(3 7) ( 7)x x x x x x x x                    

         

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 5 7) ( 5) ( 5)( 7) ( 7)

12 ( 10 5 ) ( 2 35) ( 14 7 )

12 ( 10 25) ( 2 35) ( 14 49)

12 10 25 2 35 14 49

12 10 2 14 25 35 49

]
]

]

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

              

           

           

           

          
2

2

2

12(3 6 39)

12(3)( 2 13)

36( 2 13)

]
]
]
]

x x

x x

x x



   

   

   

 

ดังน้ัน  3 3 2( 5) ( 7) 36( 2 13)x x x x        

 

ตัวอยาง 2.35 จงแยกตัวประกอบของ 3 3( 5) ( 7)x x    

วิธีทํา 3 3 2 2( 5) ( 7) ( 5) ( 7) ( 5) ( 5)(3 7) ( 7)x x x x x x x x                    
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2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 5 7) ( 5) ( 5)( 7) ( 7)

(2 2) ( 10 5 ) ( 2 35) ( 14 7 )

(2 2) ( 10 25) ( 2 35) ( 14 49)

(2 2) 10 25 2 35 14 49

(2 2) 10 2 14

]
]

]

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

              

           

           

           

      

2

2

25 35 49

(2 2)( 2 109)

2( 1)( 2 109)

]
]
]

x x x

x x x

    

   

   

 

ดังน้ัน  3 3 2( 5) ( 7) 2( 1)( 2 109)x x x x x        

ตัวอยาง 2.36 จงแยกตัวประกอบของ 38 125x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3125 5  และ 3 38 (2 )x x  

 จะได 3 3 38 125 (2 ) 5x x     

       
2 2

2

(2 5) (2 ) (2 )(5) 5

(2 5)(4 10 25)

x x x

x x x

     
   

 

ดังน้ัน  3 28 125 (2 5)(4 10 25)x x x x      

ตัวอยาง 2.37 จงแยกตัวประกอบของ 38 125x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3125 5  และ 3 38 (2 )x x  

 จะได 3 3 38 125 (2 ) 5x x     

       
2 2

2

(2 5) (2 ) (2 )(5) 5

(2 5)(4 10 25)

x x x

x x x

     
   

 

ดังน้ัน  3 28 125 (2 5)(4 10 25)x x x x      

ตัวอยาง 2.38 จงแยกตัวประกอบของ 310 10 216x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3216 6  และ 3 310 10 ( 10 )x x  

 จะได 3 3 310 10 216 ( 10 ) 6x x     

              

2 2

2

( 10 6) ( 10 ) ( 10 )(6) 6

( 10 6) (10 ) 6 10 36 ]
x x x

x x x

      
      

 

ดังน้ัน  3 210 10 216 ( 10 6) (10 ) 6 10 36x x x x       
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ตัวอยาง 2.39 จงแยกตัวประกอบของ 310 10 216x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3216 6  และ 3 310 10 ( 10 )x x  

 จะได 3 3 310 10 216 ( 10 ) 6x x     

              

2 2

2

( 10 6) ( 10 ) ( 10 )(6) 6

( 10 6) (10 ) 6 10 36 ]
x x x

x x x

      
      

 

ดังน้ัน  3 210 10 216 ( 10 6) (10 ) 6 10 36x x x x       
 

 

 2). การแยกตัวประกอบกําลังสามของผลบวก และกําลังสามของผลตาง สําหรบัการแยกตัว

ประกอบพหุนามที่อยูในรปูแบบกําลงัสามของผลบวก และกาํลังสามของผลตาง ก็เปนการแยกตัว

ประกอบทีม่ีรปูแบบเฉพาะเชนกัน และสามารถแยกตัวประกอบได โดยใชสูตรการแยกตัวประกอบ

กําลังสามของผลบวก และกําลงัสามของผลตาง โดยอาศัยจากการแยกตัวประกอบดังตอไปน้ี (กมล 

เอกไทยเจริญ, 2552 : 284) 

   

2

2 2

2 2 2 2

3 2 2 3

3 2 3

3

2 2

2

( ) ( )( )

( )( 2 )

( 2 ) ( 2 )

2 2

3 3

A B A B A B

A B A AB B

A A AB B B A AB B

A A B AB A B AB B

A A B AB B

   

   

     

     

   

  

 

 ดังน้ัน พหุนามระดับข้ันสามที่อยูในรูปแบบ 
3 2 323 3A A B AB B    สามารถแยกตัว

ประกอบไดดังน้ี  

 
3 2 32 33 3 ( ) ( )( )( )A A B AB B A B A B A B A B          

เรียก 3( )A B  วา กําลังสามของผลบวก 

และในทํานองเดียวกันกําลังสามของผลตางจะไดวา  

   

2

2 2

2 2 2 2

3 2 2 3

3 2 3

3

2 2

2

( ) ( )( )

( )( 2 )

( 2 ) ( 2 )

2 2

3 3

A B A B A B

A B A AB B

A A AB B B A AB B

A A B AB A B AB B

A A B AB B
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 ดังน้ัน พหุนามระดับข้ันสามที่อยูในรูปแบบ 
3 2 323 3A A B AB B    สามารถแยกตัว

ประกอบไดดังน้ี  

 
3 2 32 33 3 ( ) ( )( )( )A A B AB B A B A B A B A B          

เรียก 3( )A B  วา กําลังสามของผลตาง 

 

ตัวอยาง 2.40 จงแยกตัวประกอบของ 3 26 12 8x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

6 12 8 3(2) 3(4) 2

3(2) 3 (2 ) 2

( 2)

( 2)( 2)( 2)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 26 12 8 ( 2)( 2)( 2)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.41 จงแยกตัวประกอบของ 3 212 48 64x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

12 48 64 3(4) 3(16) 4

3(4) 3 (4 ) 4

( 4)

( 4)( 4)( 4)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 212 48 64 ( 4)( 4)( 4)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.42 จงแยกตัวประกอบของ 3 227 54 36 8x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 3

3 2 2 3

3 2 3 3

3

27 54 36 8 (3 ) 3(18) 3(12) 2

(3 ) 3(2)(9) 3(3)(4) 2

(3 ) 3(2)(3 ) 3(4)(3 ) 2

(3 ) 3(2)(3 ) 3(3 )2 2

(3 2)

(3 2)(3 2)(3 2)

]
]
]

]
]

x x x x x x

x x x

x x x

x x x

x

x x x

      

   

   

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 227 54 36 8 (3 2)(3 2)(3 2)x x x x x x        
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ตัวอยาง 2.43 จงแยกตัวประกอบของ 3 23 2 6 2 2x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 
3 2 3 2 3

3 2 2 3

3 2 6 2 2 3 2 3(2) ( 2)

3 2 3 ( 2) ( 2) ]
x x x x x x

x x x

      

   
 

    
3( 2)

( 2)( 2)( 2)

]
]

x

x x x

 

   
 

ดังน้ัน  3 212 48 64 ( 2)( 2)( 2)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.44 จงแยกตัวประกอบของ 3 26 12 8x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

6 12 8 3(2) 3(4) 2

3(2) 3 (2 ) 2

( 2)

( 2)( 2)( 2)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 26 12 8 ( 2)( 2)( 2)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.45 จงแยกตัวประกอบของ 3 212 48 64x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

12 48 64 3(4) 3(16) 4

3(4) 3 (4 ) 4

( 4)

( 4)( 4)( 4)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 212 48 64 ( 4)( 4)( 4)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.46 จงแยกตัวประกอบของ 3 227 54 36 8x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 3

3 2 2 3

3 2 3 3

27 54 36 8 (3 ) 3(18) 3(12) 2

(3 ) 3(2)(9) 3(3)(4) 2

(3 ) 3(2)(3 ) 3(4)(3 ) 2

(3 ) 3(2)(3 ) 3(3 )2 2

]
]
]

x x x x x x

x x x

x x x

x x x
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3(3 2)

(3 2)(3 2)(3 2)

]
]

x

x x x

 

   
 

ดังน้ัน  3 227 54 36 8 (3 2)(3 2)(3 2)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.47 จงแยกตัวประกอบของ 3 23 2 6 2 2x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

3 2 6 2 2 3 2 3(2) ( 2)

3 2 3 ( 2) ( 2)

( 2)

( 2)( 2)( 2)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 212 48 64 ( 2)( 2)( 2)x x x x x x        

 

2.2.2 การแยกตัวประกอบของพหุนามระดับขั้นสูงกวาสองท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนเต็ม 

 ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงการแยกตัวประกอบของพหุนามระดับข้ันสูงกวาสองทีม่ีสมัประสทิธ์ิเปน

จํานวนเต็ม โดยไดตัวประกอบทีเ่ปนพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มเชนกัน การแยกตัว

ประกอบดังกลาว บางครั้งจําเปนตองใชสูตรการแยกตัวประกอบตาง ๆ ที่ไดศึกษามาแลวในหัวขอที่

ผานมา เชน ผลตางกําลงัสอง การทําใหเปนกําลังสองสมบูรณ ผลบวกของกําลงัสาม ผลตางของกําลัง

สาม กําลงัสามของผลบวก หรือกําลงัสามของผลตาง ดังตัวอยางตอไปน้ี (กมล เอกไทยเจรญิ, 2552 : 

289-293) 

 

ตัวอยาง 2.47 จงแยกตัวประกอบของ 3 212 48 56x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2

3 2 2 3 3

3 2 2 3

3

3 3

2 2

12 48 56 3(4) 3(16) 56

3(4) 3 (4 ) 4 56 4

3(4) 3 (4 ) 4 56 64

( 4) 8

( 4) 2

( 4) 2 ( 4) 2( 4) 2

]
]

]
]

]

x x x x x x

x x x

x x x

x

x

x x x
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2

2

2

( 2) ( 8 16) (2 8) 4

( 2) 8 16 2 8 4

( 2)( 10 28)

]
]

]

x x x x

x x x x

x x x

        
        

   

 

ดังน้ัน  3 2 212 48 56 ( 2)( 10 28)]x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.49 จงแยกตัวประกอบของ 3 28 36 54 91x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2

3 2

3 2 2 3 3

3 2 2 3

3

3

3 3

8 36 54 91 (2 ) 3(12) 3(18) 91

(2 ) 3(3)(4) 3(9)(2) 91

(2 ) 3(3)(2 ) 3(2 )(3 ) 3 91 3

(2 ) 3(3)(2 ) 3(2 )(3 ) 3 91 27

(2 3) 91 27

(2 3) 64

(2 3) 4

(2 3) 4 (2

]
]
]

]
]
]

x x x x x x

x x x

x x x

x x x

x

x

x

x x

      

   

     

       
   

  

  

     
2

2

2

2

3) 4(2 3) 16

(2 7) (4 12 9) (8 12) 16

(2 7)(4 12 9 8 12 16)

(2 7)(4 4 13)

]
]

]
]

x

x x x x

x x x x

x x x

    
        

      

   

 

ดังน้ัน  3 2 28 36 54 91 (2 7)(4 4 13)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.50 จงแยกตัวประกอบของ 481 625x   

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

4 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

81 625 (9 ) 25

(9 25)(9 25)

(9 5 )(9 25)

(3 ) 5 (9 25)

(3 5)(3 5) (9 25)

(3 5)(3 5)(9 25)

]
]
]
]
]

x x

x x

x x

x x

x x x

x x x

  

  

  

    
     

   

 

ดังน้ัน  4 281 625 (3 5)(3 5)(9 25)x x x x      
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ตัวอยาง 2.51 จงแยกตัวประกอบของ 4 324x   

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

4 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

324 ( ) 18

( ) 2(18) 18 2(18)

( 18) 2(18)

( 18) 36

( 18) (6 )

( 18) 6 ( 18) 6

( 6 18)( 6 18)

]
]
]
]

]
]

x x

x x x

x x

x x

x x

x x x x

x x x x

  

     
  

  

  

          
    

 

     

ดังน้ัน  4 2 2324 ( 6 18)( 6 18)x x x x x       

ตัวอยาง 2.52 จงแยกตัวประกอบของ 6 729x   

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

6 3 2 3 2

3 3 3 3

2 2

2 2

729 ( ) (3 )

( 3 )( 3 )

( 3)( 6 9) ( 3)( 6 9)

( 3)( 3)( 3 9)( 3 9)

]
]

]

x x

x x

x x x x x x

x x x x x x

  

  

            
      

 

ดังน้ัน  6 2 2729 ( 3)( 3)( 3 9)( 3 9)x x x x x x x         

 การแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองกวาสองบางพหุนามสามารถทําไดโดยการใชสมบัติ

การเปลี่ยนหมู สมบัติการสลบัที่ และสมบัติการแจกแจง รวมถึงการใชสูตรการแยกตัวประกอบที่กลาว

ไปแลว เชน ผลตางของกําลงัสอง ผลบวกของกําลงัสาม และผลตางของกําลังสาม ดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 2.53 จงแยกตัวประกอบของ 4 3 23 4 12x x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

4 3 2 4 3 2

3

3

2 2

3 4 12 ( 3 ) (4 12 )

( 3) 4 ( 3)

( 4 )( 3)

( 2 )( 3)

( 2)( 2)( 3)

]
]
]
]

x x x x x x x x

x x x x

x x x

x x x

x x x x

      

   

  

  

   

 

ดังน้ัน  4 3 23 4 12 ( 2)( 2)( 3)x x x x x x x x        
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ตัวอยาง 2.54 จงแยกตัวประกอบของ 3 26 18 27x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

3 2 3 2

3 2

3 3 2

2

2

2

2

6 18 27 27 6 18

( 27) (6 18 )

( 3 ) (6 18 )

( 3)( 3 9) 6 ( 3)

( 3) ( 3 9) 6

( 3)( 3 9 6 )

( 3)( 3 9)

]
]

]
]
]

]

x x x x x x

x x x

x x x

x x x x x

x x x x

x x x x

x x x

      

   

   

     

      
    

   

 

ดังน้ัน 3 2 26 18 27 ( 3)( 3 9)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.55 จงแยกตัวประกอบของ 4 3 25 10 8x x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

4 3 2 3 2

3 2

3

3 3

2

2

2

2

5 10 8 ( 5 10 8)

( 8) (5 10 )

( 8) 5 ( 2)

( 2 ) 5 ( 2)

( 2)( 2 4) 5 ( 2)

( 2) ( 2 4) 5

( 2)( 2 4 5 )

( 2)( 7 4)

]
]
]

]
]
]

]

x x x x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

      

     
     
     
       

      
    

   

 

ดังน้ัน  4 3 2 25 10 8 ( 2)( 7 4)]x x x x x x x x        

 

2.2.3 การแยกตัวประกอบของพหุนามท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนเต็มโดยใชทฤษฎีบทเศษเหลือ  

 สําหรับการแยกตัวประกอบพหุนามที่โดยใชทฤษฎีบทเศษเหลือน้ันเน้ือหาทีจ่ะกลาวในเอกสาร

ฉบับน้ีน้ัน คือพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิของทุกพจนเปนจํานวนเต็ม และตัวประกอบที่ไดจะเปนพหุนามที่

มีสัมประสิทธ์ิของทุกพจนเปนจํานวนเต็มดวยเชนกัน ดังน้ันกอนที่เราจะไปศึกษาการแยกตัวประกอบ

ของพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มโดยใชทฤษฎีบทเศษเหลอืน้ันจะขอกลาวถึงทฤษฎีบทที่

เกี่ยวของดังตอไปน้ี (รณชัย มาเจริญทรัพย, 2551 : 135) 
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 ทฤษฎีบท 2.1 (ทฤษฎีบทเศษเหลือ) 

   1
1 1 0

( ) n n
n n

P x a x a x a x a
      เปนพหุนามที่ n  เปนจํานวนเต็ม 

 ที่ไมเปนลบ และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ ซึ่ง 0

n
a   ถาหารพหุนาม ( )P x   

 ดวย x c  เมื่อ c  เปนจํานวนจรงิ จะเหลือเศษเทากับ ( )P c   

 

 

 ทฤษฎีบท 2.2 (ทฤษฎีบทตัวประกอบ) 

   1
1 1 0

( ) n n
n n

P x a x a x a x a
      เปนพหุนามที่ n  เปนจํานวนเต็ม 

 ที่ไมเปนลบ และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ ซึ่ง 0

n
a   พหุนาม ( )P x  จะมี 

 x c  เปนตัวประกอบก็ตอเมื่อ ( ) 0P c    

 

 

 ตอไปน้ีจะเปนตัวอยางจากทฤษฎีบท 2.1 ทฤษฎีบทเศษเหลอืและทฤษฎีบท 2.2 ทฤษฎีบทตัว

ประกอบ เพือ่ใหผูศึกษาไดเขาใจมากย่ิงข้ึนดังตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.56 กําหนดพหุนาม 2( ) 3 1P x x x    พิจารณาเศษเหลือที่ไดจากการหารดวย 

2x   ดังตอไปน้ี 

   2

2

5

2 3 1

2

5 1

5 10

9

x

x x x

x x

x

x



  





  

 จากการต้ังหารพหุนามจะเห็นวา 9  เปนเศษจากการหาร 2 3 1x x   ดวย 2x   แตถาใช

ทฤษฎีบท 2.1 สามารถทําไดดังน้ี 

 จาก  2( ) 3 1P x x x    

   

2(2) 2 3(2) 1

4 6 1

9

P   
  


 

 น่ันคือ (2) 9P    

ดังน้ัน  9  เปนเศษจากการหาร 2 3 1x x   ดวย 2x   
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ตัวอยาง 2.57 กําหนดพหุนาม 2( ) 2 15P x x x    พิจารณาเศษเหลอืที่ไดจากการหารดวย 

3x   ดังตอไปน้ี 

   2

2

5

3 2 15

3

5 15

5 15

0

x

x x x

x x

x

x



  





  

 จากการต้ังหารพหุนามจะเห็นวา 0  เปนเศษจากการหาร 2 2 15x x   ดวย 3x   แตถา

ใชทฤษฎีบท 2.1 สามารถทําไดดังน้ี 

 จาก  2( ) 2 15P x x x    

   

2(3) 3 2(3) 15

9 6 15

0

P   
  


 

 น่ันคือ (3) 0P    

 จากทฤษฎีบท 2.2 ทําใหไดวา 3x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ 2 2 15x x   

 

ตัวอยาง 2.58 จงแสดงวาพหุนาม 2x   เปนตัวประกอบของพหนุาม 
3 2( ) 3 10 24P x x x x     หรือไม 

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 ( 2)x x      

 และ   3 2( ) 3 10 24P x x x x     

 พิจารณา 3 2( 2) ( 2) 3( 2) 10( 2) 24P          

             8 12 20 24

0

    


 

 น่ันคือ ( 2) 0P     

ดังน้ัน  2x  เปนตัวประกอบหน่ึงของพหุนาม 3 2( ) 3 10 24P x x x x     

 

ตัวอยาง 2.59 จงแสดงวาพหุนาม 3x   เปนตัวประกอบของพหนุาม 
3 2( ) 3 10 24P x x x x     หรือไม 

วิธีทํา ตรวจสอบ 3x    

 จาก   3 2( ) 3 10 24P x x x x     

 พิจารณา 3 2( 3) ( 3) 3( 3) 10( 3) 24P          
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3 2( 3) ( 3) 3( 3) 10( 3) 24

27 27 30 24

6

P        
    


 

 น่ันคือ ( 3) 0P     

ดังน้ัน  3x  ไมเปนตัวประกอบของพหุนาม 3 2( ) 3 10 24P x x x x     

 

 เมื่อเขาใจทฤษฎีบทเศษเหลือและทฤษฎีบทแยกตัวประกอบแลวเราสามารถนําทั้งสองทฤษฎี

บทมาชวยในการแยกตัวประกอบไดดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.60 จงใชทฤษฎีบทเศษเหลือ แยกตัวประกอบของ 3 25 2 24x x x     

วิธีทํา ให    3 2( ) 5 2 24P x x x x     

 จะได  3 2( 2) ( 2) 5( 2) 2( 2) 24P          

             
8 5(4) 4 24

8 20 4 24

0

]
]

    

    



 

 เน่ืองจาก ( 2) 0P    น่ันคือ ( 2) 2x x     เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )P x  นํา 

2x   ไปหาร ( )P x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

   

2

3 2

3 2

2

2

7 12

2 5 2 24

2

7 2

7 14

12 24

12 24

0

x x

x x x x

x x

x x

x x

x

x

 

   



 

 



 

 จากการต้ังหารจะไดวา  

   
2( ) ( 2)( 7 12)

( 2)( 3)( 4)]
P x x x x

x x x

   

   
 

ดังน้ัน  3 25 2 24 ( 2)( 3)( 4)x x x x x x        
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ตัวอยาง 2.61 จงใชทฤษฎีบทเศษเหลือ แยกตัวประกอบของ 3 19 30x x    

วิธีทํา ให    3( ) 19 30P x x x    

 จะได  3( 2) ( 2) 19( 2) 30P        

             8 38 30

0

   


 

 เน่ืองจาก ( 2) 0P    น่ันคือ ( 2) 2x x     เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )P x  นํา 

2x   ไปหาร ( )P x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

   

2

3 2

3 2

2

2

2 15

2 0 19 30

2

2 19

2 4

15 30

15 30

0

x x

x x x x

x x

x x

x x

x

x

 

   



 

 
 
 

 

 จากการต้ังหารจะไดวา  

   
2( ) ( 2)( 2 15)

( 2)( 3)( 5)]
P x x x x

x x x

   

   
 

ดังน้ัน  3 19 30 ( 2)( 3)( 5)x x x x x       

 

 จากตัวอยางการแยกตัวประกอบพหุนามโดยทฤษฎีบทเศษเหลือน้ันการจะหาคา a  ที่ทําให 

( ) 0P a   น้ันไมงาย โดยเราตองใชการสุมหาคาไปเรื่อย ๆ จนกวาจะไดแตบางครั้งเราไมสามารถรูได

เลยวาจะมีคา a  ที่ทําให ( )P a  เปนศูนยหรือไมดังน้ันจึงตองอาศัยทฤษฎีบทดังน้ี 

 

 

 ทฤษฎีบท 2.3 

   กําหนด 1
1 1 0

( ) n n
n n

P x a x a x a x a
      เปนพหุนามที่  

 n  เปนจํานวนเต็มบวกและ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนเต็ม ถา r  เปนจํานวนเต็ม 

 ที่ทําให ( ) 0P r   แลว r  จะหาร 0
a  ลงตัว 
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 จากทฤษฎีบท 2.3 ทําใหเราสามารถตีกรอบขอบเขตของจํานวนเต็ม a  ซึ่งอาจทําให 

( ) 0P a   ไดแคบลง กลาวคือ ใหพิจารณาเฉพาะจํานวนเต็มทีห่ารพจนคาคงตัวของ ( )P x  ลงตัว

เทาน้ัน ตัวอยางเชน  

   กําหนด 3 2( ) 4 11 6P x x x x      

   จํานวนเต็มทีห่ารคาคงตัว 6  ไดแก 1, 1,2, 2,3, 3,6, 6      

 ดังน้ันจํานวนเต็ม a  ที่อาจจะทําให ( ) 0P a   ใหพิจารณาจากจํานวนเต็มแปดจํานวน

ดังกลาวซึง่ตรวจสอบไดดังตอไปน้ี 

   

(1) 0

(2) 8

(3) 36

(6) 300

P

P

P

P






   

( 1) 200

( 2) 36

( 3) 48

( 6) 0

P

P

P

P

 
 
 
 

 

 จะไดวา จํานวน a  ที่ทําให ( ) 0P a   มีสองจํานวนคือ 1  และ 6   

และประโยชนอีกอยางหน่ึงของทฤษฎีบทเศษเหลือ คือ การแสดงวาพหุนามบางพหุนามไมสามารถ

แยกตัวประกอบออกเปนพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มได ตัวอยางเชน 

   2( ) 2 1P x x x     

 จํานวนที่หาร 1  ลงตัวไดแก 1  และ 1  

 จากการนําจํานวนเต็มเหลาน้ีไปแทน x  ใน ( )P x  จะไดวา 

   
2

2

(1) 1 2(1) 1 2 0

( 1) ( 1) 2( 1) 1 2 0

P

P

     

       
 

 แสดงวา 2 2 1x x   ไมสามารถแยกตัวประกอบเปนพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็ม

ได 

 

ตัวอยาง 2.62 จงใชทฤษฎีบทเศษเหลือแยกตัวประกอบของ 4 3 25 17 129 180x x x x      

วิธีทํา ให   4 3 2( ) 5 17 129 180P x x x x x      

 จะได    4 3 2(3) (3) 5(3) 17(3) 129(3) 180 0P        

 เน่ืองจาก (3) 0P   น่ันคือ 3x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )P x   

 นํา 3x   ไปหาร ( )P x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

   3 2( ) ( 3)( 2 23 60)P x x x x x      

 ให          3 2( ) 2 23 60Q x x x x     

 จะได 3 2(3) (3) 2(3) 23(3) 60 0Q       

 เน่ืองจาก (3) 0Q   น่ันคือ 3x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )Q x   
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 นํา 3x   ไปหาร ( )Q x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

 

  2( ) ( 3)( 20)Q x x x x     

 จะไดวา 2( ) ( 3)( 3)( 20) ( 3)( 3)( 5)( 4)P x x x x x x x x x           

ดังน้ัน  4 3 25 17 129 180 ( 3)( 3)( 5)( 4x x x x x x x x          

 

ตัวอยาง 2.63 จงใชทฤษฎีบทเศษเหลือแยกตัวประกอบของ 5 4 3 23 11 27 10 24x x x x x      

วิธีทํา ให   5 4 3 2( ) 3 11 27 10 24P x x x x x x       

 จะได    5 4 3 2(1) 1 3(1) 11(1) 27(1) 10(1) 24 0P         

 เน่ืองจาก (1) 0P   น่ันคือ 1x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )P x   

 นํา 1x   ไปหาร ( )P x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

   4 3 2( ) ( 1)( 4 7 34 24)P x x x x x x       

 ให          4 3 2( ) 4 7 34 24Q x x x x x      

 จะได 4 3 2( 1) ( 1) 4( 1) 7( 1) 34( 1) 24 0Q             

 เน่ืองจาก ( 1) 0Q    น่ันคือ ( 1) 1x x     เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )Q x   

 นํา 1x   ไปหาร ( )Q x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

 

  3 2( ) ( 1)( 3 10 24)Q x x x x x      

 ให          3 2( ) 3 10 24R x x x x     

 จะได 3 2(3) 3 3(3) 10(3) 24 0R       

 เน่ืองจาก (3) 0R   น่ันคือ 3x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )R x   

 นํา 3x   ไปหาร ( )R x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

 

  2( ) ( 3)( 6 8)R x x x x     

 จาก  ( ) ( 1) ( )P x x Q x   

 และ  ( ) ( 1) ( )Q x x R x   

   2( ) ( 3)( 6 8)R x x x x     

 จะไดวา 2( ) ( 1)( 1)( 3)( 6 8)P x x x x x x       

             ( 1)( 1)( 3)( 4)( 2)x x x x x       

ดังน้ัน  5 4 3 23 11 27 10 24 ( 1)( 1)( 3)( 4)( 2)x x x x x x x x x x            
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2.3 สมการและอสมการ 

 สําหรับเรื่องการแกสมการและอสมการหน่ึงตัวแปรน้ันในตําราฉบับน้ีไมไดกลาวถึงการหาผล

เฉลยของสมการกําลังหน่ึงแตกลาวเฉพาะการหาผลเฉลยของอสมการกําลงัหน่ึงเทาน้ัน และการหาผล

เฉลยของสมการและอสมการกําลงัสองข้ึนไปน้ันถาผูเรียนศึกษาการแยเขาใจเรื่องการแยกตัวประกอบ

เปนอยางดีแลวก็ไมเปนเรื่องยากทีจ่ะสามารถหาผลเฉลยของสมการและอสมการได 

 

2.3.1 การแกสมการตัวแปรเดียว 

 สําหรับการแกสมการ ( ) 0P x   เมื่อ 1
1 1 0

( ) n n
n n

P x a x a x a x a
      โดยที่ 

0 1
, , ,

n
a a a  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับกรณี ที่ 1n   จะไดสมการ 0ax b   และ

สมการดังกลาวมี 
b
a

  เปนผลเฉลย แตสําหรบักรณีที่ 2n   จะไดสมการ 2 0ax bx c    และ

ถา 2 4 0b ac   จะไดคําตอบของสมการเปนจํานวนจริงคือ 

   
2 4
2

b b ac
a

  
 และ 

2 4
2

b b ac
a

  
 

 ถา 2 4 0b ac   จะไดคําตอบของสมการเปนจํานวนจริง 
2
b
a


 แตในกรณี 2 4 0b ac   

จะไดผลเฉลยเปนจํานวนเชิงซอน และสําหรับการแกสมการ ( ) 0P x   เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวก

ใด ๆ หรืออาจจะใชการแยกตัวประกอบของพหุนามที่ไดศึกษาในหัวขอที่ผานมาแลวใช ทฤษฎีบท 

1.12 ที่ไดศึกษาผานมาแลวเชนกันชวยในการหาผลเฉลยดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 2.64 จงหาคําตอบที่เปนจํานวนจริงของสมการ 2 3 10 0x x     

วิธีทํา จาก 2 3 10 0x x    

 จะได  ( 5)( 2) 0x x    

 น่ันคือ  5 0x    หรือ  2 0x    

        5x   หรือ          2x    

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 2 3 10 0x x    คือ 2  หรือ 5  

ตัวอยาง 2.65 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 28 14 3 0x x    

วิธีทํา จาก  28 14 3 0x x    

 จะได  (2 3)(4 1) 0x x    

 น่ันคือ  2 3 0x     หรือ  4 1 0x    

          3
2

x     หรือ       1
4

x    
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ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 28 14 3 0x x    คือ 3
2

  หรือ 
1
4

   

ตัวอยาง 2.66 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 212 6 0x x     

วิธีทํา จาก   212 6 0x x     

 จะได  (4 3)(3 2) 0x x     

   (4 3)(3 2) 0x x    

 น่ันคือ  (4 3) 0x     หรือ  3 2 0x    

            3
4

x    หรือ            2
3

x    

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 212 6 0x x     คือ 3
4

 หรือ 
2
3

   

ตัวอยาง 2.67 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 2 2 0x    

วิธีทํา จาก             2 2 0x    

 จะได  ( 2)( 2) 0x x    

 น่ันคือ  ( 2) 0x      หรือ  ( 2) 0x    

             2x    หรือ                2x    

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 2 2 0x    คือ 2  หรือ 2   

 

ตัวอยาง 2.68 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 23 7 0x    

วิธีทํา จาก                    23 7 0x    

 จะได  ( 3 7)( 3 7) 0x x    

 น่ันคือ  ( 3 7) 0x     หรือ  ( 3 7) 0x    

                 7
3

x    หรือ                      
7
3

x   

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 23 7 0x    คือ 7
3

 หรือ 
7
3
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ตัวอยาง 2.69 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 2 8 10 0x x    

วิธีทํา                               2 8 10 0x x    

   
 

2

2 2 2

2

( 8 ) 10 0

( 2(4) 4 10 4 0

( 4) 6 0

( 4 6)( 4 6) 0

x x

x x

x

x x

  

    

  

    

 

 น่ันคือ  ( 4 6) 0x       หรือ  ( 4 6) 0x     

                   6 4x     หรือ                     6 4x     

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 2 8 10 0x x    คือ 6 4  หรือ 6 4    

 

ตัวอยาง 2.70 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 3 64 0x    

วิธีทํา                              3 64 0x    

   
2 2

2

( 4)( 4 4 ) 0

( 4)( 4 16) 0

x x x

x x x

   

   
 

  น่ันคือ  4 0x      หรือ   2 4 16 0x x    

                 4x      หรือ                     
4 16 4(16)

2
x

 
   

      เน่ืองจาก 16 4(16) 0    

      จึงทําใหคาของ x  ที่ไดเปนจํานวนเชิงซอน 

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 3 64 0x    คือ 4   

 

ตัวอยาง 2.71 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 3 3( 5) ( 7) 0x x     

วิธีทํา              3 3( 5) ( 7) 0x x     

  

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 5) ( 7) ( 5) ( 5)(3 7) ( 7) 0

( 5 7) ( 5) ( 5)( 7) ( 7) 0

(2 2) ( 10 25) ( 2 35) ( 14 49) 0

(2 2) 10 25 2 35 14 49 0

(2 2) 10 2

]
]
]

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x

              

              

           

           

      14 25 35 49 0]x     
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2

2

2

(2 2)( 2 109) 0

2( 1)( 2 109) 0

( 1)( 2 109) 0

]
]
]

x x x

x x x

x x x

   

   

   

 

  น่ันคือ  1 0x      หรือ   2 2 109 0x x    

                1x      หรือ                       
2 4 4(109)

2
x

  
   

 

      เน่ืองจาก 4 4(109) 0    

      จึงทําใหคาของ x  ที่ไดเปนจํานวนเชิงซอน 

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 3 3( 5) ( 7) 0x x     คือ 1   

 

ตัวอยาง 2.72 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 3 26 12 8 0x x x     

วิธีทํา        3 26 12 8 0x x x     

   

3 2

3 2 3

3 2 2 3

3

6 12 8 0

3(2) 3(4) 2 0

3(2) 3 (2 ) 2 0

( 2) 0

( 2)( 2)( 2) 0

]
]
]
]

x x x

x x x

x x x

x

x x x

   

   

   

 

   

 

  น่ันคือ  2 0x       

                 2x       

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 3 26 12 8 0x x x     คือ 2   

 

ตัวอยาง 2.73 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 3 28 36 54 91 0x x x     

วิธีทํา             3 28 36 54 91 0x x x     

        

3 2

3 2

3 2

3 2 2 3 3

8 36 54 91 0

(2 ) 3(12) 3(18) 91 0

(2 ) 3(3)(4) 3(9)(2) 91 0

(2 ) 3(3)(2 ) 3(2 )(3 ) 3 91 3 0

]
]
]

x x x

x x x

x x x

x x x
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3 2 2 3

3

3

3 3

2

2

2

2

(2 ) 3(3)(2 ) 3(2 )(3 ) 3 91 27 0

(2 3) 91 27 0

(2 3) 64 0

(2 3) 4 0

(2 3) 4 (2 3) 4(2 3) 16 0

(2 7) (4 12 9) (8 12) 16 0

(2 7)(4 12 9 8 12 16) 0

(2 7)(4 4 13

]
]
]
]
]
]
]

x x x

x

x

x

x x x

x x x x

x x x x

x x x

       
   

  

  

           
        
      

   ) 0]

 

  น่ันคือ  2 7 0x      หรือ   24 4 13 0x x    

                 
7
2

x      หรือ                        
4 16 4(4)(13)

8
x

  
   

      เน่ืองจาก 16 4(4)(13) 0    

      จึงทําใหคาของ x  ที่ไดเปนจํานวนเชิงซอน 

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 3 28 36 54 91 0x x x     คือ 7
2

   

ตัวอยาง 2.74 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 481 625 0x    

วิธีทํา                                   481 625 0x    

   

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

(9 ) 25 0

(9 25)(9 25) 0

(9 5 )(9 25) 0

(3 ) 5 (9 25) 0

(3 5)(3 5) (9 25) 0

(3 5)(3 5)(9 25) 0

]
]
]
]
]

x

x x

x x

x x

x x x

x x x

 

  

  

    
     

   

 

  น่ันคือ  3 5 0x     หรือ 3 5 0x     หรือ 29 25 0x    

                  
5
3

x     หรือ           
5
3

x    หรือ           
0 0 4(9)(25)

18
x

 
   

                             เน่ืองจาก 0 4(9)(25) 0    

               จึงทําใหคาของ x  ที่ไดเปนจํานวนเชิงซอน 

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 481 625 0x    คือ 5
3

  หรือ 5
3
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ตัวอยาง 2.75 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 4 3 23 4 12 0x x x x     

วิธีทํา   4 3 23 4 12 0x x x x     

        

4 3 2

3

3

2

2 2

( 3 ) (4 12 ) 0

( 3) 4 ( 3) 0

( 4 )( 3) 0

( 4)( 3) 0

( 2 )( 3) 0

( 2)( 2)( 3) 0

]
]
]
]
]

x x x x

x x x x

x x x

x x x

x x x

x x x x

   

   

  

  

  

   

 

  น่ันคือ  0x         หรือ 2 0x    หรือ      2 0x     หรือ 3 0x    

            0x         หรือ        2x   หรือ             2x     หรือ 3x   

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 4 3 23 4 12 0x x x x     คือ 0  หรือ 2  
หรือ 2  หรือ 3  

 

2.3.2 ชวงและการแกอสมการ 

  ถาลากเสนตรงเสนหน่ึงแลวเลือกจุดจุดหน่ึง เรียกวาจุด 0  ใหจุดน้ีแทนจํานวนศูนยเลือก

หนวยความยาวใหจุดทางขวาของ 0  อยูหางจาก 0  เปนระยะ 1,2, 3,...  หนวยแทนจํานวน 

1,2, 3,...  ตามลําดับ และใหจดุทางซายของ 0  อยูหางจาก 0  เปนระยะ 1,2, 3,...  หนวยแทน

จํานวน 1, 2, 3, ...    ตามลําดับ (จํารสั อินสม และประทีป โรจนวิกาต, 2550 : 1-2) 

 

 
 

ภาพประกอบ 2.1  แสดงเสนจํานวนจรงิ 
     ที่มา : ปยรัตน จาตุรันตบุตร. 2547 : 199 

นักคณิตศาสตรถือวา จํานวนจริงทุกจํานวนจะมจีุดบนเสนตรงน้ีจบัคูดวยเพียงจุดเดียว และ

ในทางตรงกันขามทุกจุดบนเสนตรงน้ีจะจับคูกบัจํานวนจริงเพียงจํานวนเดียว และเรียกเสนตรงใน 

ภาพประกอบ 2.1 วา เสนจํานวนจริง 
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บทนิยาม 1.18 

 ถา a  และ b  เปนจํานวนจริงซึ่ง a b  เขียนสัญลกัษณตอไปน้ีแทนสบัเซตของ R  

  ชวงเปด  ,a b    หมายถึง
   :x a x b     

  ชวงปด ,a b      หมายถึง   :x a x b   

  ชวงครึ่งเปด  ,a b  หมายถึง   :x a x b   

  ชวงครึ่งปด ,a b  หมายถึง   :x a x b   

  ชวง  ,a    หมายถึง   :x x a  

ชวง ,a    หมายถึง   :x x a  

 

 

บทนิยาม 1.18 (ตอ) 

ชวง  ,a   หมายถึง   :x x a  

ชวง  ,a     หมายถึง   :x x a  

ชวง  ,    หมายถึง  เซตของจํานวนจรงิ 

 

 

ตัวอยางการเขียนกราฟบนเสนจํานวนจริงแทนชวง 

 
กราฟของชวง  1,3

 
คือ 

 
 

กราฟของชวง 2,5     
คือ 
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กราฟของชวง  ,2
 
คือ 

 

กราฟของชวง  , 1    
คือ 

 

 
 

กราฟของชวง  1,
 
คือ 

 

กราฟของชวง 1,   
คือ 

 

 
 
ตัวอยาง 2.76  กําหนด

  1,3A  , 3,6B    และ  ,0C     

จงหาคาของ  A B C   และ  A B C   

วิธีทํา  เสนจํานวนจริงแสดงเซต ,AB  และ C  ไดดังน้ี 

 

 
 

จากรปู    1,0A B C       และ    1,3A B C     
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2.3.3 อสมการ 

 อสมการเปนประโยคทีก่ลาวถึงการไมเทากันและมีตัวแปร ซึง่อสมการเปนจรงิหรือเท็จข้ึนอยู

กับจํานวนจริงที่มาแทนตัวแปร (ปยรัตน จาตุรันตบุตร, 2547 : 196) 

 เซตคําตอบของอสมการ เปนเซตที่มสีามาชิกเปนจํานวนจรงิที่เมื่อนําจํานวนเหลาน้ีมาแทนที่

ตัวแปรแลวทําใหสมการเปนจํานวนจรงิ 

 การแกอสมการ คือ การหาเซตคําตอบของอสมการ ซึง่นิยมใชสมบัติของการไมเทากันในการ

แกสมการ 

 สําหรับอสมการทีม่ีตัวแปร x  เปนประโยคเปดและกลาวถึงการไมเทากันเมือ่นําจํานวนจริงมา

แทนตัวแปรในอสมการ จะไดอสมการที่เปนจริงหรือเทจ็ เซตคําตอบของอสมการที่มีตัวแปร x  

หมายถึง เซตที่มสีมาชิกเปนจํานวนจรงิ โดยที่จํานวนจริงเหลาน้ีเมือ่นํามาแทน x  แลวไดอสมการที่

เปนจริง สําหรับการแกสมการน้ันสวนใหญจะอาศัยคุณสมบติัที่ไดศึกษามาแลวนในบททีผ่านมาดังจะ

แสดงในตัวอยางตอไปน้ี (ทรงวิทย สุวรรณธาดา, 2555 : 136) 

 

ตัวอยาง 2.77  จงแกอสมการ 
4

6
3

x
x


   

วิธีทํา    
4

6
3

x
x


   

4 18 3

2 14

2 14

14
2

7

x x

x

x

x

x

  

 
 

 



 

ดังน้ัน  เซตของผลเฉลยคือ  : 7x x  หรือ  7,   

หรือแสดงบนเสนจํานวนจริงไดดังน้ี  

 
 

ตัวอยาง 2.78  จงหาเซตคําตอบของอสมการ 2 4 5x x   

วิธีทํา    2 4 5x x   

      
2

2

4 5

4 5 0]
x x

x x
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  5 1 0]x x    

 จาก   5 1 0x x   แสดงวา 5x   และ 1x   ตองมีเครื่องหมายตรงขามกัน หรือ

คูณกันเทากับ 0  จึงแยกออกเปน 2 กรณีดังน้ี 

 

กรณีที่ 1 5 0x     และ  1 0x    

5x     และ  1x   

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

 
ผลเฉลยจากกรณีที่ 1 คือ 5 1x    

 

กรณีที่ 2 5 0x    และ  1 0x    

5x    และ  1x   

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

ผลเฉลยในกรณีที่ 2 คือไมมีจํานวนจริง x  ที่สอดคลองกับอสมการ 

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยของอสมการ 2 4 5x x  คือ 5 1x    

หรือแสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี  

 
 

ตัวอยาง 2.79  จงแกอสมการ 
1

x
x

  

วิธีทํา  จาก  
1

x
x
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2

2

2 2

1
0

1
0

1
0

1
0

]
]
]

x
x

x
x x

x

x

x
x

 

 







 

  1 1
0

x x

x

 
  

ดังน้ันอสมการ 
  1 1

0
x x

x

 
  เปนจรงิไดจึงแยกออกเปนกรณีทัง้หมด 4 กรณีดังน้ี 

กรณีที่ 1  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได 1x    และ 1x    และ 0x   

 

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

 

 เซตของผลเฉลยจากกรณีที่ 1 คือ  : 1x x   หรือ  1,  

 

กรณีที่ 2  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได      1x    และ      1x   และ 0x   

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

เซตของผลเฉลยในกรณีที่ 2 คือ  หมายถึงไมมจีํานวนจริง x  ที่สอดคลองกบัอสมการ 

 



88 

กรณีที่ 3  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได      1x    และ      1x   และ 0x   

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

เซตของผลเฉลยจากกรณีที่ 3 คือ  1 0x x    หรือ  1,0  

 

กรณีที่ 4  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได      1x    และ      1x   และ 0x   

 

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

 

เซตของผลเฉลยในกรณีที่ 4 คือ    หมายถึงไมมีจํานวนจรงิ x  ที่สอดคลองกบัอสมการ 

 

ดังน้ัน  จากทั้ง 4 กรณี จํานวนจรงิ x  ที่ทําให 
1

x
x

  เปนจรงิคือ 1x   หรือ 1 0x    

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 
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สรุปทายบทที่ 2 

 จะเห็นวาเมื่อเราสามารถแปลงประโยคขอความใหอยูในรูปนิพจนพีชคณิตไดแลวน้ันบาทครั้ง

นิพจนพีชคณิตอาจอยูในรปูแบบของสมการ อสมการ ซึง่ถาเปนสมาการทีอ่ยูในรปู 
1

1 1 0
0n n

n n
a x a x a x a

     เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปน

จํานวนใด ๆ ดังน้ันกอนที่เราจะไปศึกษาการหาผลเฉลยของสมการที่อยูในรูปแบบดังกลาวน้ันกอนอื่น

เราตองศึกษาการแยกตัวประกอบของพหุนามที่อยูในรปู 1
1 1 0

n n
n n
a x a x a x a

     ซึ่งได

แสดงการแยกพหุนามระดับข้ันสอง ข้ัน สาม ไปเรื่อย ๆ จนถึงข้ันที่ n  โดยจะใชทฤษฏีบทตางๆ ซึง่

การเลื่อกใชทฤษฏีที่เหมาะสมกบัพหุนามน้ัน ๆ มันกจ็ะทําใหแยกตัวประกอบไดงายทั้งน้ีข้ึนอยูกับ

ประสบการณของผูศึกษาน่ันเอง และเมื่อเราสามารถแยกตัวประกอบพหุนามไดแลวเราสามารถนําไป

ชวยในการหาผลเฉลยของสมการโดยอาศัยทฤฎีบท 0xy   จะไดวา 0x    หรือ 0y   น่ันเอง

สวนการแกอสมการ น้ันนอกจากเราสามารถแยกตัวประกอบของพหุนามไดแลวก็ตองอาศัยทฤษบท

สําหรับการแกอสมการเพิ่มเติมดวย 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 2 
 

1. จงแยกตัวประกอบพหุนามตอไปน้ี 

 1.1  2 3 10x x      1.2  22 6x x    

 1.3  2 2x x      1.4  2 3x   

 1.5  2 4x      1.6  2 5 6x x   

 1.7  2( 7) 8x      1.8  23 ( 1)x   

 1.9  2 2( 1) ( 3)x x     1.10  3 3( 1) ( 3)x x    

 1.11  3 3( 2) ( 1)x x     1.12  4 4( 1) ( 2)x x    

 1.13  4 2 2 1x x x      1.14  6 3x x  

 1.15  3 125x      1.16  3 22 2 4x x x    

 1.17  4 49x      1.18  4 234 225x x   

 1.19  6 27x    

 

2. จงหาผลเฉลยของสมการตอไปน้ี 

 2.1  2 3 10 0x x      2.2  22 6 0x x     

 2.3  2 2 0x x      2.4  2 3 0x    

 2.5  2 4 0x      2.6  2 5 6 0x x    

 2.7  2( 7) 8 0x       2.8  23 ( 1) 0x    

 2.9  2 2( 1) ( 3) 0x x      2.10  3 3( 1) ( 3) 0x x     

 2.11  3 3( 2) ( 1) 0x x      2.12  4 4( 1) ( 2) 0x x     

 2.13  4 2 2 1 0x x x      2.14  6 3 0x x   

 2.15  3 125 0x       2.16  3 22 2 4 0x x x     

 2.17  4 49 0x      2.18  4 234 225 0x x    

2.19 6 27 0x     

 

3. จงหาผลเฉลยของอสมการตอไปน้ี 

  3.1   3 1 0x      3.2   3 5 13x    

  3.3  2 2 8x x     3.4   2  2 1x    

  3.5  
1

  1
1

x
x
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 3 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. ระบบพิกัดฉาก  

2. กราฟเสนตรง 

3. ระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร 

4. กราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. สามารถลงพกิัดใน 4 จตุภาคไดถูกตอง 

2. เมื่อกําหนดจุด A  และ B  แลวสามารถหา AB   
3. เมื่อกําหนดจุด 

1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  เปนจุดสองจุดใด ๆ ที่ตางกัน สามารถหา

ระยะทางระหวางจุดทั้งสองได 
4. สามารถหาความชันของเสนตรง 
5. จากทฤษฏีบทการหาความชันของเสนตรงแลวสามารถประยุกตนําไปใชในเรื่องที่

เกี่ยวของได 
6. สามารถตรวจสอบไดวาเสนสองเสนเปนบเสนขนานหรือเสนต้ังฉาก 
7. สามารถประยุกตเสนขนานและเสนต้ังฉากกับเรือ่งทีเ่กี่ยวของได 
8. วาดกราฟของสมการเสนตรง 
9. อธิบายกราฟของสมาการที่อยูในรปู 0Ax By C    โดยที่ ,A B  และ C  เปน

จํานวนจรงิใด ๆ และ ,A B  ไมเทากบัศูนยทั้งคู 

10. อธิบายลักษณะของระบบสมการเสนสองตัวแปรได 
11. หาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปรได 
12. สามารถวาดกราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปรได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 ระบบพิกัดฉาก  

1.2 กราฟเสนตรง 

1.3 ระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร 

1.4 กราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร 
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2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

2.1 ศึกษาขอมูล เกี่ยวกบัเรื่องระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปรประกอบเพิม่เติม 

2.2 ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 3 
ระบบสมการเชิงเสน 2 ตัวแปร 

 

 การศึกษาเน้ือหาเรื่องระบบสมการเชิงเสน 2 ตัวแปรน้ันกอนอื่นจะเริ่มตนศึกษาจากระบบ
พิกัดฉากแบบคารทีเซียน ระยะทางระหวางจุด กราฟเสนตรงระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร กราฟ
อสมการเสนตรงสองตัวแปรซึ่งเปนพื้นฐานสําหรบัแกปญหาเรื่องกําหนดการเชิงเสน ซึง่กําหนดการเชิง
เสน เปนเทคนิคทีเ่ริม่ใชในปค.ศ. 1947 ในชวงที่สหรัฐอเมรกิากําลังประสบปญหาทรัพยากรไมเพียงพอ
และตองหาวิธีจัดสรรใหไดประโยชนสูงที่สุด เทคนิคการแกปญหาแบบน้ีถูกนําไปใชในหลายดาน เชน 
การผลิตสนิคาแตละประเภทดวยวัตถุดิบที่มีใหไดกําไรสูงที่สดุ การขนสงสินคาใหสิ้นเปลืองนอยทีสุ่ด 
การหาปรมิาณวัตถุผสมใหไดสวนประกอบตามตองการโดยเสีย คาใชจายนอยที่สุด การมอบหมายงาน
ใหแตละกลุม เพื่อใหงานสําเรจ็ในเวลานอยที่สุด ฯลฯ การศึกษาในเรื่อง ตองมีพื้นฐานความรู ในเรื่อง
สมการเชิงเสน สมการเชิงเสนหลายตัวแปร และระบบสมการเชิงเสนหลายตัวแปร ซึ่งปญหาเหลาน้ี 
สําหรับในบทน้ี จะแบงออกเปน 4 เรื่อง ไดแกระบบพกิัดฉาก กราฟเสนตรง ระบบสมการเสนตรงสอง

ตัวแปร และกราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร 

 

3.1 ระบบพกิดัฉาก  

 สําหรับเสนตรงใด ๆ u  และ E  เปนจุด ๆ หน่ึง ถาเสนตรง v  เปนเสนตรงทีล่ากผาน E  ไป

ต้ังฉากกับ u  ที่จุด A  วาเปนโปรเจคชันของจุด E  บนเสน u  ดังภาพประกอบ 3.1 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.1  แสดงวาจุด A  เปนโปรเจคชันของจุด E  บนเสน u  

     ที่มา : สุนทร แสวงผล และกอสุข วีระถาวร. 2541 : 12  

 

 สําหรับระบบพิกัดฉากแบบคารทีเซียนน้ันประกอบดวยระนาบ  2 ( , ) / ,R x y x y R   

ซึ่งแทนดวยแผนภาพของเสนจํานวนจริง 2  เสนตัดกันเปนมุมฉาก เสนตรงทั้งสองเรียกวา แกนพิกัด 

แกนแนวราบ เรียกวาแกน x  และแกนแนวด่ิงเรียกวาแกน y  จุดตัดระหวางแกนทั้งสองคือจุด O  

เรียกวาจุดกําเนิด แสดง 
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ภาพประกอบ 3.2  แสดงพิกัดฉากแบบคารทีเซียน 

     ที่มา : ภัทรา เตชาภิวาทย 2540 : 1 

 

 แกนพิกัดทั้งสองแบงระนาบออกเปน 4 สวนแตละสวนเรียกวา จตุภาค แสดงดวยเซตของจุด

ในระนาบ ดังน้ี 

  1
0Q x x   และ 0y    

  2
0Q x x   และ 0y    

  3
0Q x x   และ 0y    

  4
0Q x x   และ 0y   

 

 พิกัด ของจุดในระนาบ หมายถึงการกําหนดตําแหนงของจุดโดยใช คูอันดับ ของจํานวนจริง 

x  คือระยะทางตามแนวแกน x  และ y  คือระยะทางตามแนวแกน y  การวัดระยะทางตามแนวแกน

พิกัดตองเริ่มจากจุดกําเนิดเสมอ และใชเครือ่งหมายบอกทิศทางของการวัดระยะทางดังน้ี 

 ระยะทางตามแกน x  วัดจากจุดกําเนิดไปทางขวาเปนบวก และไปทางซายเปนลบ 

 ระยะยางตามแกน y  วัดจากจุดกําเนิดไปขางบนเปนบวก และลงขางลางเปนลบ 

 ดังภาพประกอบ 3.2 เมื่อกําหนดพกิัดของจุดใหกส็ามารถลง จุดน้ัน ๆ ในระนาบได 
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ตัวอยาง 3.1  จงลงจุดซึ่งมีพิกัด(5,4)  และ ( 6,2)   

 

 

 
 

 จากตัวอยาง  

  
1

(5,4) Q  เพราะ 0x   และ 0y    

  
2

( 6,2) Q   เพราะ 0x   และ 0y    

 

3.1.1 ระยะบอกทิศทาง 

  

 บทนิยาม 3.1 

  ถา A  และ B  เปนจุดใด ๆ เราเรียก AB  วาระยะบอกทิศทางจากจดุ A   

 ไปยังจุด B   

 

 

 บทนิยาม 3.2 

  ถา A  และ B  มีพิกัด 
1

( , )x b  และ 
2

( , )x b  ตามลําดับ 
2 1

AB x x    

 เมื่อ b  เปนคาคงตัว 

 

 

 บทนิยาม 3.3 

  ถา A  และ B  มีพิกัด 
1

( , )a y  และ 
2

( , )a y  ตามลําดับ 
2 1

AB y y    

 เมื่อ a  เปนคาคงตัว 
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ตัวอยาง 3.2  จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด (3,2)A  และ (8,2)B   

วิธีทํา จากบทนิยาม 3.2 น่ันคือ 
2 1

AB x x   

 จะไดวา            8 3AB    

          5  

 สามารถแสดงไดดังภาพ 

 

 
 

 

ตัวอยาง 3.3  จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด (5,4)A  และ ( 3, 4)B    

วิธีทํา จากบทนิยาม 3.2 น่ันคือ 
2 1

AB x x   

 จะไดวา            3 5 8AB       

 สามารถแสดงไดดังภาพ 
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ขอสังเกต 3.1 

 AB  มีคาเปนบวก ถาจุด B  อยูทางขวาของจุด A   

 AB  มีคาเปนลบ ถาจุด B  อยูทางซายของจุด A   

 

ตัวอยาง 3.4  จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด ( 2, 3)A    และ ( 2, 4)B    

วิธีทํา จากบทนิยาม 3.3 น่ันคือ 
2 1

AB y y   

 จะไดวา            4 ( 3) 7AB      

 สามารถแสดงไดดังภาพ 

 

 
ขอสังเกต 3.2 

 AB  มีคาเปนบวกถาจุด B  อยูเหนือจุด A   

 AB  มีคาเปนลบถาจุด B  อยูใตจุด A   

3.1.2 ระยะทาง 

 ระยะทางคือระยะที่ไมบอกทิศทางหรือกลาวไดวาระยะทางระหวางจุดสองจุดใด ๆ คือ คา

สัมบรูณของระยะบอกทิศทางระหวางจุดทั้ง 2 น่ันเอง เชน AB  หรือ BA  คือระยะทางระหวางจุด 

A  กับจุด B  เน่ืองจาก 0AB   และ 0BA   ดังน้ันระยะทางระหวางจุดสองจุดจึงเปนตัวเลขที่

ไมติดลบ(ภัทรา เตชาภิวาทย, 2540 : 4) 

 

ตัวอยาง 3.5  จงหาระยะทางระหวางจุด A  และ B  เมื่อกําหนดพิกัดของจุดทั้งสองดังตอไปน้ี 

 1. (3,2)A  และ (8,2)B  

 2. (5,4)A  และ ( 3, 4)B   

 3. ( 2, 3)A    และ ( 2, 4)B   
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วิธีทํา ใชบทนิยาม 3.1 AB  คือระยะทางระหวางจุดทัง้สอง 

 1. 3 8 5 5AB       

 2. 3 5 8 8AB        

 3. 4 ( 3) 7AB      

 

 จากตัวอยางทผีานมาจะเห็นวาการหาระยะทางระหวางสองจุดน้ันโดยการใชบทนิยาม 3.1 

เปนการหาจากระยะบอกทิศทางจากจุด A  ไปยังจุด B  ซึ่งจะแยกเปนเฉพาะกรณี A  และ B  มี

พิกัด 
1

( , )x b  และ 
2

( , )x b  ซึ่งจุดทัง้สองอยูบนเสนตรงที่ขนานกับแกน x  และกรณีที่ A  และ B  มี

พิกัด 
1

( , )a y  และ 
2

( , )a y  ซึ่งอยุบนเสนตรงที่ขนานกบัแกน y  เทาน้ันแตถาจุด P  และ Q  อยูบน

เสนตรงที่ไมขนานกบัแกน x  และแกน y  เราสามารถหาระยะทางระหวางจุด
1
P  และ 

2
P  ไดดังน้ี 

(เลิศ สทิธิโกศล, 2541 : 3) 

 

 

 
 

ภาพประกอบ 3.3  แสดงการหาระยะทางระหวางจุด 
1
P  และ 

2
P  

     ที่มา : เลิศสิทธิโกศล 2541 : 3 

 

 ลากสวนของเสนตรง 
1
PQ  และ 

2
PQ  ใหขนานกับแกน x  และ y  ตามลําดับ จุดQ  จะมี

พิกัดเปน 
2 1

( , )x y  และมีมุม 
1 2
PQP  เปนมุมฉาก จากทฤษฎีบทปทาโกรัส จะไดวา 
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2 2

1 2 1 1

2 2

1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

( ) ( )

]
]

PP PQ PQ

x x y y

x x y y

 

   

   

  

 

 ทฤษฎีบท 3.1 

  ถา 
1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  เปนจุดสองจุดใด ๆ ที่ตางกัน แลว 

 ระยะทางระหวางจุดทั้งสองคือ 2 2
1 2 1 2 1 2

( ) ( )PP x x y y     

   

ตัวอยาง 3.6  จงหาระยะทางระหวางจุด 
1
(7, 3)P  และ 

2
(4, 1)P   

วิธีทํา 2 2
1 2

(7 4) (3 ( 1))PP       

         

2 23 4

9 16

25

5

]
]
]

 

 





 

ดังน้ัน ระยะทางระหวางจุด 
1
(7, 3)P  และ 

2
(4, 1)P   มีคาเทากับ 5  หนวย 

 

ตัวอยาง 3.7  จงแสดงวา ( 1,3), (4,1)A B  และ (2, 4)C   เปนจุดมมุของสามเหลี่ยมมุมฉาก 

วิธีทํา พิจารณา 2 2(4 ( 1)) (1 3)AB       

                     

2 25 2

25 4

29

]
]

 

 



 

   
2 2

2 2

(2 4) (( 4) 1)

( 2) ( 5) ]
BC     

   
 

                     
4 25

29]
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 และ  2 2(2 ( 1)) (( 4) 3)AC        

                     

2 23 ( 7)

9 49

58

]
]

  

 



 

 พบวา 
2 2 2

AB BC AC   ซึ่งเปนคุณสมบัติสามเหลี่ยมมมุฉาก 

ดังน้ัน  สามเหลียม ABC  เปนสามเหลี่ยมมุมฉากโดยมุมที่ B  เปนมมุฉาก 

 

ตัวอยาง 3.8  จงแสดงวา (3,8), ( 11,3)A B   และ ( 8, 2)C    เปนจุดยอดของสามเหลี่ยมหนาจั่ว 

วิธีทํา พิจารณา 2 2(3 ( 11)) (8 3)AB       

                     

2 214 5

196 25

221

]
]

 

 



 

   

2 2

2 2

( 11 ( 8)) (3 ( 2))

( 3) 5

9 25

34

]
]
]

BC       

  

 



 

 และ  2 2(3 ( 8)) (8 ( 2))AC        

                     

2 211 10

121 100

221

]
]

 

 



 

 พบวา AB AC   

ดังน้ัน  สามเหลียม ABC  เปนสามเหลี่ยมหนาจั่ว 

3.1.3 ความชันของเสนตรง 

 มุมเอียงของเสนตรง L  ซึ่งตัดกับแกน x  ในที่น้ีแทนดวยสัญลักษณ   (ทีตา) คือมุมที่วัดจาก

แกน x  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาไปยังเสนตรง L  โดยที่ 0 180    เสนตรงที่ขนานกบัแกน 

x  ทุกเสนมีมุมเอียงเทากบั 0  ดังภาพประกอบ 3.4 
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ภาพประกอบ 3.4  แสดงมุม   เปนมมุเอียงของเสนตรง L   

     ที่มา : เลิศสิทธิโกศล 2541 : 4 

 

 บทนิยาม 3.4 

  ความชันของเสนตรง L  (เขียนแทนดวยสัญลักษณ m ) คือคาแทนเจนต 

 ของมุมเอียงของเสนตรง L   

 

 

พิจารณารปูตอไปน้ี 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.5  แสดงความชันของเสนตรง 
1 2
,L L  และ 

3
L   
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จากภาพประกอบ 3.5  

 ความชันของ 
1
tan 45 1L     

 ความชันของ 
2

tan90L    หาคาไมได 

 ความชันของ 
3

tan120 120L      

 

 น่ันคือถา 0 90    จะได tan 0   ดังน้ันความชันของเสนตรงมีคาเปนบวกถา 

90 180    จะได tan 0   ดังน้ัน ความชันของเสนตรงมีคาเปนลบ และถา 90    แลว

เราไมสามารถหาความชันของเสนตรงได และการหาความชันของเสนตรงน้ันไมจําเปนเสมอไปวาตอง

ทราบมุมเอียงของเสนตรงแตในกรณีทีเ่ราทราบจุดเพียงสองจุดที่เสนตรงผานเราก็สามารถหาคาความ

ชันของเสนตรงเสนน้ันไดดังทฤษฎีบทตอไปน้ี 

 

 ทฤษฎีบท 3.2 

  เสนตรง L  ผานจุด 
1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  เมื่อ 

1 2
x x  

 มีความชันเทากับ 1 2 2 1

1 2 2 1

y y y y
m

x x x x

 
 

 
  

 

 

ตัวอยาง 3.9  จงหาความชันของเสนตรงที่ผานจุด (2,5)  และ (7,3)   

วิธีทํา  

 
 

 ให 
1 1

( , ) (2,5)x y   และ 
2 2

( , ) (7,3)x y   

  ความชัน 2 1

2 1

3 5 2
7 2 5

y y
m

x x
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 หรือ  ความชัน 1 2

1 2

5 3 2
2 7 5

y y
m

x x

 
   

 
 

 

ตัวอยาง 3.10  จงหาความชันของเสนตรงทีผ่านจุด ( 4,0)  และ (2,5)   

วิธีทํา  

 
 

 ความชันของเสนตรงทีผ่านจุด ( 4,0)  และ (2,5)  

 คือ 5 0 5
2 ( 4) 6

m


 
 

 

  

ตัวอยาง 3.11  เสนตรง L  มีความชันเทากับ 3  และผานจุด 
1
(0,1)P  และ 

2
( ,7)P x  จงหาพิกัดของ

จุด 
2
P    

วิธีทํา ความชันของเสนตรงทีผ่านจุด 
1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  คือ 1 2 2 1

1 2 2 1

y y y y
m

x x x x

 
 

 
 

 จะได  
7 1

3
0x





 

        

7 1
3

3 7 1

6

3

2

]
]
]

x

x

x

x




 





 

ดังน้ัน 
2
P  มีพิกัด (2,7)  
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3.1.5 เสนขนานและเสนต้ังฉาก 

 

 บทนิยาม 3.5 

  ให 
1
  และ 

2
  เปนมุมเอียงของเสนตรง 

1
L  และ 

2
L  ตามลําดับ  

 ถา 
1 2
  เรากลาววาเสนตรง 

1
L  ขนานกับเสนตรง 

2
L  

 

 

 บทนิยาม 3.6 

  เสนตรง 2  เสนจะต้ังฉากกันก็ตอเมื่อผลตางของมมุเอียงของเสนตรงทั้งสอง 

 เทากับ 90   

 

 

 

 ทฤษฎีบท 3.3 

  เสนตรงสองเสนที่ไมขนานกับแกน y  จะขนานกันก็ตอเมือ่ 

 ความชันของเสนตรงทัง้สองเสนเทากัน 

 

 

ตัวอยาง 3.12  จงแสดวา เสนตรงที่เช่ือมจุด (1, 1)  กับ (2,1)  ขนานกับเสนตรงที่เช่ือมจุด (0,4)  

กับ ( 2, 0)  

วิธีทํา  เสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (1, 1)  กับ (2,1)และเสนตรงที่เช่ือมจุด (0,4)  กับ ( 2, 0)   

 แสดงไดดังกราฟตอไปน้ี 
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 ความชันของเสนตรง 
1

1 ( 1)
2

2 1
L

 
 


 และ 

 ความชันของเสนตรง 
1

4 0
2

2 0
L


 


 

 จะเห็นวาความชันของเสนตรง 
1
L  และ 

2
L  มีคาเทากัน 

ดังน้ัน  เสนตรง 
1
L  และ 

2
L  ขนานกัน 

 

ตัวอยาง 3.13  กําหนดใหเสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (3,3)  กับ (4,7)  ขนานกับเสนตรงที่เช่ือมจุด (2, 9)  

กับ ( , 0)x  จงแสดงวิธีทําเพื่อหาคา x   

วิธีทํา ให m  เปนความชันของเสนตรงที่เช่ือมจุด (2, 3)  กับ (4,7)   

 จะได  
7 3

4
4 3

m


 


  

 เน่ืองจากเสนตรงทีผ่านจุด(3,3)  กับ (4,7)  ขนานกับเสนตรงทีเ่ช่ือมจุด ( 2, 3)  กับ ( , 0)x  

 ความชันของเสนตรงทัง้สองเสนเทากัน   

 ได  
9 0

4
2 x
 




 

   

4(2 ) 9

8 4 9

4 9 8

4 17

17
4

]
]
]

x

x

x

x

x

  

  

   

  



 

ดังน้ัน  
17
4

x   

 

 ทฤษฎีบท 3.4 

  เสนตรง 
1
L  มี 

1
  เปนมุมเอียง 

1
m  เปนความชัน เสนตรง 

2
L   

 มี 
2
  เปนมุมเอียง 

2
m  เปนความชัน โดยที่ 

1 2
   และ 

1
0    แลว 

 
1
L  ต้ังฉากกับ 

2
L  ก็ตอเมื่อ 

1 2
1m m    
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ตัวอยาง 3.14  จงแสดงวา เสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (3,1)  กับ (6,0)  ต้ังฉากกับเสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (1, 8)  

กับ (0,5)  

วิธีทํา ให 
1

m  เปนความชันของเสนตรงที่เช่ือมจุด (3,1)  กับ (6,0)  

 จะได 
1

0 1 1
6 3 3

m


  


 

 ให 
2

m  เปนความชันของเสนตรงที่เช่ือมจุด (1, 8)  กับ (0,5)  

 จะได 
2

8 5
3

1 0
m


 


 

 เน่ืองจาก 
1 2

1
3 1

3
m m        

ดังน้ัน  เสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (3,1)  กับ (6,0)  ต้ังฉากกับเสนตรงที่เช่ือมจดุ (1, 8)  กับ (0,5)  

 

ตัวอยาง 3.15  จงแสดวา จุด (8,6), (4,8)A B  และ (2, 4)C  เปนจุดยอดของสามเหลี่ยมมมุฉาก 

วิธีทํา ให 
1

m  แทนความชันของเสนตรงทีผ่านจุดA  และจุด 
8 6 1
4 8 2

B


  


  

 ให 
2

m  แทนความชันของเสนตรงทีผ่านจุด B  และจุด 
4 8

2
2 4

C


 


 

 เน่ืองจาก 
1 2

1
2 1

2
m m        

ดังน้ัน  จุด (8,6), (4,8)A B  และ (2, 4)C เปนจุดยอดของสามเหลี่ยมมุมฉากที่มี มุม B  เปนมุมฉาก 

ตัวอยาง 3.16  เสนตรง 
1
L  เช่ือมตอดวยจุดสองจุด (2, 6)  กับ (1, 4)  จงหาความชันของเสนตรง 

2
L  ซึ่งต้ังฉากกบัเสนตรง 

1
L   

วิธีทํา ให 
1

m  แทนความชันของเสนตรง 
1
L   

 จะได  
1

4 ( 6)
2

1 2
m

  
  


 

 ให 
2

m  เปนความชันของเสนตรง 
2
L  

 เน่ืองจาก เสนตรง 
1
L  ต้ังฉากกับเสนตรง 

2
L  

 จะได 
1 2

1m m    

         
2

2

2 1

1
2

m

m

   


 

ดังน้ัน  เสนตรง 
2
L  มีความชันเทากับ 

1
2
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3.2 กราฟและสมการเสนตรง 

 สมการเชิงเสน หรือสมการเสนตรงหรือสวนของเสนตรง ซึ่งเปนสมการกําลังหน่ึงสองตัวแปรมี
รูปแบบคือ 0Ax By C    เมื่อ ( , )x y  เปนจุดบนเสนตรง ,A B  และ C  เปนจํานวนจริงใด ๆ 
โดยที่ A   และ B   ไมเปนศูนยทั้งคูจากจุดสองจุดใดๆ มีเสนตรงผานไดเพียง 1  เสน การเขียนกราฟ
สมการเสนตรงจงึสามารถทําไดโดยงายจากการหาจุดสองจดุที่อยูบนเสนตรงผานจุดทัง้สอง ซึ่งจุดทีห่า
งายที่สุดคือ จุดที่เสนตรงตัดแกนพิกัดฉาก ซึ่งเรียกวา สวนตัดแกน สามารถทําไดคือ สวนตัดแกน x  

หาไดโดยการแทนคา 0y   แลวหาคา x  ในทํานองเดียวกัน สวนตัดแกน y  หาไดโดยการแทนคา 
0x   แลวหาคา y  (อําพล ธรรมเจริญ และอุบลวรรณา เงินวิจิตร, 2541 : 56-57) 

 

 ทฤษฎีบท 3.5 

  เสนตรงซึง่มีความชัน m  และผานจุด 
1 1

( , )x y  มีสมการเปน 

 
1 1

( )y y m x x     

 

 สมการเสนตรงเปนเสนที่เขียนกราฟไดงาย เพียงแคสามารถกําหนดจุด 2  จุด ก็สามารถเขียน

เสนตรงได 1  เสนดังน้ันจุดทีเ่สนตรงผานจงึเปนเงือ่นไขเบื้องตนที่สําคัญในการศึกษาเสนตรงซึ่งจะเริ่ม

จากการหาสมการเสนตรงแบบตาง ๆ ซึ่งในที่น้ีเราจะศึกษาเฉพาะสมการเสนตรง และสมาการเสนตรง

น้ันเขียนไดในหลายรปูแบบซึง่กลาวดังตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 3.17  จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (3, 5)  และมีความชันเทากับ 4   

วิธีทํา เสนตรงทีผ่านจุด
1 1

( , )x y  มีสมการเปน
1 1

( )y y m x x     

 น่ันคือเสนตรงทีผ่านจุด (3, 5)  และมีความชันเทากับ 4  

 จะได              ( 5) 4( 3)y x     

  

5 4 12

4 17 0

4 17 0

]
]

y x

x y

x y

  

   

  

 

ดังน้ัน  สมการเสนตรงที่ผานจุด (3, 5)  และมีความชันเทากบั 4  คือ 4 17 0x y    

ตัวอยาง 3.18  จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด ( 1, 3)   และมีความชันเทากับ 
1
3

  

วิธีทํา เสนตรงทีผ่านจุด
1 1

( , )x y  มีสมการเปน
1 1

( )y y m x x    

 น่ันคือเสนตรงทีผ่านจุด ( 3, 3)   และมีความชันเทากับ 
1
3

 

 จะได               1
( 3) ( 3)

3
y x      
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1
3 ( 3)

3
3( 3) 3

3 9 3

3 6 0

3 6 0

]
y x

y x

y x

x y

x y

  

  
  

   
  

 

ดังน้ัน  สมการเสนตรงที่ผานจุด ( 1, 3)   และมีความชันเทากบั 
1
3

  คือ 3 6 0x y    

 

 ทฤษฎีบท 3.6 

  เสนตรงทีผ่านจุด
1 1

( , )x y  และ 
2 2

( , )x y  เมื่อ 
1 2
x x  มีสมการเปน 

 2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x


  


 หรือ 2 1

2 2
2 1

( )
y y

y y x x
x x


  


 

   

ตัวอยาง 3.19  จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (0, 2)  และ (1, 3)   

วิธีทํา  เสนตรงทีผ่านจุด
1 1

( , )x y  และ 
2 2

( , )x y  มีสมการเปน  

   2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x


  


 

 จะได          
3 ( 2)

( 2) ( 0)
1 0

y x
 

   


 

         

3 2
2 ( 0)

1
2 5

5 2 0

]
]

y x

y x

x y


  

 

  

 

 หรือ   2 1
2 2

2 1

( )
y y

y y x x
x x


  


 

 จะได              
3 ( 2)

3 ( 1)
1 0

y x
 

  


 

         

3 5( 1)

3 5 5

5 2 0

]
]

y x

y x

x y

  

  

  

 

ดังน้ัน  สมการเสนตรงทีผ่านจุด (0, 2)  และ (1, 3)  คือ 5 2 0x y    
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 ทฤษฎีบท 3.7 

  เสนตรงซึง่มีความชัน m  ระยะตัดแกน y  เทากับ b  มีสมการเปน y mx b    

 

 

ตัวอยาง 3.20  จงหาความชันและระยะตัดแกน y  ของเสนตรงซึง่มสีมการเปน 6 4 18 0x y      

วิธีทํา เขียนสมการใหอยูในรูปแบบความชันและระยะตัดแกน 

 จากโจทย 6 4 18 0x y    

 จะได   6 18 4x y    

          

6 18
4

6 18
4

6 18
4 4
3 9
2 2

3 9
2 2

x
y

x
y

x
y

x y

y x


 


 

  

  

  

 

ดังน้ัน  สมการ 6 4 18 0x y    มีความชันเทากับ 
3
2

m    และระยะตัดแกน y  คือ 
9
2

  

 นอกจากเสนตรงในรูปแบบที่ไดกลาวมาแลว เรายังพบเหน็สมการเสนตรงทีเ่ขียนในรปูสมการ 

1
x x  ซึ่งเรียกวาเสนตรงในแนวด่ิง และเขียนในรูป 

1
y y  ซึ่งเรียกวาเสนตรงในแนวนอน ใหสงัเกต

วาเราไมสามารถหาความชันของเสนตรงในแนวด่ิงไดแตความชันของเสนตรงในแนวนอนมีคาเทากบั

ศูนย ดังภาพประกอบ 3.5 และ 3.6 (เลิศ สิทธิโกศล, 2541 : 15) 
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ภาพประกอบ  3.6  สมการเสนตรงทีเ่ขียนในรูปสมการ 
1

x x  

     ที่มา : เลิศสิทธิโกศล 2541 : 15 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ  3.7  สมการเสนตรงทีเ่ขียนในรูปสมการ 
1

y y  

     ที่มา : เลิศสิทธิโกศล 2541 : 15 

 

 ทฤษฎีบท 3.8 

  เสนตรงทีม่ีระยะตัดแกน x  เทากับ a  ระยะตัดแกน y  เทากับ b   

 โดยที่ a  และ b  ไมเทากับศูนยมสีมการเปน 

    1
x y
a b
    

 

ตัวอยาง 3.21  จงหาระยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  สมการเสนตรง 6 4 24 0x y    

วิธีทํา จากสมการ   6 4 24 0x y    

 จัดรูปใหมไดดังตอไปน้ี             6 4 24x y    

       

6 4
1

24
6 4

1
24 24
6 4

1
24 24

]
]

x y

x y

x y
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1

4 6

1
4 6

]
]

x y

x y

  

 


 

ดังน้ัน  ระยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  เทากบั 4  และ 6  ตามลําดับ 

 

ตัวอยาง 3.22  สมการเสนตรงที่มรีะยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  เทากับ 2  และ 5  

ตามลําดับ 

วิธีทํา จากทฤษฎีบทจะได 1
2 5
x y
 


  

      

1
2 5

5 2
1

10

5 2 10

5 2 10 0

]
]
]

x y

x y

x y

x y

 




 

  

 

ดังน้ัน  สมการเสนตรงที่มรีะยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  เทากับ 2  และ 5  คือ 

5 2 10 0x y    

 

ตัวอยาง 3.23  สมการเสนตรงที่มจีุดตัดแกนคือ ( 3, 0)  และ (0,7)   

วิธีทํา จะไดวา 3a    และ 7b    

 แทนในทฤษฎีบท 3.8 จะได 1
3 7
x y

 


 

      

1
3 7

7 3
1

21

7 3 21

]
]

x y

x y

x y

  

 


  

 

            7 3 21 0x y     หรือ 

               7 3 21 0]x y    

ดังน้ัน  สมการเสนตรงที่มจีุดตัดแกนคือ ( 3, 0)  และ (0,7)  คือ 7 3 21 0]x y    
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 บทนิยาม 3.7 

  สมการที่อยูในรูป 0Ax By C    โดยที่ ,A B  และ C   

 เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ ,A B  ไมเทากับศูนยทั้งคูจะเรียกวาสมการกําลังหน่ึง 

 หรือสมการเชิงเสน 

 

 

 ทฤษฎีบท 3.9 

  เสนตรงทกุเสนสามารถเขียนแทนดวยสมการในรูป 0Ax By C    

 

 

ตัวอยาง 3.24 จงหาความชัน m  และระยะตัดแกน y  ของสมการ 4 12 15 0x y     

วิธีทํา จัดสมการที่โจทยกําหนดใหอยูในรปู y mx b    

 จะได        4 12 15 0x y    

           

12 4 15

4 15
12

4 15
12 12
4 15
12 12
1 15
3 12

]
]
]
]

y x

x
y

x
y

x
y

y x

   

 





 
 

 

 

 

ดังน้ัน  ความชัน 
1
3

m   และระยะตัดแกน 
15
12

y    

 

ขอสังเกต 3.3 

 จากสมการเสนตรง 0Ax By C    จัดรูปสมการใหมได 
A C

y x
B B

    อยูในรูป 

y mx b   น้ันคือ 
A

m
B

   และระยะตัดแกน 
C

y
B

   ดังน้ันจากตัวอยาง 3.24 จะไดวา  

4 1
12 3

m   


 และระยะตัดแกน 
15 15
12 12

C
y

B
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ตัวอยาง 3.25  จงเขียนกราฟเสนตรง 3 4 12 0x y     

วิธีทํา จากสมการ 3 4 12 0x y    

 เมื่อ 0y    จะได 3 4(0) 12 0x     

               

3 12 0

3 12

12
3
4

x

x

x

x

 






 

 น่ันคือจุดตัดแกน X  คือ (4,0)   

 เมื่อ 0x    จะได 3(0) 4 12 0y    

             

4 12 0

4 12

12
4
3

y

y

y

y

  
 




 

 

 น่ันคือจุดตัดแกน Y  คือ (0, 3)   

 นําจุดตัดแกน X  และจุดตัดแกน Y  ไปลงจุดในระนาบแกนพิกัดฉาก แลวลากเสนตรง 

 ผานจุดเหลาน้ีแลวจะไดกราฟเสนตรงดังตอไปน้ี 

 

 
 

 

ตัวอยาง 3.26  จงเขียนกราฟเสนตรง 3 9 0x y     

วิธีทํา จากสมการ 3 9 0x y    

 เมื่อ 0y    จะได 4(0) 9 0x     

               
9 0

9

x

x
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 น่ันคือจุดตัดแกน X  คือ ( 9, 0)   

 เมื่อ 0x    จะได 3 9 0x y    

             

0 3 9 0

3 9 0

3 9

9
3
3

y

y

y

y

y

  
  

  







 

 น่ันคือจุดตัดแกน Y  คือ (0,3)   

 นําจุดตัดแกน X  และจุดตัดแกน Y  ไปลงจุดในระนาบแกนพิกัดฉาก แลวลากเสนตรง 

 ผานจุดเหลาน้ีแลวจะไดกราฟเสนตรงดังตอไปน้ี 

 

 
 

 

 เสนตรงสองเสนใด ๆ ในระบบพกิัดแกจะขนานกันหรือไมก็ตัดกัน ถาเสนตรงสองเสนตัดกัน

และทํามมุ 90  เรากลาววาเสนตรงทัง้สองต้ังฉากกัน เสนตรงสองเสนขนานกันและมีมุมเอียงเทากัน

ดังน้ันความชันจึงเทากันดวย (เลิศ สทิธิโกศล, 2541 : 18) 

 

ตัวอยาง 3.27 เสนตรง 2 6 4 0x y    มีความสัมพันธกับเสนตรงตอไปน้ีอยางไร 

 เสนตรง  
1
: 4 12 8 0L x y     

  
2
: 3 4 0L x y     

  
3
: 3 9 0L x y    

  
4
: 2 4 0L x y    
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วิธีทํา จากโจทยสมการ 2 6 4 0x y    จัดใหอยูในรปู y mx c   จะได 
1 2
3 3

y x    

 น้ันคือเสนตรงน้ีมีความชัน 
1
3

m     

พิจารณาเสนตรง 
1
: 4 12 8 0L x y     

 จัดใหอยูในรูป y mx c   จะได 
1 2
3 3

y x     

 เน่ืองจากเสนตรง 
1
L  มีสมการเหมอืนกันกบัสมการที่โจทยกําหนดให 

 ดังน้ัน เสนตรงทัง้สองเปนเสนตรงเดียวกัน 

 

พิจารณาเสนตรง 
2
: 3 4 0L x y      

 จัดใหอยูในรูป y mx c   จะได 3 4y x   

 เสนตรง 
2
L  มีความชัน 

2
3

L
m   เมื่อนํา 

2

1
3 1

3L
m m        

 ดังน้ัน เสนตรง 
2
L  ต้ังฉากกับเสนตรงที่กําหนดให  

 

พิจารณาเสนตรง 
3
: 3 9 0L x y     

 จัดใหอยูในรูป y mx c   จะได 
1

3
3

y x    

 เสนตรง 
3
L  มีความชันเทากับเสนตรงที่กําหนดให 

 ดังน้ัน เสนตรง 
3
L  ขนานกับเสนตรงที่กําหนดให  

 

พิจารณาเสนตรง 
4
: 2 4 0L x y     

 จัดใหอยูในรูป y mx c   จะได 2 4y x    

 เสนตรง 
4
L  มีความชันเทากับ 

4
2

L
m    ซึ่งไมเทากับความชันของเสนตรงทีก่ําหนดให  

 และผลคูณของความชันทั้งสองก็ไมเทากับ 1   

 ดังน้ัน เสนตรง 
4
L  ตัดนันกับเสนตรงที่กําหนดให  

 

3.3 ระบบสมการเสนสองตัวแปร 

 สมการเชิงเสนสองตัวแปรซึง่ไดศึกษาในหัวขอที่ผานมาแลวน้ันหมายถึงสมการที่อยูในรูป 

0Ax By C    เมื่อ x  และ y  เปนตัวแปร , ,A B C  เปนคาคงตัวโดยที่ A  และ B  ไมเปน

ศูนยพรอมกัน ตัวอยางเชน 
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2 0

3 5 0

2 4 0

3 7 3 0

x y

x y

x y

x y

 
 

  
   

   

 นอกจากน้ันเราพบวา กราฟของสมการเชิงเสนสองตัวแปรจะเปนเสนตรง จุดทุกจุดบนกราฟ

เสนตรงจะสอดคลองหรือเปนคําตอบของสมการเชิงเชิงเสนน้ัน ตัวอยางเชน เสนตรงในรูปตอไปน้ีเปน

กราฟของสมการเชิงเสนสองตัวแปรตามที่ระบุในกราฟ 

 

 
 

 

ภาพประกอบ 3.6  แสดงกราฟของสมการเชิงเสน  

 

 ระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปร หมายถึงชุดของสมการเชิงเสนสองตัวแปรซึ่งมสีมการจํากัด

ต้ังแตหน่ึงสมการข้ึนไปดังบทนิยาม (จินดา อยูเปนสุข, 2551 : 2) 

 

 บทนิยาม 3.8 

  ให , , , , ,a b c d e f  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ ,a b  ไมเปนศูนยพรอมกันและ 

 ,c d  ไมเปนศูนยพรอมกัน เรียก 

   
ax by e

cx dy f

 
 

  

  วาระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปร ,x y  และคําตอบขอระบบสมการน้ีคือ 

 คาของ x  และ y  ที่ทําใหสมการทัง้สองเปนจริง 
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3.3.1 คําตอบของระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปร 

 กําหนดระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปร 

(1)  ax by c   

 คําตอบของระบบสมการเชิงเสน (1) คือ คูอันดับ ( , )x y  ที่สอดคลองกับสมการ (1) หรือกลาว

ในเชิงเรขาคณิตไดวา คําตอบของระบบสมการเชิงเสน (1) ไดแกจุด ( , )x y  บนระนาบที่อยูบนเสนตรง

ซึ่งเปนกราฟของสมการ (1) 

 ผานจุดเหลาน้ีแลวจะไดกราฟเสนตรงดังตอไปน้ี 

 

 
 

ภาพประกอบ 3.7  แสดงคําตอบของสมการเชิงเสน ax by c    

 ดังน้ัน คําตอบของระบบสมการเชิงเสน (1) จึงมีมากมายเปนอนันต ไดแก ทุกจุดทุกที่อยูบน

เสนตรง ซึ่งเปนกราฟของสมการ ax by e   

 สําหรับคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  

(2)  ax by e   

(3)  cx dy f   

 น้ันคือคูอันดับ ( , )x y  ซึ่งเปนคําตอบของสมการ (2) และสมการ (3) ขอบระบบสมการเชิง

เสน ดังน้ันจึงกลาวไดวา คูอันดับ ( , )x y  เปนคําตอบของระบบสมการเชิงเสนก็ตอเมื่อ( , )x y  เปน

จุดตัดของเสนตรงของสมการ (2) และของสมการ (3) ดังตอไปน้ี 
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ภาพประกอบ 3.8  แสดงคําตอบของระบบสมการเชิงเสน ax by e   และ cx dy f    

 ระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปรอาจไมมีคําตอบ หรือมีคําตอบเดียว หรอืมหีลายคําตอบก็ได 

สําหรับคําตอบของสมการเชิงเสนมักนิยมเขียนเปนรูปคูอันดับ ดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 3.28  จงแกระบบสมการ 

  
2 3

3 2 8

x y

x y

 
 

  

วิธีทํา   2 3x y      --- (1)   

              3 2 8x y      --- (2)  

 (2) 2          4 2 6x y      --- (3)  

 (2) (3)         7 0 14x     

          
14
7

2]
x 


  

 แทนคา 2x   ในสมการ (1)  จะได  

           

2(2) 3

4 3

3 4

1

]
]
]

y

y

y

y

 

 

 

 

 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ (2, 1)   

เขียนกราฟของระบบสมการ ไดดังน้ี  
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 จะเห็นวากราฟของสมการ 2 3x y   และสมการ 3 2 8x y   ตัดกันที่จุด (2, 1)  

ตัวอยาง 3.29  จงแกระบบสมการ 

  
4 2 1

6 3 4

x y

x y

 
 

  

วิธีทํา   4 2 1x y      --- (1)   

                6 3 4x y      --- (2)  

 (1) 3          12 6 3x y      --- (3)  

 (2) 2          12 6 8x y      --- (4)  

 (4) (3)                  0 5  เปนเท็จ 

 น่ันคือไมมีคาของ x  และ y  ที่ทําใหสมการ (1)และ (2)  เปนจริงพรอมกัน 

ดังน้ัน  ระบบสมการที่กําหนดใหไมมีคําตอบ 

เขียนกราฟของระบบสมการ ไดดังน้ี  

 

 
 จะเห็นวากราฟของสมการ 4 2 1x y   และสมการ 6 3 4x y   ขนานกัน 
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ตัวอยาง 3.30  จงแกระบบสมการ 

  
2 3 4

4 6 8

x y

x y

 
   

  

วิธีทํา   2 3 4x y      --- (1)   

             4 6 8x y        --- (2)  

 (1) 2            4 6 8x y      --- (3)  

 (2) (3)                  0 0   

 น่ันคือไมวาจะแทนคา x  และ y  เปนจํานวนจริง ใด ๆ ก็ตามกจ็ะทําใหสมการ (1)และ (2)  

เปนจริง 

ดังน้ัน  ระบบสมการเชิงเสนน้ีจึงมีคําตอบมากมายเปนอนันต 

เขียนกราฟของระบบสมการ ไดดังน้ี  

 

 
 

 จะเห็นวากราฟของสมการ 2 3 4x y   และสมการ 4 6 8x y     เปนเสนตรง

เดียวกัน 

จากตัวอยางทีผ่านมาระบบของสมการ 2   สมการ ที่มีตัวแปร 2   ตัว ซึ่งมรีูปแบบทั่วไป ดังน้ี 
(อําพล ธรรมเจริญ และอุบลวรรณา เงินวิจิตร, 2541 : 56-57) 

1 1 1

2 2 2

0

0

Ax B y C

Ax B y C

  
  

  

เมื่อกําหนด ,x y  เปนตัวแปร และ 
1 1 2 2
, , , ,A B C A B  และ 

2
C  เปนคาคงตัว ในระนาบ 2   

มิติเสนตรง 2  เสน มีความสัมพันธเปนไปได 3   กรณีคือ 
1. ตัดกันเพียงจุดเดียว ในกรณีน้ีมีคําตอบเดียว 
2. ขนานกัน ในกรณีน้ีไมมีคําตอบ 

  3. กราฟของสมการเปนเสนเดียวกัน ในกรณีน้ีมีเซตคําตอบเปนเซตอนันต 
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 ระบบสมเชิงเสนสองตัวแปรน้ันอาจจะมีคําตอบหรือไมมีคําตอบก็ไดและถามีคําตอบแลวอาจมี

เพียงคําตอบเดียวหรือมากกวาหน่ึงคําตอบก็ได และสําหรบัการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน

สองตัวแปรน้ันสามารถทําไดหลายวิธีซึ่งดังที่แสดงดังตัวอยางที่ผานมาแลวน้ัน เปนการหาโดยการใช

กราฟ และใชสมบัติทางพีชคณิตแตจะเห็นวาการใชกราฟในการหาเฉลยน้ันเหมาะสําหรบัระบบสมการ

เชิงเสนบางระบบทีส่ามารถเห็นจุดตัดของกราฟไดอยางชัดเจนและแมนยํา หากเปนระบบสมการเชิง

เสนที่ยุงยาก การใชการฟในการหาคําตอบก็จะทําไดยาก ดังน้ันการหาผลเฉลยของระบบสมการที่งาย

ที่สุดคือการใชสมบัติทางพีชคณิตโดยไมตองใชกราฟแตใชสมบัติตาง ๆ ทางพีชคณิตโดยในที่น้ีจะใช 2 

วิธีคือวิธีกําจัดตัวแปรและวิธีการแทนคาดังจะแสดงในตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 3.31  จงแกระบบสมการ 

  
2 9

4 3 6

x y

x y

 
 

  

วิธีทํา โดยวิธีการกําจัดตัวแปร  

   2 9x y      --- (1)   

              4 3 6x y      --- (2)  

 (1) 4           4 8 36x y      --- (3)  

 (2) (3)                5 30y     

           
30
5

6]
y  

 
 

 แทนคา 6y    ในสมการ (1)  จะได 

         

2( 6) 9

12 9

9 12

3

]
]

]

x

x

x

x

  

 

 

 

 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ ( 3, 6)    

วิธีทํา โดยวิธีการแทนคา 

   2 9x y      --- (1)   

              4 3 6x y      --- (2)  

 จากสมกา (1)  จะได 

                    9 2x y   
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 แทนคาในสมการ (2)  จะได 

  

4(9 2 ) 3 6

36 8 3 6

36 5 6

5 6 36

5 30

30
5
6

]
]
]
]

]

y y

y y

y

y

y

y

y

  

  

 

 

 

 

 

 

 

แทนคา 6y    ในสมการ (1)  จะได 

           

2( 6) 9

12 9

9 12

3

]
]

]

x

x

x

x

  

 

 

 

 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ ( 3, 6)    

 

ตัวอยาง 3.31  จงแกระบบสมการ 

  
3 2 8

2 5 1

x y

x y

 
  

  

วิธีทํา โดยวิธีการกําจัดตัวแปร  

   3 2 8x y      --- (1)   

                2 5 1x y       --- (2)  

 (1) 5         15 10 40x y      --- (3)  

 (2) 2          4 10 2x y       --- (4)  

 (3) (4)                19 38x    

           
38
19

2]
x 


 

 แทนคา 2x   ในสมการ (1)  จะได 
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3(2) 2 8

6 2 8

2 8 6

2 2

2
2
1

]
]

]
]
]

y

y

y

y

y

y

 

 

  

 




 

 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ (2, 1)   

 

วิธีทํา โดยวิธีการแทนคา 

   3 2 8x y      --- (1)   

                2 5 1x y       --- (2)  

 จากสมการ (1)  จะได 

             

3 2 8

3 8 2

8 2
3

]
]

x y

x y

y
x

 

 




 

 แทนคาในสมการ (2)  จะได 

    

8 2
2 5 1

3

16 4
5 1

3
]

y
y

y
y

 
   

 


  

 

  

16 4 15
1

3 3
16 4 15

1
3

16 4 15 3

16 19 3

19 3 16

19 19

19

19

1

]
]
]
]

]

]

]

y y

y y

y y

y

y

y

y

y


  

 
 

   

  

  

 

 

 

 



126 

แทนคา 1y    ในสมการ (1)  จะได 

           

3 2( 1) 8

3 2 8

3 8 2

3 6

6
3
2

]
]

]
]
]

x

x

x

x

x

x

  

 

 







 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ (2, 1)   

 

3.4 กราฟอสมการเสนตรงสองตวัแปร 

 อสมการเชิงเสนสองตัวแปร จะสามารถเขียนในรปูแบบตอไปน้ี (กานดา ลือสุทธิวิบลูณและ 
ยุพิน จิรสุขานนท, 2544 : 172-173) 

  
ax by c

ax by c

 
 

  และ  
ax by c

ax by c

 
 

 

เมื่อ ,a b  และ c  เปนคาคงตัว ในการเขียนกราฟของอสมการเชิงเสนจะเขียนทํานองเดียวกัน

กับกราฟของสมการเชิงเสนในหัวขอที่ผานมา และพจิารณากราฟของเสนตรงใด ๆ จะแบงระนาบ

ออกเปน 3 สวน หรือ 3 บริเวณ ดังภาพประกอบสวนที่ I  และสวนที่ II  จะเรียกวา ครึ่งระนาบ อีก

สวนหน่ึงคือเสนตรงเรียกวา ขอบ (ครึง่ระนาบ 2 สวนและเสนตรงอีก 1 สวนรวมเปนสามสวน) ดัง

ภาพประกอบ 

x

y

 

 
ภาพประกอบ  3.11  แบงระนาบออกเปน 3 สวน 

     ที่มา : พลอนันตแสงประสิทธ์ิ. 2554 : 12 
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5

5

-5

-5

1232  yx

x

y

5

5

-5

-5

1232  yx x

y

ถาระนาบใดรวบเสนขอบเขาไปดวยจะเรียกวาครึ่งระนาบน้ันวาครึ่งระนาบปด และเรียกครึ่ง

ระนาบที่ไมรวมเสนขอบเขาไปดวยเรียกวาครึ่งระนาบเปดกราฟของอสมการจะเปนครึ่งระนาบปดถา

อสมการมเีครื่องหมายเทากบั และเปนครึ่งระนาบเปดถาไมมีเครื่องหมายเทากับดังภาพประกอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 3.9  ครึ่งระนาบปด 2 3 12x y    

 
 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.10  ครึ่งระนาบเปด 2 3 12x y    

 
 จากรปูจะเห็นวาอสมการเชิงเสนจะสัมพันธกับสมการที่เปนขอบของครึง่ระนาบในการเขียน
กราฟของอสมการทําดังน้ี 

ข้ันที่  1 เขียนกราฟของสมการซึ่งเปนเสนขอบกอน  ถาอสมการมเีครื่องหมายเทากับ( )   

ใหเขียนเปนเสนทบึ ถาไมมีเครื่องหมายเทากับเขียนเปนเสนประ 
   ข้ันที่  2 ใชจุดที่ไมอยูบนเสนขอบเปนจุดตรวจสอบ จุดทีง่ายทีสุ่ดคือจุดกําเนิด (0,0)   

  ถาจุดตรวจสอบสอดคลองกบัอสมการแสดงวาครึง่ระนาบทีจุ่ดตรวจสอบอยูเปน 
  ครึ่งระนาบที่ตองการ แตถาจดุตรวจสอบไมสอดคลอง กับอสมการแสดงวาครึ่ง 
  ระนาบทีอ่ยูตรงขามจุดตรวจสอบน้ันเปนครึง่ระนาบที่ตองการ 
 ข้ันที่  3 แรเงาครึ่งระนาบที่ไดจากข้ันที่ 2 
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5-5

-5

5

1025  yx

ตัวอยาง 3.32  จงเขียนกราฟของ 5 2 10 0x y     

วิธีทํา ข้ันที่  1 เขียนกราฟของเสนขอบ คือ 5 2 10 0x y    
  หาจุดตัดแกน y  ให 0x    

5(0) 2 10 0

2 10 0

2 10

5

y

y

y

y

  
 




 

   จุดตัดแกน y  มีพิกัด (0,5)    

  หาจุดตัดแกน x  ให 0y    
5 2(0) 10 0

5 10 0

5 10

2

x

x

x

x

  
 




 

   จุดตัดแกน x  มีพิกัด (2, 0)    
  เน่ืองจากอสมการที่กําหนดใหเปนเครื่องหมาย   จึงเขียนเสนเปนเสนทบึ ดังภาฟ
ประกอบ 

                            
 
 
 
 

                         

    
 
 

 ข้ันที่  2 ใชจุด (0,0)  ตรวจสอบ อสมการ 5 2 10 0x y    

  
5(0) 2(0) 10 0

0 0 10 0

10 0

  
  

 
 

                    เปนจริง 
 

ข้ันที่  3 แรเงาครึ่งระนาบทีจุ่ด (0,0)  อยูจะไดกราฟของอสมการ 5 2 10 0x y    ดัง
ภาพประกอบ 
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5-5

-5

5

1025  yx

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอยาง 3.33  จงเขียนกราฟของ 2 6y x     

วิธีทํา ข้ันที่  1 เขียนกราฟของเสนขอบ 2 6y x    
หาจุดตัดแกน y  ให 0x    

2 6

2(0) 6

6

y x

y

y

  
  


 

   จุดตัดแกน y  มีพิกัด (0,6)    

  หาจุดตัดแกน x  ให 0y    
2 6

0 2 6

2 6

3

y x

x

x

x

  
  



 

   จุดตัดแกน x  มีพิกัด (3,0)    
 

เน่ืองจากอสมการที่กําหนดเปนเครื่องหมาย   จึงเขียนเสนประดังภาพประกอบ 
 

62  xy

x

y
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 ข้ันที่  2 ใชจุด (0,0)  ตรวจสอบ อสมการ 2 6y x    

   0 2(0) 6

0 6

  


 

   เปนเท็จ 
 
ข้ันที่  3 แรเงาครึ่งระนาบทีอ่ยูตรงขามจุด(0,0)  อยูจะไดกราฟของอสมการ 2 6y x  

  ดังภาพประกอบ 
 
 

   

62  xy

y

x

 

ตัวอยาง 3.34  จงเขียนกราฟของ 2y     

วิธีทํา   เขียนกราฟของเสนขอบ 2y    เปนเสนทึบขนานแกน x     
และ กราฟ 2y    จึงเปนบรเิวณเหนือเสน  2y    ดังภาพประกอบ  

 

            

2y

2y

x

y
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ตัวอยาง 3.35  จงเขียนกราฟของ 6y    

วิธีทํา   เขียนกราฟของเสนขอบ 6y   เปนเสนปะขนานแกน x     

และ กราฟ 6y   จึงเปนบรเิวณใตเสน  6y   ดังภาพประกอบ  

              

6y

6y

x

y

 

ตัวอยาง 3.36  จงเขียนกราฟของ 3x     

วิธีทํา   เขียนกราฟของเสนขอบ 3x    เปนเสนปะขนานแกน y     
และ กราฟ 3x     ฝงขวาของของเสน 3x    ดังภาพประกอบ  

                 

3x
3x

5

-5

-5 5

x

y

 
 
สรุปทายบทที่ 3 

สําหรับเน้ือหาในบทน้ีผูเขียนไดเรยีบเรียงเน้ือหาต้ังแตการลงพิกัดใน 4 จตุภาค การหาAB  
เมื่อกําหนดจุด A  และ B  เมื่อกําหนดจุด 

1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  เปนจุดสองจุดใด ๆ ที่ตางกัน 

สามารถหาระยะทางระหวางจุดทัง้สองไดเมือ่กําหนดจุดสองจุดแลวสามารถหาความชันของเสนตรง 
รวมทั้งสามารถใชทฤษฏีบทการหาความชันของเสนตรงไปประยุกตนําไปใชในเรื่องทีเ่กี่ยวของได 
ตรวจสอบเสนสองเสนเปนเสนขนานหรือเสนต้ังฉากพรอมทัง้สามารถประยุกตเสนขนานและเสนต้ัง
ฉากกับเรื่องที่เกี่ยวของได การวาดกราฟของสมการเสนตรงและอธิบายกราฟของสมาการที่อยูในรูป 

0Ax By C    โดยที่ ,A B  และ C  เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ ,A B  ไมเทากบัศูนยทั้งคู 
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อธิบายลักษณะของระบบสมการเสนสองตัวแปรได เพื่อนําไปหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนสอง
ตัวแปรได และสามารถวาดกราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปรไดเพื่อจะไดนําไปแกปญหาเบื้องตนได  
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 3 
 

1. จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด A  และ  B ดังตอไปน้ี 
 1.1  (3,2)A  และ (8,2)B  

 1.2  ( 2,2)A   และ (4,2)B  
 1.3  ( 3,1)A   และ ( 8,1)B   

 1.4  ( 2,1)A   และ ( 2,6)B   
 1.5  (2, 3)A   และ (2, 6)B   

 
2. จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด A  และ  B ดังตอไปน้ี 

 1.1  (1,2)A  และ (3, 2)B   

 1.2  ( 2, 2)A    และ (3,9)B  
 1.3 ( 3,1)A   และ ( 2,5)B   

 1.4  (6,1)A  และ ( 2,6)B   
 1.5  ( 2, 3)A    และ (2, 6)B   

 
3. วงกลมวงหน่ึงมจีุดศูนยกลางอยูที่ (0, 3)  ถาวงกลมวงน้ีผานจุด (3,5)  จงหารัศมีของวงกลม 
 
4. จุด A  เปนจุดบนแกน Y  ซึ่งหางจากจุด (1,1)  กับ ( 4,6)  เปนระยะเทากนั จงหาพกิัดจุด A   
 
5. จงหาความชันของเสนตรงทีผ่านจุดที่กําหนดใหตอไปน้ี 
 5.1  (1,2)A  และ (3, 2)B   
 5.2  ( 2, 2)A    และ (3,9)B  

 5.3  ( 3,1)A   และ ( 2,5)B   
 5.4  (6,1)A  และ ( 2,6)B   

 5.5  ( 2, 3)A    และ (2, 6)B   
 
6. จงใชความรูเรือ่งความชันแสดงใหเห็นวาจุดสามจุดที่กําหนดใหตอไปน้ีเปนจุดมมุของสามเหลี่ยมมมุ

ฉากหรือไม 

 6.1  (1,3), (5, 7)A B   และ (6,5)C  

 6.2  (1, 2), (3,2)A B  และ (2,6)C  

 6.3  ( 2, 1), (3,4)A B   และ (4,1)C  
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7. จงตรวจสอบดูวา เสนตรงทีผ่านจุด A  และ B  จะต้ังฉากหรอืขนานกับเสนตรงที่ผาน 
จุด P  และ Q  หรือไมเพราะเหตุใด 

 7.1  (3, 1), ( 5,2)A B   และ (4,2), (12,1)P Q   
 7.2  (4, 8), (12,8)A B  และ ( 6,1), (3,1)P Q   

 7.3  ( 5,1), (2, 3)A B   และ (0, 2), (4,5)P Q   
 7.4  (0,3), (7, 1)A B   และ ( 5,1), (2, 3)P Q    

 

8. จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด ( 1,3)  และมีความชันเทากับ 
1
3

  

9. จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (0, 2)  และมีความชันเทากับ 5   

10. จงหาความสมการเสนตรงที่ผานจุดที่กําหนดใหตอไปน้ี 
 10.1  (1,2)A  และ (3, 2)B   

 10.2  ( 2, 2)A    และ (3,9)B  
 10.3  ( 3,1)A   และ ( 2,5)B   

 10.4  (6,1)A  และ ( 2,6)B   
 10.5  ( 2, 3)A    และ (2, 6)B   

11. จงหาระยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  สมการเสนตรง 2 3 12 0x y    

12. จงหาสมการเสนตรงที่มจีุดตัดแกนคือ (3,0)  และ (0, 7)   

13. จงเขียนกราฟสมการเสนตรงที่กําหนดใหดังตอไปน้ี 

 13.1  3 4 12 0x y    

 13.2  4 12 0x y    

 13.3  2 3 18 0x y    

 13.4  5 0x y    

14 จงหาคําตอบของระบบสมการตอไปน้ี 

 14.1  9 3 12x y   และ 3 2 5x y   

 14.2  2 3 -1x y   และ 3 2 5x y   

 14.3  3 2 1x y   และ 6 4 2x y   
 14.4  12 5 34x y   และ 2 6y x   

 14.5  2 3 6 0x y    และ 3 5 8 0x y    
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15. จงเขียนกราฟของอสมการตอไปน้ี 
 15.1  2 3y x   

 15.2  3x y   
 15.3  3 12x y   

 15.4  3 4x y   
 15.5  2 5y x   
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 4 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. ความสัมพันธ 

2. ความสัมพันธผกผัน 

3. ฟงกชัน 

4. ชนิดของฟงกชัน 

5. ฟงกชันผกผัน 

6. ฟงกชันประกอบ 

7. พีชคณิตของฟงกชัน 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. เมื่อกําหนด ,a b  
แลวสามารถแยกสวนประกอบที่หน่ึงและสวนประกอบทีส่องได 

2. เมื่อกําหนดเซต A  และ B  แลวสามารถหาA B  ได 
3. สามารถหาใหความหมายและอธิบายความสัมพันธตาง ๆ ได 
4. สามารถโดเมนและเรจนของความสัมพันธได 
5. สามารถหาความสัมพันธผกผันได 
6. สามารถใหความหมายและแยกวาความสัมพันธตาง ๆ ทีก่ําหนดใหมาเปนฟงกชันหรือไม 
7. สามารถอธิบายและใหความหมายพรอมทั้งยกตัวอยางฟงกชันทั่วถึงได 
8. สามารถอธิบายและใหความหมายพรอมทั้งยกตัวอยางฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงไดได 

9. สามารถอธิบายและใหความหมายพรอมทั้งยกตัวอยางฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงทั่วถึงได 
10. สามารถหาฟงกชันผกผันได 
11. เมื่อกําหนดฟงกชันใด ๆ มาใหแลวสามารถหาฟงกชันประกอบและพีชคณิตของฟงกชันได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 ความสัมพันธ 

1.2 ความสัมพันธผกผัน 

1.3 ฟงกชัน 

1.4 ชนิดของฟงกชัน 

1.5 ฟงกชันผกผัน 

1.6 ฟงกชันประกอบ 

1.7 พีชคณิตของฟงกชัน 
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2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

2.1 ศึกษาขอมูล เกี่ยวกบัเรื่องความสัมพันธและฟงกชันเพิ่มเติม 

2.2 ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



139 

บทท่ี 4 
ความสัมพันธและฟงกชัน 

 
ความสัมพันธและฟงกชันนับเปนเน้ือหาที่สําคัญในการเรียนวิชาคณิตศาสตรโดยใชพื้นฐาน

จากการเรยีนเรื่อง เซต สมการ อสมการ และความสัมพันธตาง ๆ มีการนําความรูเรื่องน้ีไปใชอยาง
กวางขวาง ประยุกตใชในการทํางานหลากหลายสาขาวิชา ทั้งทางดานพาณิชยศาสตรดานวิศวกรรม
ดานคอมพิวเตอรฯลฯ นอกจากน้ียังเปนพื้นฐานการเรียนคณิตศาสตรข้ันสูงในเรื่องอื่น ๆ เชน ฟงกชัน
ตรีโกณมิติฟงกชันเอก็ซโปแนนเชียล ฟงกชันลอกาลิทมึ แคลคูลสั เปนตน จึงเปนเรื่องปกติที่ความรู
เรื่องความสัมพันธและฟงกชันจะถูกนํามาเปนเรือ่งพื้นฐานในหลายวิชา และเปนเน้ืองเรื่องในหลกัสูตร
หลากหลายสาขาวิชา เมื่อเขาใจเน้ือหาพื้นฐานในเรื่องน้ีเปนอยางดีแลว จึงนําไปประยุกตใหตรงกบัสาย
วิชาชีพ เชน การเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อหาผลลพัธที่ตองการจําเปนตองใชสมการที่อยูในรูป
ของฟงกชัน หรือวิศวกรที่ทํางานทางดานคลื่นเสียง คลื่นแมเหล็กไฟฟา พฤติกรรมของคลื่นชนิดตาง ๆ
จะศึกษากราฟของฟงกชันตรีโกณมิติเปนตน สําหรับบทน้ีจะแบงออกเปน 7 เรือ่ง คือ ความสัมพันธ
ความสัมพันธผกผัน ฟงกชัน ชนิดของฟงกชัน ฟงกชันผกผัน ฟงกชันประกอบ พีชคณิตของฟงกชัน 
ดังน้ี 

 
 กอนที่จะกลาวถึงความสัมพันธ และฟงกชันน้ัน เราจะตองศึกษาบทนิยามตาง ๆ ทีเ่กี่ยวของ

เพื่อเปนขอตกลงในการศึกษาเน้ือหาทีจ่ะกลาวถึงดังน้ี (ศุภกิจ เฉลิมวิสุตมกลุ, 2553 : 84-88) 
 

บทนิยาม 4.1 

สําหรับ a  และ b ซึ่งเปนจํานวนจริงใด ๆ คูอันดับ ,a b  เขียนแทนดวยสัญลกัษณ

 ,a b  
เรียก a  วาสวนประกอบท่ีหน่ึงและเรียก b  วาสวนประกอบท่ีสอง  

 

ตัวอยาง 4.1  คูอันดับ  2, 3  

มี  2  เปนสวนประกอบทีห่น่ึง  

และ  3  เปนสวนประกอบทีส่อง 

 

 บทนิยาม 4.2 

สําหรับจํานวนจรงิ , ,a b c  และ d  ใด ๆ เรากลาววาคูอันดับ  ,a b  และ ,c d
เทากันซึง่แทนดวย    , ,a b c d  นิยามโดย    , ,a b c d  ก็ตอเมื่อ a c  

และ b d  
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ขอสังเกต 4.1 

สําหรับ ,a b R ถาa b  แลว   , ,a b b a  

ตัวอยาง 4.2  คูอันดับ    1,3 6, 4x y    

 จะได 1 6x    และ  4 3y    

    5x   และ        7y   

 

บทนิยาม 4.3 

ถา A  และ B  เปนเซตที่ไมเปนเซตวางผลคูณคารทีเซียนของ A  และ B  

ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ A B  หมายถึงเซตที่ประกอบดวยคูอนัดับ  ,x y  โดยที่ 

x A  และ y B  น้ันคือ   , :A B x y x A   และ y B  

 

ตัวอยาง 4.3  กําหนดให  ,A a b  และ  1,2,3B    

จากบทนิยาม 1.22 จะได 
            ,1 , ,2 , , 3 , ,1 , ,2 , , 3A B a a a b b b   

            1, , 1, , 2, , 2, , 3, , 3,B A a b a b a b   

 สังเกตวา  ,1a A B   แต  ,1a B A   

ขอสังเกต 4.2 

จากตัวอยาง 4.3 จะไดวา A B B A    ในกรณีทั่ว ๆ ไปถา A B  แลว

A B B A    

4.1 ความสัมพันธ 

 ประโยค ตอไปน้ี “x y ” “ นอยเปนพีส่าวของนาง” “ 3 มากกวา 5.” เปนตัวอยางของ

ความสัมพันธซึ่งจะเห็นวาความสัมพันธน้ันเกี่ยวของกบัของสองสิ่ง (ซึ่งอาจจะเหมือนกัน เทากัน หรือ

ตางกัน) สมการหรืออสมการที่แสดงความสัมพันธระหวางจาํนวน x  และ y ใด ๆ ก็เปนตัวอยาง

ความสัมพันธเชนเดียวกัน ดังบทนิยามตอไปน้ี (สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี, 

2546 : 122-125) 

บทนิยาม 4.4 

ถา r  เปนเซตยอยของ A B  เราจะเรียก r  วาเปนความสัมพันธจาก A  ไปยัง 

B  ถา  ,x y r  เรากลาววา “x  สัมพันธ r  กับ y  ” 



141 

ตัวอยาง 4.4  กําหนดให  1,2,3A   และ  1,2,3,4B   

1. จงหาความสมัพันธ นอยกวา จาก A  ไปยัง B  

2. จงหาความสมัพันธ เทากับ จาก A  ไปยัง B  

ให 
1
r  เปนความสัมพันธ นอยกวา จาก A  ไปยัง B  

ดังน้ัน             1
1,2 , 1, 3 , 1, 4 , 2, 3 , 2, 4 , 3, 4r   

ให 
2
r  เปนความสัมพันธ เทากับ จาก A  ไปยัง B  

ดังน้ัน       2
1,1 , 2,2 , 3, 3r   

 

 

บทนิยาม 4.5 

ถา r  เปนความสมัพันธจาก A  ไปยังA  จะเรียก r  เปนความสัมพันธใน A  

 

 

ตัวอยาง 4.5  กําหนดให  1,2,3,4A   

และ   , : , ,r x y x y A x y    

ดังน้ัน             2,1 , 3,1 , 3,2 , 4,1 , 4,2 , 4, 3r   เปนความสัมพันธใน A 

 

บทนิยาม 4.6 

กําหนดให r  เปนความสัมพันธจาก จาก A  ไปยัง B  

โดเมนของความสัมพันธ r  หมายถึงเซตของสวนประกอบที่หน่ึงของคูอันดับ 

ที่อยูใน r  เขียนแทนดวย r
D  

น่ันคือ  :
r
D x x A   จะมี y  บางตัวใน B  ที่ทําให

   ,x y r  

เรนจ ของความสัมพันธ r  หมายถึงเซตของสวนประกอบทีส่องของคูอันดับ 

ที่อยูใน r  เขียนแทนดวย 
r
R  

น่ันคือ  :
r
R y y B   จะมี x  บางตัวใน A  ที่ทําให   ,x y r  

จะเห็นวา 
r

D A  และ 
r
R B  
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ตัวอยาง 4.6  กําหนดให N  เปนเซตของจํานวนนับ 

 และ   , : , , 3 15r x y x y N x y     

 ดังน้ัน         12,1 , 9,2 , 6, 3 , 3, 4r   

 จะได  12,9,6,3
r
D   

 และ   1,2,3,4
r
R   

 การหาโดเมนและเรนจจากตัวอยางที่กลาวมาขางตน เปนการหาโดเมนและเรนจของ

ความสัมพันธที่มจีํานวนสมาชิกจํากัดจงึทําใหสามารถหาไดงาย แตในกรณีที่เปนความสมัพันธ ซึ่งมี

จํานวนสมาชิกไมจํากัด เราจะไมสามารถใชวิธีหาโดเมนและเรนจดวยวิธีการดังที่กลาวไดสะดวก แตเรา

จะใชวิธีการดังตอไปน้ี 

 วิธีหาโดเมน เขียน y  ในเทอมของ x  แลวพิจารณาคา x  เปนจํานวนจริงอะไรไดบางจึงจะ

ทําใหคํานวณคา y  ไดเปนจํานวนจริง เซตของคาของ x  ทั้งหมดคือโดเมน  

วิธีหาเรนจ เขียน x  ในเทอมของ y  แลวพิจารณาคา y  เปนจํานวนจริงอะไรไดบางจึงจะ

ทําใหคํานวณคา x  ไดเปนจํานวนจริง เซตของคาของ y  ทั้งหมดคือเรนจ 

ตัวอยาง 4.7  จงหาโดเมนและเรนจของ   1
, : , ,

3
r x y x y R y

x

         
 

วิธีทํา พิจารณาสมการ 
1

3
y

x



 

 จะเห็นวา ถา 3x   แลวจะทําให 
1

0
y  ซึ่งเปนไปไมได  

 ดังน้ัน จํานวนจรงิ 3  จึงไมอยูในโดเมนของ r  สวนจํานวนจริงอืน่ ๆ จะอยูในโดเมนของ r  

     : , 3 ,3 3,
r
D x x R x        

 และจาก 
1

3
y

x



 

เขียน x  ในเทอมของ y  ไดดังน้ี 

   

 3 1

3 1

1 3

1 3

]
]

]

y x

yx y

xy y

y
x

y

 

 

 




 

 จะเห็นวาถา 0y   แลวจะไมสามารถหาคาของ x  ได ดังน้ัน  

     : , 0 ,0 0,
r
R y y R y        
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4.2 ความสัมพันธผกผนั 

 กําหนดให  1,2,3A 
 
และ  1,2,3,4B   และให r  เปนความสัมพันธจาก A  ไปยัง 

B  โดยกําหนดความสัมพันธ r  ดังน้ี 

     , : , ,r x y x A y B x y     

 ซึ่งจะได             1,2 , 1, 3 , 1, 4 , 2, 3 , 2, 4 , 3, 4r   

 และ
    1,2, 3

r
D 

 
และ  2,3,4

r
R   

 

 ถาเราสลับที่กันระหวางสวนประกอบทีห่น่ึงและสวนประกอบที่สองของแตละคูอันดับที่อยูใน 

r  จะไดความสัมพันธอันใหม สมมติใหเปน s  น้ันคือ 

            2,1 , 3,1 , 4,1 , 3,2 , 4,2 , 4, 3s   ซึ่งจะไดวา s  เปนความสัมพันธจาก B  ไป

ยัง A  ซึ่งสามารถเขียนความสมัพันธ s  ไดดังน้ี  

 

  , : , ,s y x x A y B x y     

หรือ   , : , ,s x y x B y A y x     

จะพบวา  2,3,4
s
D   และ   1,2,3

s
R   

เรียกความสัมพันธ s  ที่เกิดข้ึนน้ีวา ความสัมพันธผกผันของความสัมพันธ r  

 

บทนิยาม 4.7 

ผกผันของความสัมพันธ r  คือความสัมพันธซึ่งเกิดจากการสลับทีก่ันระหวาง

สวนประกอบที่หน่ึงและสวนประกอบทีส่องของแตละคูอันดับใน r  เขียนแทนดวย 

สัญลักษณ 1r   น้ันคือ     1 , : ,r y x x y r    

 

 

ตัวอยาง 4.8  กําหนด   , : ,r x y x y R 
 
และ 5 2y x  จงหา 1r   

วิธีทํา  จากบทนิยาม 1.26 จะได   1 , : ,r y x x y R   และ 5 2y x   

 หรือ     1 , : ,r x y x y R   และ 5 2x y   

       , : ,x y x y R  และ 2

5

x
y
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4.3 ฟงกชัน 

 โดยทั่วไปเราสนใจความสัมพันธทีม่ีลักษณะพเิศษชนิดหน่ึง ซึ่งเรียกวาฟงกชัน เราอาจทํา

ความเขาใจอยางงาย ๆ วา จํานวน y  เปนฟงกชันของจํานวน x  ถาสําหรับแตละ x  มีวิธีการ เพื่อ

หาคาของ y  ไดเพียงหน่ึงคาเทาน้ันทีส่มนัยกับคาของ x  เชนสมการ 1y x   เปนฟงกชัน 

เพราะวาแตละคาของ x  จะหา y  ไดเพียงหน่ึงคาเทาน้ัน ดังบทนิยามตอไปน้ี (ปราณี เหรียญกิติวัฒน 

และลัดดาวัลย เพ็ญสุภา, 2530 : 21-23) 

 

 บทนิยาม 4.8 

ฟงกชันคือความสัมพันธซึ่งสองคูอันดับใด ๆ ที่มสีวนประกอบที่หน่ึง 

เหมอืนกันแลวสวนประกอบที่สองตองเหมือนกันดวย น่ันคือ f  เปนฟงกชัน  

ก็ตอเมื่อ f  เปนความสัมพันธทีส่ําหรบัคูอันดับใด ๆ  1 1
,x y  และ  2 2

,x y f  

ถา 
1 2
x x  แลว 

1 2
y y  

 

ตัวอยาง 4.9  กําหนด  1,2,3A   และ  , ,B x y z  

 และ          1
1, , 2, , 2, , 3,r x y x y  

      
      

2

3

1, , 2, , 3,

1, , 2, , 3,

r z y x

r y y y




 

จะไดวา 
1
r  ไมเปนฟงกชัน สวน 

2
r  และ 

3
r  เปนฟงกชัน 

ตัวอยาง 4.10  กําหนด   , : ,f x y x y R   และ 2 1y x   

จะไดวา f  เปนฟงกชันเพราะ f  เปนความสัมพันธทีส่ําหรับแตละ  1 1
,x y , 2 2

,x y f  จะได 

ถา 
1 2
x x  แลว 

1 2
y y  

 เราสามารถพสิูจนไดดังน้ี 

ให       
1 2
x x  

จะได      2 2
1 2
x x  

ดังน้ัน

  

2 2
1 2

1 1x x     

จาก
  1 1
,x y , 2 2

,x y f  จะไดวา 

        
1 2
y y  

น่ันคือคูอันดับ  1 1
,x y  และ  2 2

,x y
 
ใดๆ ที่เปนสมาชิกของ f  ถา 

1 2
x x  แลว 

1 2
y y  
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ตัวอยาง 4.11    , : ,g x y x y R  และ 2 3y x 
  

ไมเปนฟงกชัน เพราะ
  1,2 g

 
และ  1, 2 g   เน่ืองจาก 1 1  แต 2 2   

 เน่ืองจากฟงกชันเปนความสัมพันธ ดังน้ัน โดเมนและเรนจของฟงกชันคือโดเมนและเรนจของ

ความสัมพันธน่ันเองและวิธีการหาโดเมนและเรนจของฟงกชันเชนเดียวกับการหาโดเมน และเรนจของ

ความสัมพันธถา f  เปนฟงกชันจะเขียน 
f

D  และ 
f

R  แทนโดเมนและเรนจของฟงกชัน f  

ตามลําดับ 

 

4.4 ชนิดของฟงกชัน 

 

บทนิยาม 4.9 

ถา f  เปนความสมัพันธจาก A  ไปยัง B  ที่เปนฟงกชันและ 
f

D A  

เรียก f  วาเปนฟงกชันจาก A  ไปยัง B  เขียนแทนดวย :f A B  

 

 

 ถา  ,x y f
 
เรียก y  วาภาพของ x  ภายใต f  หรือ y  เปนคาของฟงกชัน f  ที่ x

เขียนแทนดวย  y f x  ดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.1  แสดงภาพฟงกชัน  y f x  

     ที่มา : ดวงใจ ลิ้มอําไพ. 2544 : 121 
 

 จากบทนิยามเซต A  และเซต B  อาจเปนเซตเดียวกัน น่ันคือ A B  และในที่น้ีจะ

กลาวถึงเฉพาะกรณีทีเ่ซต A  และเซต B  เปนเซตยอยของ R (เซตของจํานวนจริง) 
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บทนิยาม 4.10 

ถา f เปนฟงกชันจากเซตยอยของ R  ไปยัง R  จะเรียกวา f  เปนฟงกชันคาจริง  

และถา   , : ,f x y x y R  และ  y f x  นิยมเขียนโดยยอวา  y f x  
 

 

ตัวอยาง 4.12  กําหนดให   3 4f x x   และ   5 3g x x 
 
ดังน้ัน 

 1.    1 3 1 4 1f      

 2.     3 3 3 4 5f        

 3.    3 4 3 4f t t t     

 4.     2 5 2 3 7g        

5.    3 5 3 3 18g     

6.            2 5 2 3 5 3 2 4 3 5 2 3 13g f f         

 

บทนิยาม 4.11 

ให :f A B  และถา 
f

R B  จะเรียก f  เปนฟงกชันจาก A  ไปท่ัวถึง B

เขียนแทนดวย : ontof A B  

 

 

บทนิยาม 4.12 

ให :f A B  จะเรียก f  เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงก็ตอเมื่อถา    1 2
f x f x  

แลว 
1 2
x x  เขียนแทนดวย 1 1:f A B  

 

 

บทนิยาม 4.13 

f  เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงจาก A  ไปทั่วถึง B  จะเรียก f  วาเปนฟงกชัน 

สมนัยหน่ึงตอหน่ึง และเรียกเซต A  กับเซต B  วามีการสมนัยหน่ึงตอหน่ึง 

เขียนแทนดวย 1 1:
onto

f A B  
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4.5 ฟงกชันผกผนั  

 ในหัวขอที่ผานมาน้ัน เมื่อใหความสัมพันธใด ๆ มา เราจะสามารถหาความสมัพันธผกผันของ

ความสัมพันธน้ันไดเสมอ และเน่ืองจากวาถา f  เปนฟงกชันแลว f  จะตองเปนความสัมพันธดวย 

ดังน้ัน จึงสามารถหาความสัมพันธผกผันของ f  ไดเสมอเชนกนั ซึ่งความสัมพันธผกผันของฟงกชัน f

อาจจะเปนหรอืไมเปนฟงกชันก็ได (รณชัย มาเจริญทรัพย, 2547 : 45-46) 

 

ตัวอยาง 4.13  กําหนด          1,2 , 2, 4 , 3,6 , 4,8f   

 ดังน้ัน         1 2,1 , 4,2 , 6,3 , 8, 4f     

 

ตัวอยาง 4.14  กําหนด   , : ,f x y x y R  และ 2y x   จงหา 1r   

วิธีทํา  จากบทนิยามจะได   1 , : ,f y x x y R   และ 2y x   

     1 , : ,y xf x y R   และ 2x y   

 1 , : ,y xf x y R   และ 2y x   

 

ขอสังเกต 4.3 

 จะพบวาถา f  เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึง 1f   จะเปนฟงกชันและถา f  เปนฟงกชัน 

หน่ึงตอหน่ึงและทั่วถึงแลว 1f   จะเปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงและทั่วถึงดวย กลาวคือ ถา f  เปน 

ฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงจาก A  ไปทั่วถึง B  แลว 1f   เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงจาก B  ไปทั่วถึง A  

น่ันคือ 1 1:
onto

f A B  แลวจะได 1 11 :
onto

f A B   

 

 บทนิยาม 4.14 

ให f  เปนฟงกชัน ฟงกชันผกผันของ f  คือความสัมพันธผกผันของ f  

ที่เปนฟงกชัน  

 

 

ตัวอยาง 4.15  กําหนด   , : ,f x y x y R  และ 2 6y x   

วิธีทํา  จากที่กําหนดให   2 6y f x x    

 จะเห็นวา f  เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงและทั่วถึง 

 ดังน้ัน จึงสามารถหาฟงกชันผกผันของ f  ได 
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ดังน้ัน  1 , : ,f y x x y R    และ 2 6y x   

   1 , : ,x yr x y R    และ 2 6x y   

        , : ,x y x y R   และ 6
2

x
y

  
 

 

4.6 ฟงกชันประกอบ 

 พิจารณาฟงกชัน    1002 3 1f x x x    จะเห็นวาในการดําเนินการหรือคํานวณ

เกี่ยวกับฟงกชันน้ีโดยตรงอาจจะไมสะดวกแตถาเราให   2 3 1F x x x    และ   100G x x  

ดังน้ันจะได      
100

2 3 1 ( )f x x x G F x   
 
ซึ่งเราเรียกวา  ( )G F x

 
“เปนฟงกชัน

ประกอบระหวางฟงกชัน G กับฟงกชัน F ” ซึ่งทําใหการคํานวณหรือการดําเนินการในบางครัง้กระทํา

ไดสะดวกและรวดเร็วย่ิงข้ึน กระบวนการอาจเขียนเปนแผนผังไดดังภาพ (ปยรัตน จาตุรันตบุตร, 2547 

: 116-118) 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.2  แสดงแผนผังการประกอบของฟงกชัน 

     ที่มา : ดวงใจ ลิ้มอําไพ. 2544 : 125 
 

 

บทนิยาม 4.15 

ให :f A B  และ :g B C  แลว ฟงกชันประกอบของ f  และ g  

เขียนแทนดวย g f  (อานวา g โอ f  ) คือฟงกชันจาก A  ไป C  น้ันคือ 

 :g f A C  โดยที่    ( )g f x g f x  สําหรับทกุ x A  
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ภาพประกอบ 4.3  แสดงฟงกชันประกอบ g f  

     ที่มา : ปยรัตน จาตุรันตบุตร. 2547 : 162 
 

จากภาพประกอบ 4.3 ถาให x A ,y B  และ z C  แลว f  เปนฟงกชันจาก A  ไป

ยัง B โดยที่  ,x y f  หรือ  y f x  และ g  เปนฟงกชันจาก B  ไปยัง C  โดยที่  ,y z g  

หรือ    ( )z g y g f x 
 
ดังน้ัน g f  เปนฟงกชันจาก A  ไปยัง C  โดยที่  ,x z g f   

หรือ  z g f x   ซึ่งจะเห็นวา    ( )g f x g f x z   กลาวคือคาของ g f  ที่ x เทากับ

คาของฟงกชัน g  ที่  f x  ซึ่งมีคาเทากบั z  น่ันเอง 

 

ตัวอยาง 4.16  กําหนด :f R R  และ :g R R  เปนฟงกชันที่นิยามดังน้ี   2 3f x x   

และ   2 1g x x   สําหรับ x R  จะสามารถหา g f  และ f g  ไดหรือไม 

วิธีทํา     ( )g f x g f x  

 

   
 

2

2

2

3

2 3 1

2 5

]
]

g g xf

x

x

x  

  

 



 

น้ันคือ   , : ,g f x y x y R  และ 22 5y x   

    
 

 
 

2

2

2

2 1

2 1 3

4 4 1 3

4 4 4

]
]
]

]

f g x f g x

f x

x

x x

x x



 

  

   

  



 

น้ันคือ   , : ,f g x y x y R   และ 24 4 4y x x    
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4.7 พีชคณิตของฟงกชัน 

พีชคณิตของฟงกชัน จะเปนการกลาวถึงการสรางฟงกชันข้ึนใหมจากฟงกชันคาจริงที่ใหมา

ต้ังแตสองฟงกชันข้ึนไปโดยการนําฟงกชันเหลาน้ันมาดํานินการ บวก ลบ คูณ หรอืหารกัน ดังบทนิยาม

ตอไปน้ี (จินดา อยูเปนสุข, 2551 : 343). 

 

บทนิยาม 4.16 

 f  และ g  เปนฟงกชันซึง่มีโดนเมนและเรนทเปนสับเซตของจํานวนจริง ผลบวก  

ผลตาง ผลคูณ และ ผลหารของฟงกชัน นิยามโดย 

  1. ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x     เมื่อ 
f g

x D D    

2. ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x     เมื่อ 
f g

x D D   

3. ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x     เมื่อ 
f g

x D D   

4. ( )
( )

( )
f f x
x

g g x

 
 

 
   เมื่อ 

f g
x D D   และ ( ) 0g x    

 

 

ขอสังเกต 4.4 

1. 
f g f g f g f g

D D D D D        

2.  ( ) 0
f f g
g

D D D x g x     

 

ตัวอยาง 4.17  ให   ( ,0),( ,2),( ,4),( ,6),( ,8)f a b c d e   

      ( ,1),( , 4),( ,9),( ,16)g a b c f  

จงหา  1. f g   2. ( )( )f g b   3. f g   4. ( )( )g f a  

5. f g   6. ( )( )f g c   7. 
g
f

   8. ( )
f
c

g
 

 

วิธีทํา   จาก   ( ,0),( ,2),( ,4),( ,6),( ,8)f a b c d e  และ  

 ( ,1),( , 4),( ,9),( ,16)g a b c f  

 จะได   , , , ,
f

D a b c d e   

 และ  , , ,
f

D a b c f  
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 ดังน้ัน  , ,
f g

D D a b c   

 เน่ืองจาก   , ,
f g f g f g f g

D D D D D a b c        

  1.    ( ,0 1),( ,2 4),( , 4 9) ( ,1),( ,6),( ,13)f g a b c a b c       

  2. ( )( ) ( ) ( ) 2 4 6f g b f b g b       

  3.    ( , 0 1),( ,2 4),( , 4 9) ( , 1),( , 2),( , 5)f g a b c a b c          

  4. ( )( ) ( ) ( ) 1 0 1g f a g a f a       

  5.    ( ,0 1),( ,2 4),( , 4 9) ( ,0),( ,8),( ,36)f g a b c a b c       

  6. ( )( ) ( ) ( ) 9 4 36f g c f c g c       

 เน่ืองจาก  , ,
f g

D D a b c   และ ( ) 0f a    

 ดังน้ัน      , , ,
g
f

D a b c a b c    

  7. 
4 9
, , ,
2 4

g
b c

f

          
     

 

  8. ( ) 4
( )

( ) 9
f f c
c

g g c
   

 

สรุปทายบทที่ 4 

 สําหรับเน้ือหาที่กลาวมาทั้งหมดในบทน้ีแบงเปนสองสวนใหญๆ คือความสัมพันธซึง่ศึกษาทั้ง
คุณสมบัติทฤษฎีมีความกวางของเน้ือหามาก และอีกสวนคือ ฟงกชันที่สรางมาจากความสมัพันธศึกษา
ทั้งโดเมน เรนจการดําเนินการของฟงกชัน รวมถึงฟงกชันทีถู่กนิยมนํามาใชบอยๆ เชน ฟงกชันเชิงเสน 
ฟงกชันกําลงัสอง ฟงกชันตรีโกณมิติเปนตน ซึ่งถูกนําไปใชประโยชนอยางกวางขวางและหลากหลาย
สาขา ประยุกตใชในการทํางานทัง้ทางดานพาณิชยศาสตรดานวิศวกรรม ดานคอมพิวเตอรฯลฯ 
นอกจากน้ียังเปนพื้นฐานในการเรียนคณิตศาสตรในเรื่องอื่น ๆ เชน ฟงกชันตรโีกณมิติฟงกชันเอ็กซ
โปแนนเชียล ฟงกชันลอกาลิทมึ แคลคูลสั เปนตน รวมถึงขยายพื้นฐานการเรียนรูคณิตศาสตรข้ันสงู 
ทั้งพีชคณิตนามธรรม พีชคณิตเชิงเสน แคลคูลัสข้ันสงู การวิเคราะหเชิงคณิตศาสตรทฤษฎีกราฟ 
ทฤษฎีรหัส เปนตน จึงถือวาเปนอีกหน่ึงเรือ่งพื้นฐานที่อีกหลายสาขาวิชาตองเรียนรูและทําความเขาใจ 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 4 
 

1. กําหนดให  1,2A  และ  1,2,3B   จงหา A B  และ B A  

2. กําหนดให  1,2,3A และ  1,2,3,4B  จงหาความสัมพันธ มากกวา จาก A       

ไปยัง B  

3. กําหนดให N  เปนเซตของจํานวนนับและ   , : , , 3 18r x y x y N x y   
      

จงหา r
D และ r

R  

4. จงบอกวาความสัมพันธตอไปน้ีเปนฟงกชันหรือไม พรอมทั้งบอกโดเมน และ เรนจ 

  4.1          12,1 , 9,2 , 6, 3 , 3, 4f   

  4.2          1,1 , 1,2 , 6, 3 , 3, 4g   

  4.3    , : , , 3 1h x y x y R y x     

  4.4    2 2, : , , 1i x y x y R x y     

5. กําหนด   , : , , 9 2r x y x y R y x     จงหา 1r   

6. กําหนด   2, : , , 2s x y x y R x y     จงหา 1s  

7. กําหนด   2 1f x x  ,   2 3g x x  , และ   5h x x   จงหา 

  7.1   f g x     7.2   h g x  

  7.3   g h x     7.4   h f x  

  7.5   1f g x    7.6   1g h x  

8. ให   ( ,1),( ,2),( ,3),( ,6),( ,8)f a b c d e  

 ( ,0),( ,1),( , 2),( ,5)g a b c f   

จงหา   

8.1  f g      8.2  ( )( )f g b    

8.3  f g      8.4 ( )( )g f a  

8.5 f g      8.6  ( )( )f g c    

8.7  
g
f

     8.8  ( )
f
c

g
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 5 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. ฟงกชันช้ีกําลัง 

2. กราฟของฟงกชันช้ีกําลงั 

3. สมการฟงกชันช้ีกําลัง 

4. ฟงกชันลอการิทมึ 

5. กราฟของฟงกชันลอการทิึม 

6. ลอการิทึมสามญั และลอการทิึมธรรมชาติ 

7. สมการลอการทิึม 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. ใหความหมาและอธิบายฟงกชันช้ีกําลังได 

2. เขียนกราฟของฟงกชันช้ีกําลังได 

3. แกสมการฟงกชันช้ีกําลังในรูปแบบตาง ๆ ได 

4. อธิบายและใหความหมายฟงกชันลอการิทมึได 

5. เขียนกราฟของฟงกชันลอการิทึม 

6. อธิบายและเขียนลอการิทึมสามญั และลอการิทึมธรรมชาติ ได 

7. เขาใจทฤษฎีบทตาง ๆ ของลอการิทมึ 

8. นําทฤษฎีบทตาง ๆ ไปแกสมการลอการิทมึได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 ฟงกชันช้ีกําลัง 

1.2 กราฟของฟงกชันช้ีกําลงั 

1.3 สมการฟงกชันช้ีกําลัง 

1.4 ฟงกชันลอการิทมึ 

1.5 กราฟของฟงกชันลอการทิึม 

1.6 ลอการิทึมสามญั และลอการทิึมธรรมชาติ 

1.7 สมการลอการทิึม 
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2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

2.1 ศึกษาขอมูล เกี่ยวกบัเรื่องความสัมพันธและฟงกชันเพิ่มเติม 

2.2 ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 5 
ฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขช้ีกําลัง 

 

การยกกําลัง คือ การดําเนินการทางคณิตศาสตรอยางหน่ึงเขียนอยูในรูป ซึ่งประกอบดวยสอง

จํานวนคือฐาน และเลขช้ีกําลัง โดย พื้นฐานแลวการยกกําลงัจะมีความหมายเหมอืนกับการคูณ ซ้ําๆ 

กันซึ่งเราไดศึกษาในบทที่ผานมาแลวซึ่งเราไดศึกษาต้ังแตเลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็มและเลขช้ีกําลังไม

เปนจํานวนเต็ม และฟงกชันที่ไดศึกษามาน้ันเปนฟงกช้ันพีชคณิตแตในหัวขอที่เราจะศึกษาตอไปน้ีซึ่งไม

เปนฟงกชันพีชคณิต และฟงกชันทีเ่ราจะศึกษาตอไปน้ีตองอาศัยความรูเรื่องเลขยกกําลังเปน

องคประกอบ ในการศึกษา เราเรียกฟงกชันดังกลาววา ฟงกชันช้ีกําลังหรือฟงกชันเอกซโพเนนเชียล 

น่ันคือ ฟงกชันที่เลขช้ีกําลังถูกใชเพื่อจําลอความสมัพันธ เมือ่การเปลี่ยนแปลงคงตัวในตัวแปรอสิระ ทํา

ใหเกิดการเปลี่ยนแปลงตามสัดสวนเดียวกันในตัวแปรตามฟงกชันน้ีมักเขียนเปน exp( )x  โดยเฉพาะ

อยางย่ิงเมื่อตัวแปรอิสระเขียนเปนเลขช้ีกําลัง ไมไดเชนเดียวกัน เชนกําหนดให a  เปนจํานวนจริงที่ 

0a   และ 1a   ฟงกชัน xy a  เรียกวาฟงกชันเลขช้ีกําลังซึ่ง สวนอินเวอรสฟงกชันเลขช้ีกําลัง 

ซึ่งเขียนไดในรปู yx a  เรียกวาฟงกชันลอการิทึม ดังน้ันจะมสีมการเปน yx a  แตเน่ืองจาก
yx a  เราไมสามารถใชความรูทางพีชคณิต มาทําใหสมการการดังกลาวอยูในรปูฟงกชันชัดแจงได

ดังน้ันจึงกําหนดสัญลักษณใหมข้ึนมาแทน yx a  ซึ่งใชสัญลักษณ log
a

y x  และสําหรับในบทน้ี

แบงเน้ือหาออกเปน 7 เรื่อง ไดแก ฟงกชันช้ีกําลงั กราฟของฟงกชันช้ีกําลัง สมการฟงกชันช้ีกําลัง

ฟงกชันลอการิทมึ กราฟของฟงกชันลอการิทมึ ลอการิทึมสามัญ และลอการิทึมธรรมชาติ และสมการ

ลอการิทึม 

 

5.1 ฟงกชันช้ีกําลัง 

 จากฟงกชันที่เคยศึกษามา แลวในบทที่ผานมาเชน ฟงกชัน 2y x  ฟงกชัน 
3 5
3 2
x x

y
x





 

ซึ่งเราเรียกฟงกชันตาง ๆ เหลาน้ีวา ฟงกชันพีชคณิตแตในหัวขอที่เราจะศึกษาตอไปน้ีซึง่ไมเปนฟงกชัน

พีชคณิต และฟงกชันที่เราจะศึกษาตอไปน้ีตองอาศัยความรูเรื่องเลขยกกําลงัเปนองคประกอบใน

การศึกษา เราเรียกฟงกชันดังกลาววา ฟงกชันชี้กําลัง ซึ่งกลาวไดดังบทนิยามตอไปน้ี (สมัย เหลาวา

นิชย และพัวพรรณ เหลาวานิชย, 2521 : 54) 
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 บทนิยาม 5.1 

  ให f  เปนฟงกชันจากเซตของจํานวนจรงิไปยังเซตของจํานวนจริง 

 ฟงกชันช้ีกําลังคือ ฟงกชัน 

  ( , ) xf x y y a   เมื่อ 0a   และ 1a    

 

ตัวอยาง 5.1  ตอไปน้ีเปนฟงกชันช้ีกําลงั 

 1.  ( , ) 2xf x y R R y     

 2. 1
( , )

5

x

g x y R R y
        

   
 

 3.  ( , ) 7
x

f x y R R y
 

    
 

 

 

 5.1.1 กราฟของฟงกชันชี้กําลัง 

  จากบทนิยามของฟงกชันช้ีกําลงั xy a  โดยที่ 0a   และ 1a   น่ันคือฟงกชัน

ช้ีกําลังน้ันตองมีฐานเปนจํานวนจริงบวกที่ไมเทากบั 1  ทั้งน้ีเพราะวาถาฐานเทากบั 1  แลวฟงกชัน 
xy a  คือ 1 1xy    ซึ่งฟงกชันดังกลาวมกีราฟเปนเสนตรงขนานกบัแกน x  ซึ่งเราไดศึกษา

มาแลวในหัวขอที่ผานมา พิจารณากราฟมาตรฐานของฟงกชันเอกซโปเนนเชียลตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 5.2  จงเขียนกราฟของฟงกชัน 1
2

x

y
 

  
 

  

วิธีทํา หาคา x  และ y  ที่สอดคลองกับสมการ จะไดตามตารางตอไปน้ี 
 

x  3  2  1  1  2  3  

y  8  4  2  
1
2

 1
4

 1
8

 

 

 จากเรื่องกราฟของฟงกชัน คา x  และ y  แตละคูก็คือจดุบนกราฟ 1
2

x

y
 

  
 

น่ันเอง  

 ดังน้ันกราฟของ 1
2

x

y
 

  
 

 เปนลกัษณะดังน้ี 
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ตัวอยาง 5.3  จงเขียนกราฟของฟงกชัน 2xy    

วิธีทํา หาคา x  และ y  ที่สอดคลองกับสมการ จะไดตามตารางตอไปน้ี 
 

x  3  2  1  1  2  3  

y  1
8

 1
4

 1
2

 2  4  8  

 

 จากเรื่องกราฟของฟงกชัน คา x  และ y  แตละคูก็คือจดุบนกราฟ 2xy  น่ันเอง  

 ดังน้ันกราฟของ 2xy   เปนลกัษณะดังน้ี 
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 จากกราฟในตัวอยาง 5.2 และ 5.3 น้ันเราสามารถจําแนกลกัษณะของฟงกชันช้ีกําลัง xy a  

อยางคราว ๆ ได 2 แบบโดยการสงัเกตจากคา a  คือ ถา 0 1a   ฟงกชัน xy a  เปนฟงกชันลด

และ ถา 1a   ฟงกชัน xy a  เปนฟงกชันเพิม่ (สมัย เหลาวานิชย และพัวพรรณ เหลาวานิชย, 

2521 : 59) 

  

 5.1.2 สมการฟงกชันชี้กําลัง 

   ช้ีกําลังเรียกวาสมการช้ีกําลังซึ่งเราสามารถใช ทฤษฏีบทตาง ๆ ดังตอไปน้ีในการหา

เซตคําตอบสมการทีม่ีตัวแปรเปนเลข(สุเทพ ทองอยู และสเุทพ จันทรสมศักด์ิ, 2535 : 407) 

 

 ทฤษฎีบท 5.1 

 ถา a  เปนจํานวนจรงิบวกและ x  เปนจํานวนจริงใด ๆ แลว 

  1. xa  เปนจํานวนจรงิบวกเพียงจํานวนเดียว 

  2. สําหรบัจํานวนจริง ,x y  และ 1a   ใด ๆ  x ya a  ก็ตอเมื่อ x y   

  3. สําหรบัจํานวนจริง ,x y  ใด ๆ ซึ่ง x y  จะไดวา 

   - ถา 1a   แลว x ya a   

   - ถา 1a   แลว x ya a  

   - ถา 0 1a   แลว x ya a  

 

 

ตัวอยาง 5.4  จงหาตอบของสมการ 35 125x    

วิธีทํา เน่ืองจาก  35 125x   

      3 35 5x   
 จะไดวา     3 3x    

        
3
3
1

x 


 

ดังน้ัน  1x    

ตัวอยาง 5.5  จงหาตอบของสมการ 3 23(2 ) 48x     

วิธีทํา เน่ืองจาก  3 23(2 ) 48x    

          

3 2

3 2

3 2 4

48
2

3
2 16

2 2

x

x

x
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 จะไดวา     3 2 4x     

           

3 4 2

3 6

6
3
2

x

x

x

x

 






 

ดังน้ัน  2x    

ตัวอยาง 5.6  จงหาตอบของสมการ 1 1 22 4 8x x x     

วิธีทํา เน่ืองจาก  1 1 22 4 8x x x    

      

2 1 3 1 2

2( 1) 3(1 2 )

2 2 3 6

(2 2) (3 6 )

(1 4 )

2 (2 ) (2 )

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

x x x

x x x

x x x

x x x

x x

 

 

 

  



 

 

 





 

 จะไดวา        1 4x x    

  
4 1

5 1

1
5

x x

x

x

 




 

ดังน้ัน  
1
5

x    

 

ตัวอยาง 5.7  จงหาตอบของสมการ 23 3 72x x    

วิธีทํา เน่ืองจาก         23 3 72x x   

      23 3 72 0x x    

 ให 3xa   จะได 

    
2 72 0

( 9)( 8) 0

a a

a a

  
  

 

 ได 9a    หรือ 8a     

 เน่ืองจาก 3xa   จะได 

  3 9x   หรือ 3 8x    แตเน่ืองจาก 3 0x   ทําให 3 8x    เปนไปไมได 

 พิจารณา  3 9x   

   33 3x   
 ดังน้ัน  3x    
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ตัวอยาง 5.8  จงหาตอบของสมการ 2 22 2 9 2x x      

วิธีทํา เน่ืองจาก     2 22 2 9 2x x     

    
2 2

2

2 2 2 9 2

4 2 9 2 2 0

x x

x x

   

    
 

 ให 2xa   จะได 

         
24 9 2 0

( 2)(4 1) 0

a a

a a

  
  

 

 ได 2a    หรือ 1
4

a    

 เน่ืองจาก 2xa   จะได 

  2 2x    หรือ   1
2

4
x    

  12 2x   หรือ   1 22 4 2x     

   1x     หรือ   2x    

      

 ดังน้ัน   1x   หรือ 2x    

 

5.2 ฟงกชันลอการิทึม 

กําหนดให a  เปนจํานวนจรงิที่ 0a   และ 1a   ฟงกชัน  ( , ) : xf x y y a   

เรียกวาฟงกชันเลขช้ีกําลังซึ่งเราไดศึกษามาแลวในหัวขอทีผ่านมา สวนอินเวอรสฟงกชันเลขช้ีกําลังคือ

 1 ( , ) : yf x y x a    เรียกวาฟงกชันลอการิทึม ดังน้ันจะมสีมการเปน yx a  แตเน่ืองจาก

yx a  เราไมสามารถใชความรูทางพีชคณิต มาทําใหสมการการดังกลาวอยูในรปูฟงกชันชัดแจงได

ดังน้ันจึงกําหนดสัญลักษณใหมข้ึนมาแทน yx a  ซึ่งใชสัญลักษณ log
a

y x  (อานวา y  เทากับ 

ลอก x  ฐาน a  ดังน้ัน 1f   จึงเขียนไดอีกรปูแบบหน่ึงดังบทนิยามตอไปน้ี(สเุทพ ทองอยู และสุเทพ 

จันทรสมศักด์ิ, 2535 : 413) 

 

 บทนิยาม  5.2. 

  
ให f  เปนฟงกชันจากเซตของจํานวนจรงิไปยังเซตของจํานวนจริง 

 ฟงกชันลอการิทมึคือ ฟงกชัน 

  ( , ) log
a

f x y y x   เมื่อ 0a   และ 1a    
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5.2.1 กราฟของฟงกชันลอการิทึม 

จากบทนิยามของฟงกชันลอการทิึม log
a
x  โดยที่ 0a   และ 1a   น่ันคือ

ฟงกชันช้ีลอการิทึมก็ตอตองมีฐานเปนจํานวนจริงบวกที่ไมเทากับ 1  เหมือนกันกบัฟงกชันช้ีกําลัง ใน

การหากราฟของฟงกชันลอการิทึมน้ันวิธีการงายทีสุ่ดคือการใชความรูเกี่ยวกบัการหากราฟของฟงกชัน

อินเวอรน่ันเอง ตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 5.9  จงเขียนกราฟของฟงกชัน 
1
2

logy x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 
1
2

logy x  เปนฟงกชันอินเวอรสของ 1
2

x

y
 

  
 

 จากตัวอยาง 5.2  

 เราหาคา x  และ y  ที่สอดคลองกับสมการ จะไดตามตารางตอไปน้ี 
 

x  3  2  1  1  2  3  

1
2

x

y
 

  
 

 8  4  2  
1
2

 1
4

 1
8

 

 จึงไดวา  

x  8  4  2  
1
2

 1
4

 1
8

 

1
2

logy x  
3  2  1  1  2  3  

 ดังน้ันกราฟของ 1
2

x

y
 

  
 

 และ 
1
2

logy x  เปนลกัษณะดังน้ี 
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ตัวอยาง 5.10  จงเขียนกราฟของฟงกชัน 

2
logy x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 
2

logy x  เปนฟงกชันอินเวอรสของ 2xy   จากตัวอยาง 5.3 เราหาคา x  

และ y  ที่สอดคลองกบัสมการ จะไดตามตารางตอไปน้ี 
 

x  3  2  1  1  2  3  

2xy   1
8

 1
4

 1
2

 2  4  8  

 จึงไดวา  

x  
1
8

 1
4

 1
2

 2  4  8  

2
logy x  3  2  1  1  2  3  

 

 ดังน้ันกราฟของ 2xy   และ 
2

logy x  เปนลกัษณะดังน้ี 
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 จากกราฟในตัวอยาง 5.10 และ 5.11 น้ันจะเห็นวากราฟผานจุด (1, 0)  เสมอ โดยที่ 

f
D R  และ 

f
R R  และเราสามารถจําแนกลกัษณะของฟงกชัน log

a
x  อยางคราว ๆ ได 2 

แบบโดยการสงัเกตจากคา a  คือ ถา 0 1a   ฟงกชัน log
a
x  เปนฟงกชันลดและ ถา 1a   

ฟงกชัน xy a  เปนฟงกชันเพิ่ม (สมัย เหลาวานิชย และพัวพรรณ เหลาวานิชย, 2521 : 76) 

 

 5.2.2 ลอการิทึมสามัญ และลอการิทึมธรรมชาติ 

  ในการเขียนลอการทิึมโดยทั่วไป เราตองเขียนฐานของสมการลอการิทมึกํากบัอยูดวย

เสมอ เชน 
2 8 9

log 5, log 10, log 9  เปนตน แตมลีอการิทึมอยู 2 ชนิดที่เราไมนิยมเขียนฐานของ

ลอการิทึม เพราะวาลอการทิึมดังกลาวน้ีเปนลอการทิึมทีเ่รานิยมใชกันมาก จึงไมเขียนฐานใหเกะกะ 

แตเปนทีรู่จักวาลอการิทึมดังกลาวน้ันมฐีานเทาใด ซึ่งลอการทิึมทั้งสองชนิดไดแก  

  1. ลอการิทึมสามัญ ลอการิทมึสามัญก็คือลอการิทมึที่มีฐานเทากับ 10  ซึ่ง

ลอการิทึมสามญัดังกลาวน้ันเราจะไมเขียนฐาน กลาวคือ 

   
10

log x  จะเขียนแทนดวย logx   

 เชน 

   
10

log 7  จะเขียนแทนดวย log 7  

   
10

log 2  จะเขียนแทนดวย log 2  

   
10

log 1000  จะเขียนแทนดวย log1000  

 

 สิ่งที่นาสนใจสําหรับลอการิทมึสามัญก็คือ การหาคาลอการทิึมของจํานวนจรงิบวกซึ่งอยูในรูป 

10n  เมื่อ n  เปนจํานวนเต็ม ซึ่งสามารถสังเกตไดอยางงาย ๆ ดังน้ี 
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0

1

2

3

4

1

2

3

log1 log10 0 log10 0

log10 log10 1log10 1

log100 log10 2 log10 2

log1000 log10 3 log10 3

log10000 log10 4 log10 4

log 0.1 log10 1log10 1

log 0.01 log10 2 log10 2

log 0.001 log10 3 log10 3







  

  

  

  

  

    

    

    

  

  

 จากตัวอยางจะพบวาลอการทิึมสามัญของจํานวนจริงบวกทีอ่ยูในรูป 10n  จะมีคาเทากบั n  

เสมอ กลาวคือ 

  log10 log10n n n   เมื่อ n  เปนจํานวนเต็ม 

   

 

  2. ลอการิทึมธรรมชาติ ลอการิทมึธรรมชาติเปนลอการิทึมที่มีประโยชนอยางมากใน

การศึกษาคณิตศาสตรช้ันสงู ลักษณะของลอการิทมึธรรมชาติก็คือ ฐานของลอการิทมึจะมีคาเทากบั e  

โดยที่ e  เปนสญัลกัษณแทนจํานวนอตกรรกยะ ซึง่จะกลาวในบทนิยามตอไปและเน่ือกจากลอกาลทิึม

ธรรมชาติเปนลอกกาลทิึมอกีชนิดหน่ึงที่ใชกันมากในคณิตศาสตรช้ันสงูเราจงึไมนิยมเขียนฐานของ

ลอการิทึมดังกลาว กลาวคือ 

  log
e
x  จะเขียนแทนดวย ln x  

 เชน  

  log 5
e

  จะเขียนแทนดวย ln 5   

   log 2
e

 จะเขียนแทนดวย ln2  

 

สําหรับ e  เปนคาคงตัวที่เปนจํานวนอตรรกยะมีคาประมาณ 2.71828  โดยที่ e  มีนิยาม

ดังตอไปน้ี (สกุัญญา สนิทวงศ ณ อยุธยา และคณะ, 2556 : 61) 

 

 บทนิยาม  2.7. 

 

1
lim 1

n

n
e

n

      
 หรือ  

1

0

1
lim 1 ,s
x

e s s
n
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ขอสังเกต 5.1 

 ln log 1
e

e e    

 

 5.2.3 สมการลอการิทึม 

 สมการลอการทิึม ก็คือสมการที่มลีอการิทึมของตัวแปรรวมอยูดวย ดังน้ันการแก

สมการลอการทิึมก็คือการหาเซตคําตอบของตัวแปรที่สอดคลองกบัสมการน้ันเอง สําหรับการหาผล

เฉลยของสมการนอกจากอาศัยรูปแบบของลอการิทมึ log
a
x c  เมื่อ c  เปนคาคงตัว เราสรุปไดวา

cx a  น้ันเอง และนอกจากรูปแบบพื้นฐานที่จะชวยในการหาผลเฉลยของสมการลอการิทมึแลวเรา

ยังตองทฤษฏีบทตาง ๆ ดังที่จะกลาวตอไปน้ี(คณาจารย Think Beyond Genius, 2558 : 159)  

 

 

 

 

 ทฤษฎีบท 5.2 

  ให , ,M N a  และ b  เปนจํานวนจริงบวก โดยที่ 1, 1a b    

 และ n  เปจํานวนจริงใด ๆ 

1.  log log log
a a a
MN M N   

2.  log log log
a a a

M
M N

N
   

3.  log logn
a a
M n M  

4.  log 1
a
a   

5.  log 1 0
a

  

6.  loga Ma M  

7.  1
log logn aa

M M
n

  เมื่อ 0n   

8.  
log

log
log

b
a

b

M
M

a
  

9.  1
log

loga
b

b
a

  

10.  log log 1
ab ab
a b   
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 ดังน้ันเมื่อเราทราบทฤษฎีบททีจ่ะนําไปชวยในการหาผลเฉลยของสมการลอการิทึมดังตัวอยาง

ตอไปน้ี 

ตัวอยาง 5.11  จงหาคําตอบของสมการ 
2

log ( 1) 3x    

วิธีทํา จากสมการ  
2

log ( 1) 3x    

 จะได           31 2x    

             
1 8

9

]
]

x

x

 


 

ตรวจสอบ  

 แทน 9x   ใน 
2

log ( 1) 3x    

 จะได
2

log 8 3  เปนไปได 

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 9x    

ตัวอยาง 5.12  จงหาคําตอบของสมการ 2log( 1) 1x    

วิธีทํา จากสมการ  2log( 1) 1x    

 จะได       2 1( 1) 10x    

             
2

2

2 1 10

2 9 0

]
]

x x

x x

  

  
 

    

2 4 4(1)( 9)

2
2 40
2

2 40
2

2 2 10
2

1 1 10

1 10

x
  












 

 

  

ตรวจสอบ  

 จาก 2log( 1) 1x    และ 2( 1) 0x    เสมอ  

  

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 1 10x     
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ตัวอยาง 5.13  จงหาคําตอบของสมการ log 50 log2 2x    

วิธีทํา จากสมการ  log 50 log2 2x    

 จะได    log 50 log 2 2 log10x    

                

2

2

2

log50 log2 log10

log50 log(2 10 )

50 (2 10 )

50 2 100

50 200

4

]
]
]

]
]

x

x

x

x

x

x

 

 

 

 





 

ตรวจสอบ 

แทน 4x   ใน log 50 log2 2x    

จะได log200 log2 2   เปนไปได 

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 4x    

ตัวอยาง 5.14  จงหาคําตอบของสมการ 
2 2

log ( 2) log ( 3) 1x x     

วิธีทํา จากสมการ 
2 2

log ( 2) log ( 3) 1x x     

 จะได    
2

log ( 2)( 3) 1x x    

    

2

1

log ( 2)( 3) 1

( 2)( 3) 2

( 2)( 3) 2

5 6 2

5 4 0

( 4)( 1) 0

]
]
]
]
]

x x

x x

x x

x x

x x

x x

  

  

  

  

  

  

 

  1x   หรือ 4x   

ตรวจสอบ  

 แทน 1x   ใน 
2 2

log ( 2) log ( 3) 1x x     

  จะได
2 2

log ( 1) log ( 2) 1     เปนไปไมได เพราะ log
a
x , 0x    

 แทน 4x   ใน 
2 2

log ( 2) log ( 3) 1x x     

จะได
2 2

log 2 log 1 1   เปนไปได 

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 4x    
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ตัวอยาง 5.15  จงหาคําตอบของสมการ log( 4) log(2 3) log(1 2 )x x x      

วิธีทํา จาสมการ            log( 4) log(2 3) log(1 2 )x x x      

จะได   log( 4) log(2 3) log(1 2 ) 0x x x       

     

0

2

2

( 4)(2 3)
log 0

(1 2 )

( 4)(2 3)
10

(1 2 )

( 4)(2 3)
1

(1 2 )

( 4)(2 3) 1 2

2 11 12 1 2

2 13 11 0

(2 11)( 1) 0

]
]

]
]

]
]

x x
x

x x
x

x x
x

x x x

x x x

x x

x x

 




 




 




   

   

  

  

 

11
2

x    หรือ 1x    

ตรวจสอบ  

แทนคา 
11

5.5
2

x      ใน log( 4) log(2 3) log(1 2 )x x x      

 จะได log( 1.5) log( 8) log12     เปนไปไมได เพราะ log
a
x , 0x   

แทนคา 1x    ใน log( 4) log(2 3) log(1 2 )x x x      

จะได log 3 log1 log 3   เปนไปได  

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 1x     

 

ตัวอยาง 5.16  จงหาคําตอบของสมการ 2
2 1

2

log ( 1) log ( 1)x x    

วิธีทํา ทําฐานของลอกกาลิทึมในสมการใหเทากันกอน 

 พิจารณา 11 2
2

log ( 1) log ( 1)x x    

จากทฤษฎีบท 5.2 ขอ 7 ( 1
log logn aa

M M
n

 ) 

 จะได 1 2 22

1
log ( 1) log ( 1) log ( 1)

1
x x x      
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 น่ันคือ  2
2 1

2

log ( 1) log ( 1)x x    

   

2
2 2

2
2 2

2
2

2 0

3 2

3 2

2

2

log ( 1) log ( 1)

log ( 1) log ( 1) 0

log ( 1)( 1) 0

( 1)( 1) 2

1 1

0

( 1) 0

( 1) 0

]
]
]
]
]
]
]

x x

x x

x x

x x

x x x

x x x

x x x

x x x

   

   

  

  

   

  

  

  

 

    0x     หรือ 2 1 0x x    

   
1 1 4(1)( 1)

2(1)
x

  
  

      

1 5
2

1 5
2 2




 

 

 เน่ืองจากในการตรวจสอบโดยการนําคา x  ที่หาได แทนในโจทยน้ันคอนขางจะยุงยาก ดังน้ัน

เราจงึใชวิธีการตรวจสอบโดยพิจารณาคา x  ซึ่งเปนไปตามเงื่อนไขที่วา log
a
x  แลว 0x   

 น่ันคือ   2 1 0x      และ  1 0x     

   ( 1)( 1) 0x x           1x   

   1x   หรือ 1x      และ          1x    

 จะไดวา x  ที่เปนผลเฉลยของสมการน้ันตองมีคามากกวา 1  เทาน้ัน  

ดังน้ัน   ผลเฉลยของสมการคือ 
1 5
2 2

x    

 

ตัวอยาง 5.17  จงหาคําตอบของสมการ 2
4 4

log ( 1) log (5 )
x x
x x

 
    

วิธีทํา จากสมการที่โจทยกําหนดใหจะพบวาฐานของลอการิทมึอยูในลักษณะเปนพจนมีตัวแปร x  

ดังน้ันตามเงือ่นไขของฐานของลอกาลิทึมจะไดวา 

  4 0x      และ  4 1x     

 น่ันคือ  4x    และ  3x     
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 จาก  2
4 4

log ( 1) log (5 )
x x
x x

 
    

 จะได      2 1 5x x    

            
2 6 0

( 3)( 2) 0]
x x

x x

  

  
 

  3x     หรือ 2x    

 แตเน่ืองจาก 3x   ดังน้ัน 2x   เทาน้ัน 

 ตรวจสอบ 

  แทนคา 2x   ใน 2
4 4

log ( 1) log (5 )
x x
x x

 
    

จะได log 3 log 3  เปนไปได  

ดังน้ัน   ผลเฉลยของสมการคือ 2x   

 

 

 

ตัวอยาง 5.18  จงหาคําตอบของสมการ log 100xx x  

วิธีทํา จาก           log 100xx x  

 จะได                      loglog log100xx x  

            

2

2

2 2

2

2

log log log100

(log ) log100 log

(log ) log log100 0

(log ) log log10 0

(log ) log 2 log10 0

(log ) log 2 0

]
]
]
]
]

x x

x x

x x

x x

x x

x x



 

  

  

  

  

 

 จะพบวาสมการดังกลาวอยูในรปูกําลงัสอง และเพื่อใหมองเห็นอยางงาย ๆ ให loga x   

 จะได   2 2 0a a     

         ( 2)( 1) 0a a    

   2a      หรือ   1a     

 จาก loga x   

 จะได       log 2x    หรือ        log 1x    

            210x   หรือ  110x   

            100x   หรือ  
1
10

x   
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 ตรวจสอบ 

  แทนคา 100x   ใน log 100xx x  

จะได log100100 100(100)  เปนไปได  

  แทนคา 
1
10

x   ใน log 100xx x  

จะได 

1
log
101 1

100
10 10

 
  

 
 เปนไปได  

ดังน้ัน   ผลเฉลยของสมการคือ 10x   หรือ 
1
10

x    

 

 

 

 

 

สรุปทายบทท่ี 5 

 ฟงกชันพีชคณิตโดยทั่วไปที่เราไดศึกษาผานมาแลวน้ันจะเหน็ไดวาแตกตางจาก

ฟงกชันช้ีกําลังในบทน้ีมากดังน้ันผูเขียนจกึไดใหศึกษาต้ังแตการเขียนการาฟของฟงกชันช้ีกําลงัจากบท

นิยามของฟงกชันช้ีกําลัง xy a  โดยที่ 0a   และ 1a   น่ันคือฟงกชันช้ีกําลงัน้ันตองมีฐานเปน

จํานวนจรงิบวกที่ไมเทากบั 1  ทั้งน้ีเพราะวาถาฐานเทากับ 1  แลวฟงกชัน xy a  คือ 1 1xy    

ซึ่งฟงกชันดังกลาวมีกราฟเปนเสนตรงขนานกบัแกน x  ซึ่งเราไดศึกษามาแลวในหัวขอที่ผานมา และ

เราสามารถใชทฤษฏีบทตาง ๆเพื่อชวยแกสมการช้ีกําลัง สวนอินเวอรสฟงกชันเลขช้ีกําลัง ซึ่งเขียนไดใน

รูป yx a  เรียกวาฟงกชันลอการทิึม ดังน้ันจะมสีมการเปน yx a  แตเน่ืองจาก yx a  เราไม

สามารถใชความรูทางพีชคณิต มาทําใหสมการการดังกลาวอยูในรูปฟงกชันชัดแจงไดดังน้ันจึงกําหนด

สัญลักษณใหมข้ึนมาแทน yx a  ซึ่งใชสัญลักษณ log
a

y x  น่ันเองทัง้น้ีเราก็สามารถใช

คุณสมบัติ และทฤษฏีบทตาง ๆ เพื่อแกสมการในรูปแบบลอกาลิทึมได 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 5 
 

1. จงเขียนกราฟของฟงกชันตอไปน้ี 

1.1  3xy       1.2  3
x

y   

1.3  1
4

x

y
 

  
 

    1.4  1
4

x

y
 

  
 

 

 

2. จงหาคําตอบของสมการตอไปน้ี 

2.1  2 13 3x x      2.2  15 0x     

2.3  5 125x      2.4 ( 1)2 8x x     

2.5  ( 4) 43 3x x       2.6 1 1 23 9 27x x x     

2.7  2 1 35 25 5x x x     

 

3. จงเขียนกราฟของฟงกชันตอไปน้ี 

3.1  
3

logy x    3.2  
1
3

logy x  

3.3  
7

logy x    3.4  
1
7

logy x  

3.5  logy x     3.6  lny x  
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4. จงหาคําตอบของสมการตอไปน้ี 

4.1  
4

1
log

2
x       4.2  

5
log 3x   

4.3  
3

2
log 1

3
x
 

   
 

  4.4  2
2

log ( 2) 3x x    

4.5  log 8 3
x

     4.6  
3 3

2
log log ( 2)

1
x

x

 
   

 

4.7  
4 2

log (3 ) log (2 )x x    4.8  23 3
log log (3 4)x x   

4.9  ( 1) 2
3 3

log 3 log 5x x    4.10  2
2

log ( 2 ) 3x x  210
log 3x  2log xx  
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