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คํานํา 

 

 เอกสารประกอบการสอน รายวิชาคณิตศาสตรพื้นฐาน รหสั 4091109 น้ี ถูกกําหนดใหมีข้ึนใน
หลักสูตรคณิตศาสตรคณะวิทยาศาสตรมหาวิทยาลัยราชภัฏบุรรีัมยเปนรายวิชาพื้นฐาน หลากหลาย
หลักสูตรในระดับปริญญาตรีทีป่รบัปรุงข้ึนใหมเพื่อใหสอดคลองกบัสภาพการศึกษาทีเ่ปลี่ยนไปรวมถึง
ความซับซอนในรายวิชาของแตละหลักสูตร และสามารถพฒันาศักยภาพของนักศึกษาเรียนรู 
รายวิชาข้ันสูงตอไป 

จุดมุงหมายของรายวิชาคณิตศาสตรพื้นฐานมุงเนนใหนักศึกษาเรียนรูหลกัการทางคณิตศาสตร
พื้นฐาน ไมวาจะเปน จํานวนจริง พหุนามและการแยกตัวประกอบ ระบบสมการเชิงเสน 2 ตัวแปร 
ฟงกชันและสัญลักษณของฟงกชัน ฟงกชันลอการทิึมและฟงกชันเลขช้ีกําลงั โดยมีวัตถุประสงคให
นักศึกษาสามารถนําความรูไปประยุกตใชในการเรียนรูสามารถแกปญหาไดอยางมปีระสทิธิภาพ 

ผูเขียนหวังเปนอยางย่ิงวาเอกสารประกอบการสอนฉบบัน้ีจะอํานวยประโยชนใหกับผูทีส่นใจ 
และผูที่ใฝรูในวิชาคณิตศาสตรขอขอบพระคุณ บิดา มารดา และครอบครัวทีเ่ปนกําลังใจทําใหมาถึง 
ตรงจุดน้ีครูอาจารยทีป่ระสิทธ์ิประสาทวิชาความรูแกขาพเจา เอกสารและตําราที่ขาพเจาไดศึกษารวม 
ถึงอางอิงจนเกิดเอกสารเลมน้ี มหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมยทีใ่หโอกาสดีๆ ตลอดจนเพือ่นรวมงานทุก 
คนที่ใหคําแนะนํา แบงปน ทั้งงานวิชาการและประสบการณการทํางาน 
 

 
 

วชิรารักษ  โอรสรัมย 
ธันวาคม 2560 
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สารบัญ 
 

เรื่อง       หนา 

คํานํา              (1) 

สารบัญ              (2) 

สารบัญรูปภาพ              (4) 

แผนบริหารการสอน             (5) 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 1             1 

บทท่ี 1 จํานวนจริง               3 

 1.1 จํานวนจริง               3 

 1.2 เลขยกกําลัง              20 

 1.3 ราก               29 

สรปุทายบทที่ 1               28 

แบบฝกหัดทายบทที่ 1              40 

เอกสารอางอิง               42 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 2            41 

บทท่ี 2 พหุนามและการแยกตัวประกอบ            43 

 2.1 นิพจนพีชคณิต             43 

 2.2 การแยกตัวประกอบพหุนาม            47 

 2.3 สมการและอสมการ             77 

สรปุทายบทที่ 2               89 

แบบฝกหัดทายบทที่ 2              90 

เอกสารอางอิง               91 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 3            93 

บทท่ี 3 ระบบสมการเชิงเสน 2 ตัวแปร            95 

 3.1 ระบบพกิัดฉาก             95 

 3.2 กราฟและสมการเสนตรง          109 

 3.3 ระบบสมการเสนสองตัวแปร          117 

 3.4 กราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร         126 

สรปุทายบทที่ 3             131 

แบบฝกหัดทายบทที่ 3            133 

เอกสารอางอิง             136 
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สารบัญ(ตอ) 
 

เรื่อง       หนา 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 4          137 

บทท่ี 4 ความสัมพันธและฟงกชัน          139 

 4.1 ความสัมพันธ           140 

 4.2 ความสัมพันธผกผัน           143 

 4.3 ฟงกชัน            144 

 4.4 ชนิดของฟงกชัน           145 

 4.5 ฟงกชันผกผัน           147 

 4.6 ฟงกชันประกอบ           148 

 4.7 พีชคณิตของฟงกชัน           150 

สรปุทายบทที่ 4             151 

แบบฝกหัดทายบทที่ 4            152 

เอกสารอางอิง             153 

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 5          155 

บทท่ี 5 ฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กําลัง         157 

 5.1 ฟงกชันช้ีกําลัง           157 

 5.2 ฟงกชันลอการิทึม           162 

สรปุทายบทที่ 5             173 

แบบฝกหัดทายบทที่ 5            174 

เอกสารอางอิง             175 

บรรณานุกรม             176 
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สารบัญรูปภาพ 
 

ภาพประกอบ       หนา 

ภาพประกอบ 1.1  ภาพแสดงโครงสรางของจํานวนจรงิ           4 
ภาพประกอบ 2.1  แสดงเสนจํานวนจริง           82 
ภาพประกอบ 3.1  แสดงวาจุด A  เปนโปรเจคชันของจุด E  บนเสน u        95 

ภาพประกอบ 3.2  แสดงพิกัดฉากแบบคารทเีซียน          96 

ภาพประกอบ 3.3  แสดงการหาระยะทางระหวางจุด 
1
P  และ 

2
P        100 

ภาพประกอบ 3.4  แสดงมุม   เปนมุมเอียงของเสนตรง L          103 

ภาพประกอบ 3.5  แสดงความชันของเสนตรง 
1 2
,L L  และ 

3
L         103 

ภาพประกอบ 3.6  แสดงกราฟของสมการเชิงเสน         118 

ภาพประกอบ 3.7  แสดงคําตอบของสมการเชิงเสน ax by c          120 

ภาพประกอบ 3.8  ครึ่งระนาบปด 2 3 12x y            127 

ภาพประกอบ 3.9  ครึ่งระนาบเปด 2 3 12x y            127 

ภาพประกอบ 4.1  แสดงภาพฟงกชัน  y f x          145 

ภาพประกอบ 4.2  แสดงแผนผังการประกอบของฟงกชัน        148 

ภาพประกอบ 4.3  แสดงฟงกชันประกอบ g f          149 
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  รายละเอียดของรายวิชา 

ชื่อสถาบันอุดมศึกษา มหาวิทยาลยัราชภฎับุรีรัมย 
วิทยาเขต/คณะ/ภาควชิา  คณะวิทยาศาสตร  สาขาวิชา คณิตศาสตร 

Faculty of  Science  Mathemetic 

หมวดที่ 1 ขอมูลทั่วไป 

1. รหัสและชือ่รายวิชา       รหสัวชิา  4091101 ชื่อรายวชิา  คณิตศาสตรพ้ืนฐาน 
2. จํานวนหนวยกิต        

 

3 หนวยกิต                3(3-0-6) 
(บรรยาย-ปฏิบัติ-ศึกษาดวยตนเอง) 

3. หลักสูตรและประเภทของรายวชิา  

 3.1    สาํหรับ  
 

หลักสูตร  วทิยาศาสตรบัณฑติ 
(คณิตศาสตร) 

 

         สําหรับ     หลายหลักสูตร  
 3.2       ประเภทของรายวิชา   ศึกษาทัว่ไป  
   วชิาเฉพาะ กลุมวชิา   แกน    เอกบังคับ   เอกเลือก 
   วิชาเลือกเสรี     
4. อาจารยผูรับผิดชอบรายวิชา           
 4.1 อาจารยผูรับผิดชอบรายวิชา  
  ผศ.วชิรารักษ โอรสรัมย  
 4.2 อาจารยผูสอน 
  ผศ.วชิรารักษ โอรสรัมย 

ผศ.ดร.สาธิต ผลเจริญ 
5. ภาคการศึกษา / ชั้นปท่ีเรียน   
 ภาคการศึกษาท่ี      1      2 ชั้นปที่เรียน  ชั้นปที่  1  ปการศึกษา 2560 
6. รายวิชาท่ีตองเรียนมากอน  (pre-requisite)  (ถามี) 
 ไมมี  
7. รายวิชาท่ีตองเรียนพรอมกัน  (co-requisites)  (ถามี) 

        ไมมี  

8. สถานที่เรยีน   
      ชั้น อาคาร 5  มหาวทิยาลัยราชภฏับรุีรมัย 
 

9. วันท่ีจัดทําหรอืปรบัปรุงรายละเอียดของรายวชิาคร้ังลาสุด 
 ภาคการศึกษาที่      1    2 ปการศึกษา 2558  วันที่  20  กรกฎาคม   2559 
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หมวดที่ 2 จุดมุงหมายและวัตถปุระสงค 
 
1. จุดมุงหมายของรายวิชา 
       1. เพ่ือใหนักศกึษามีจิตสาํนึกและตระหนักในการปฏิบติัตามจรรยาบรรณทางวชิาการและวชิาชพี 
       2. เพ่ือใหนักศกึษามีความรู ความเขาใจในหลักการ ทฤษฎ ีตามเน้ือหาของรายวิชา 
       3. เพ่ือใหนักศกึษามีความรูพื้นฐานทางวิทยาศาสตรและคณิตศาสตรที่จะนํามาอธบิายหลักการและทฤษฎีใน
ศาสตรเฉพาะ 
       4. เพ่ือใหนักศกึษาสามารถคิดวิเคราหอยางเปนระบบและมีเหตุผลตามหลักการและวธิีการทางคณิตศาสตร 
       5. เพ่ือใหนักศกึษานําความรูทางคณิตศาสตรไปประยกุตกับสถานการตาง ๆ ไดถกูตองเหมาะสม 
       6. มีความใฝรู สามารถวิเคราะหและสังเคราะหความรูจากแหลงขอมูลตาง ๆ ทีห่ลากหลายไดอยางถูกตองและเพือ่
นําไปสูการสรางนวัตกรรม 
 

2. วัตถุประสงคในการพัฒนา/ปรับปรุงรายวิชา  
    เพื่อพัฒนาการเรียนการสอนและความรูใหทันยุคสมัย 

 

หมวดท่ี 3 ลักษณะและการดําเนินการ 

 

1. คําอธิบายรายวชิา   (Course  Description) 

    คณิตศาสตรพื้นฐาน จาํนวนจริง เลขยกกําลัง ราก นิพจนพีชคณิต พหุนามการแยกตวัประกอบ สมการ อสมการ 
ระบบพิกัดฉาก กราฟเสนตรงระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร กราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร ฟงกชันและสัญลักษณ
ของฟงกชัน ฟงกชันพหุนาม พชีคณิตของฟงกชัน ฟงกชันเอกโปเนนเชียล ลอการทิึม กราฟของฟงกชันเอกโปแนนเชียล 
ลอการิทึม ฟงกชันลอการิทมึธรรมชาติ สมบัตลิอการิทึม 

2. จํานวนชัว่โมงที่ใชตอภาคการศึกษา 

บรรยาย สอนเสริม (ถามี) การฝกปฏิบัติ/งาน
ภาคสนาม/การฝกงาน 

การศึกษาดวยตนเอง 

48  ชั่วโมงตอภาคการศกึษา ไมมี ไมมี ไมมี 

3. จํานวนชั่วโมงตอสัปดาหท่ีอาจารยใหคําปรึกษาและแนะนําทางวิชาการแกนักศึกษาเปนรายบุคคล 

1 อาจารยประจํารายวิชาประกาศเวลาใหคําปรึกษาที่หนาหองทํางานและในกลุม facebook 

2 นักศึกษาจองวันเวลาลวงหนาหรือมาพบตามนัด 
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หมวดท่ี 4 การพัฒนาผลการเรยีนรูของนักศึกษา 
 

1. คุณธรรม จริยธรรม 
คุณธรรม จริยธรรมท่ีตองพัฒนา วิธีการสอนท่ีจะใชพัฒนาการ

เรียนรู 
วิธีการประเมินผล 

1.3 มีจิตสาํนึกและตระหนักในการ
ปฏบิัติตามจรรยาบรรณทางวชิาการ
และวชิาชีพ 

1. ความตรงตอเวลา 
2. มอบหมายงานแลวให
นักศึกษาตระหนักในการปฏบิัติ
ตามจรรยาบรรณทางวชิาการ
และวชิาชีพโดยการไมคัดลอก
งานของคนอื่นมาเปนของตนเอง
โดยประเมินผลจากการสุมตรวจ
การบานอยางนอย 2 ครัง้ในภ าค
เรียน 

1.ประเมินจากพฤติกรรมการเขาเรียน  
2.ประเมินจากผลงาน 

2. ความรู 
ความรูท่ีตองไดรับ วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 

2.1 มีความรู ความเขาใจใน
หลักการ ทฤษฎ ีทางคณิตศาสตร 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการสอน 
2.  บรรยาย 
3.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 

1.  ตรวจสอบจากการทาํแบบฝกหัด 
2.  สอบกลางภาค 
3.  สอบปลายภาค   

2.2 มคีวามรูพื้นฐานทาง
วิทยาศาสตรและคณิตศาสตรทีจ่ะ
นํามาอธบิายหลักการและทฤษฎีใน
ศาสตรเฉพาะ 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการสอน 
2.  บรรยาย 
3.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 
 

1.  ตรวจสอบจากการทาํแบบฝกหัด 
2.  สอบกลางภาค 
3.  สอบปลายภาค   

3. ทักษะทางปญญา 
ทักษะทางปญญาท่ีตองพัฒนา วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 
3.1 สามารถคิดวิเคราะหอยางเปน
ระบบและมีเหตุผลตามหลักการ
และวธิีการทางคณิตศาสตร 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการสอน 
2.  บรรยาย 
3.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 

1.  ตรวจสอบจากการทาํแบบฝกหัด 
2.  สอบกลางภาค 
3.  สอบปลายภาค   

3.2 นําความรูทางคณิตศาสตรไป
ประยุกตกับสถานการตาง ๆ ได
ถูกตองเหมาะสม 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการสอน 
2.  บรรยาย 
3.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 

1.  ตรวจสอบจากการทาํแบบฝกหัด 
2.  สอบกลางภาค 
3.  สอบปลายภาค   

3.3 มคีวามใฝรู สามารถวิเคราะห
และสงัเคราะหความรูจาก
แหลงขอมูลตาง ๆ ที่หลากหลายได
อยางถกูตองและเพื่อนําไปสูการ
สรางนวัตกรรม 
 

นักศึกษาคนควาความรูและสามารถ
นํามาวิเคราะหพรอมทั้งประยุกตเขา
กับสถานการณและเขียนเปน
บทความเพื่อนําเสนอหนาชั้นเรียน 

สังเกตการนําเสนองานหนาชั้นเรียน 
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4. ทักษะความสัมพันธระหวางบุคคลและความรับผิดชอบ 
ทักษะความสมัพันธระหวางบคุคล
และความรบัผิดชอบท่ีตองการ

พัฒนา 
 

วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 

- - - 
5. ทักษะการวิเคราะหเชิงตัวเลข การสือ่สาร และการใชเทคโนโลยีสารสนเทศ 

ทักษะการวิเคราะหเชงิตัวเลข 
การสือ่สาร และการใชเทคโนโลยี

สารสนเทศท่ีตองพัฒนา 

วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 

- - - 
 
6. ภารกิจอื่น ๆ ท่ีนาํมาบูรณาการเขากับการเรียนการสอน 

6.1 ผลงานวิจัย 
ไมม ี

มีการนําความรูและประสบการณจากผลงานวิจัยมาใชในการพัฒนาการเรียนการสอนโดยมีการ
ดําเนินการ ดังน้ี 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.2 งานบริการวชิาการ ไดแก การจัดโครงการฝกอบรม การเปนวิทยากรทัง้ภายในและภายนอก
มหาวทิยาลัย การเปนกรรมการสอบวิทยานิพนธ การเปนกรรมการผูทรงคุณวุฒิในการตรวจผลงานวิจัย 
การเปนกรรมการผูทรงคุณวฒุิในการอานบทความวิชาการและอื่น ๆ 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

 
มีการนําความรูและประสบการณจากการบรกิารวิชาการมาใชในการพฒันาการเรียนการสอน

โดยมีการดําเนินการ ดังน้ี          
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

 
6.3 งานทํานุบาํรงุศิลปวัฒนธรรม ไดแก การผนวกเอาศิลปวัฒนธรรมทองถิ่นไวในการเรียนการ

สอน เชน การสอนโดยยกตัวอยางสิ่งที่เกิดขึ้นในกระบวนการผลิตตามวิถพีื้นบาน การอางอิงถงึเครือ่งมอื
พื้นบาน วัตถุดิบที่ใชในการผลิตที่มีเฉพาะในทองถิ่น ภูมปิญญาพื้นบานภาคเหนือ และอื่น ๆ 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

มีการนําความรูและประสบการณจากการทาํนุบาํรุงศิลปวัฒนธรรม มาใชในการพัฒนาการเรียน
การสอนโดยมีการดําเนินการ ดังน้ี 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.4 ทรัพยากรหรือวิธีการใชในการพัฒนาทักษะภาษาองักฤษของนักศึกษา 
ตัวอยางเชน การใช text book การใชบทความวจิัย/ บทความภาษาอังกฤษ การเขาถึง website ที่
เกี่ยวของ  เปนตน 
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        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 
มีการนําความรูและประสบการณจากการนําทรัพยากรมาใชในการพัฒนาการเรียนการสอนโดยมีการ
ดําเนินการ ดังน้ี 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.5 การบรรยายโดยมีผูมีประสบการณทางวชิาการหรือวิชาชีพจากหนวยงานหรอืชุมชน
ภายนอก  เรื่องทีบ่รรยาย/ ชื่อและสงักัดของวิทยากร/ วัน/เวลา/สถานที่บรรยาย 
        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

 
6.6 การดูงานนอกสถานท่ีในรายวิชา ชือ่ของหนวยงาน /วนั/เวลาดูงาน 

        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 
 

หมวดท่ี 5 แผนการสอนและการประเมนิผล 
1  . แผนการสอน 

สัปดาห
ท่ี 

หัวขอ /รายละเอียด  
จํานวน
ชั่วโมง/
ผูสอน 

กิจกรรมการเรียน
การสอน /สือ่ท่ีใช  

การพัฒนาการเรยีนรูของ
นักศึกษา 

1 2 3 4 5 
 

1 ชีแ้จงรายวิชา 
วิธกีารเรียนการสอน 
การวัดผลและประเมินผล 
บทท่ี 1 จํานวนจรงิ  

- จํานวนจรงิ 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

2 - เลขยกกาํลงั 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

3 - ราก 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

4 บทท่ี 2 พหุนามและการแยกตัว
ประกอบ 
- นิพจนพีชคณิต 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     
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สัปดาห
ท่ี 

หัวขอ /รายละเอียด  
จํานวน
ชั่วโมง/
ผูสอน 

กิจกรรมการเรียน
การสอน /สือ่ท่ีใช  

การพัฒนาการเรยีนรูของ
นักศึกษา 

1 2 3 4 5 
 

5 - อนุกรมการแยกตัวประกอบ 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

6 - สมการและอสมการ 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

7 บทท่ี 3 ระบบสมการเชงิเสน 2 
ตัวแปร 
- ระบบพิกัดฉาก  

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

8 - กราฟเสนตรง 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

9 สอบกลางภาค 
10 - ระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร 

- กราฟอสมการเสนตรงสองตัแปร 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 

     

11 บทท่ี 4 ฟงกชันและสัญลักษณ
ของฟงกชัน 
- ฟงกชันและสัญลักษณขอฟงกชนั 

- ฟงกชันพหุนาม  

 

3 
 
 
 

ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน
พรอมบรรยายและ
มอบหมายงานให
นักศึกษาโดยการยก
กรณีศกึษาแลวให
นักศึกษานําเสนอ
หนาชั้นเรียน 

     
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สัปดาห
ท่ี 

หัวขอ /รายละเอียด  
จํานวน
ชั่วโมง/
ผูสอน 

กิจกรรมการเรียน
การสอน /สือ่ท่ีใช  

การพัฒนาการเรยีนรูของ
นักศึกษา 

1 2 3 4 5 
 

12 - พีชคณิตของฟงกชัน 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

13 บทท่ี 5 ฟงกชันลอการิทึมและ
ฟงกชันเลขชี้กําลงั 
- ฟงกชันลอการทิึมและฟงกชัน      

  เลขชี้กาํลัง 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

14 - กราฟของ ฟงกชันลอการทิึมและ 

  ฟงกชันเลขชีก้าํลงั 

- ฟงกชันลอการทิึมธรรมชาติ 

 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

15 - สมบัติลอการิทมึ 

 

3 1. ศึกษาเอกสาร
ประกอบการสอน 
2. บรรยาย 
3. ทําแบบฝกหัด
ตามใบงาน 

     

16 นักศึกษานําเสนองานที่ไดคนควา
เรื่องการประยุกตใชคณิตศาสต
พื้นฐานทาํใหเกิดชิ้นงาน 

3 นําเสนอหนาชั้น      

17 นักศึกษานําเสนองานที่ไดคนควา
เรื่องการประยุกตใชคณิตศาสต
พื้นฐานทาํใหเกิดชิ้นงาน 

3 นําเสนอหนาชั้น      

18 สอบปลายภาค 
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หมายเหตุ  การพฒันาการเรียนรูของนักศกึษา  
1 =  คุณธรรม  จริยธรรม 
2 =  ความรู      
3 =  ทักษะทางปญญา    
4 =  ทักษะความสมัพันธระหวางบคุคลและความรบัผิดชอบ    
5 =  ทักษะการวิเคราะหเชิงตัวเลข  การสือ่สาร และการใชเทคโนโลยี 
 

2. แผนการประเมินผลการเรียนรู 

ท่ี ผลการเรียนรู*  วิธีการประเมิน สัปดาหท่ีประเมิน   
สัดสวนของการ

ประเมิน 

1 

มีจิตสาํนึกและตระหนัก
ในการปฏิบัติตาม
จรรยาบรรณวิชาชีพ 

1. ความตรงตอเวลา 
2. มอบหมายงานแลวให
นักศึกษาตระหนักในการปฏบิัติ
ตามจรรยาบรรณทางวชิาการ
และวชิาชีพโดยการไมคัดลอก
งานของคนอื่นมาเปนของ
ตนเองโดยประเมินผลจากการ
สุมตรวจการบานอยางนอย 2 
ครัง้ในภาคเรียน 
 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 8,15 

15% 

2 

มีความรู ในหลกัการและ
ทฤษฏีทางคณิตศาสตร 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการ
สอน 
2.  บรรยาย 
3.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 
4.  สนทนาซักถาม 
5.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 
 
 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 9,18 

20% 

3 

มีความรูพื้นฐานทาง
วิทยาศาสตรและ
คณิตศาสตรที่จะนํามา
อธิบายหลกัการและ
ทฤษฎีในศาสตรเฉพาะ 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการ
สอน 
2.  บรรยาย 
3.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 
4.  สนทนาซักถาม 
5.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 
 
 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 9,18 

20% 
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ท่ี ผลการเรียนรู*  วิธีการประเมิน สัปดาหท่ีประเมิน   
สัดสวนของการ

ประเมิน 

4 

สามารถคิดวิเคราะห
อยางเปนระบบและมี
เหตุผลตามหลักการและ
วิธกีารทางคณิตศาสตร 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการ
สอน 
2.  บรรยาย 
3.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 
4.  สนทนาซักถาม 
5.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 
 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 9,18 

20% 

5 

นําความรูทาง
คณิตศาสตรไปประยุกต
กับสถานการณตาง ๆ ได
ถูกตองและเหมาะสม 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการ
สอน 
2.  บรรยาย 
3.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 
4.  สนทนาซักถาม 
5.  ทาํแบบฝกหัดตามใบงาน 

ตลอดภาคการศึกษา 
สัปดาหที่ 9,18 

20% 

6 

มีความไฝรู สามารถ
วิเคราะหและสงัเคราะห
ความรูจากแหลงขอมูล
ตาง ๆ ทีห่ลากหลายได
อยางถกูตองและเพื่อ
นําไปสูการสราง
นวัตกรรม 

มอบหมายงานใหนักศึกษา
คนควาการประยุกตใชแคลคลูัส
ทําใหเกิดชิ้นงาน 
 

สัปดาหที่ 16,17 5% 

เกณฑการประเมินผล   
 81 % ขึ้นไป ระดับคะแนน  A 57 – 62  % ระดับคะแนน  C 
 75 – 80  % ระดับคะแนน  B+ 51 – 56  % ระดับคะแนน  D+ 
 69 – 74  % ระดับคะแนน  B 45 – 50  % ระดับคะแนน  D 
 63 – 68  % ระดับคะแนน  C+ ตํ่ากวา 44 % ระดับคะแนน  F 
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หมวดท่ี 6 ทรัพยากรประกอบการเรยีนการสอน 

 
1. ตําราและเอกสารหลัก 
วชริารกัษ โอรสรัมย. (2560). คณิตศาสตรพ้ืนฐาน. สาขาวชิาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร  
        มหาวทิยาลัยราชภฏับรุีรมัย 
2. เอกสารและขอมูลสําคัญ 

2.1  www.google.co.th 
         2.2  หองสมุดสาขาวิชาคณิตศาสตร 
............2.3  facebook ชื่อกลุม อ.วชริารักษ 
3. เอกสารและขอมูลแนะนํา 
        ไมมี 
4. ภารกิจอื่น ๆ ท่ีนาํมาบูรณาการเขากับการเรียนการสอน   
        ไมมี 

 4.1 ผลงานวิจัย 
   ไมมี 

 4.2 งานบริการวชิาการ 
   ไมมี 

 4.3 งานทํานบุํารงุศลิปวัฒนธรรม 
   ไมม ี 

5. ทรัพยากรหรอืวิธีการใชในการพัฒนาทักษะภาษาองักฤษของนักศึกษา 
        ไมม ี  
6. การบรรยายโดยผูมีประสบการณทางวชิาการหรือวชิาชีพจากหนวยงานหรอืชุมชนภายนอก 
        ไมมี 
7. การดูงานนอกสถานท่ีในรายวิชา 
        ไมมี 

 
หมวดท่ี 7 การประเมินและปรับปรุงการดําเนินการของรายวิชา 

 
1. กลยุทธการประเมินประสิทธิผลของรายวิชาโดยนักศึกษา 
    ใชแบบประเมินผลการสอนของทางมหาวิทยาลัยโดยนักศึกษาเขาไปประเมินในระบบ 
2. กลยุทธการประเมินการสอน 
    ใชแบบประเมินผลการสอนของทางมหาวิทยาลัยโดยนักศึกษาเขาไปประเมินในระบบ 
3. การปรับปรุงการสอน 
   ในการเรียนการสอนบรูณการรวมกบั learning by doing (เรียนรูและฝกปฏบิัติไปดวย) โดยใหผูเรียนพยายาม 
คนควาแบบฝกหัดจากแหลงอื่นเพิ่มเติม 
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4. การทวนสอบมาตรฐานผลสัมฤทธิ์รายวิชาของนักศึกษา 
   มีการวัดผลคะแนนตามที่ระบุไวในแผนการประเมินผลการเรียนรู  และเมื่อสิ้นสุดภาคการศึกษามีการประเมินความ
สอดคลองของเน้ือหาที่สอนกับแบบทดสอบโดยนักศึกษาทุกรายวิชา 

5. การดําเนินการทบทวนและการวางแผนปรับปรุงประสิทธิผลของรายวิชา 
   นําขอเสนอแนะของนักศึกษามาพิจารณาและคิดแนวทางในการปรับปรุงปการศึกษาตอไป 

 
 
 
 
 

ลงชื่อ:   _________________________________ 
      (  นางวชิรารักษ โอรสรัมย  ) 

                  อาจารยผูรบัผิดชอบรายวิชา/ผูรายงาน 
                  วันที่ 31 เดือน กรกฎาคม  พ.ศ. 2560 
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 1 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. จํานวนจรงิ 

2. เลขยกกําลัง 

3. ราก 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. สามารถแยกเซตของจํานวนชนิดตาง ๆ ได 

2. เขาใจและสามารถพิสจุนสมบัติพื้นฐานของระบบจํานวนจริงได 

3. เขาใจและสามารถสมบัติอันดับของจํานวนจริงได 

4. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็ม 

5. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนเศษสวน 

6. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนตรรกยะ 

7. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนอตรรกยะ 

8. เขาใจและสามารถแกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนจรงิใดๆ 

9. สามารถหารากที่สองดวยวิธีการตาง ๆ ได 

10. สามารถหารากที่สามดวยวิธีแยกตัวประกอบได 

11. สามารถหารากที่ n  ดวยวิธีแยกตัวประกอบได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1. จํานวนจรงิ 

1.2. เลขยกกําลัง 

1.3. ราก 

2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

  2.1.  ศึกษาขอมูล เกี่ยวกับเรื่องจํานวนจริงเพิ่มเติม 

  2.2.  ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 
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การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 1 
จํานวนจริง 

 
จํานวนจรงิ เปนจํานวนที่ถูกนําไปใชในทุกสาขาวิชาชีพรวมถึงในชีวิตประจําวันกม็ีจํานวนจริง

ซอนอยูในกระบวนการแกปญหาตาง ๆ โดยนักคณิตศาสตรไดสรางจํานวนจริงจากจํานวนทีง่ายทีสุ่ด
และเปนธรรมชาติมากทีสุ่ด เรียกวา จํานวนนับหรอืจํานวนธรรมชาติจากน้ันจงึแกปญหาของระบบ
จํานวนที่ยากและซับซอนมากกวาเดิม จึงทําใหเกิด จํานวนเต็ม จํานวนตรรกยะ และจํานวนอตรรกยะ
ตามลําดับ เมื่อนําจํานวนทัง้หมดมาจัดรวมกันจึงทําใหเกิดระบบจํานวนข้ึนมาใหมและเรียกวาระบบ
จํานวนจรงิ สําหรับการแกปญหาทางคณิตศาสตรโดยมากจะมีเซตของจํานวนจริงเปนเอกภพสัมพทัธ
จึงนับไดวาจํานวนจริงเปนโครงสรางจํานวนทีม่ีความสําคัญ ในกลุมวิชาวิทยาศาสตรและคณิตศาสตร
จําเปนตองเรียนรูและศึกษาอยางถองแทในบทน้ีจะแบงเน้ือหาเปน 3 เรื่องไดแก จํานวนจริง เลขยก
กําลังราก ดังน้ี 

 

1.1 จํานวนจริง 

 มนุษยมีความคิดเกี่ยวกับจํานวนมาต้ังแตสมัยดึกดําบรรพและจํานวนที่มนุษยคิดข้ึนเปนครั้ง

แรกคือจํานวนนับ ซึง่จํานวนนับประกอบดวย 1,2, 3,...  ใช N  แทนเซตของจํานวนนับ ดังน้ัน 

 1,2,3,...N   

ตอมามนุษยรูจักจํานวนนับมาบวก ลบ และคูณกัน สําหรบัการบวกและการคูณจะไมมปีญหา

สําหรับจํานวนนับ แตเมื่อมนุษยตองการหาคา x  จากสมการ 7 5x    ทําใหไมสามารถหาคา x  

ไดจึงคิดจํานวนเต็มข้ึนมาและใช I  แทนเซตของจํานวนเต็มจะได 

 ..., 2, 1,0,1,2,...I     

ดังน้ัน N I  ถึงแมวาจะไดมีการคิดจํานวนเต็มข้ึนมาแลว แตมนุษยก็ไมสามารถหาคา x  

จาก 2 5x   ไดจึงไดคิดจํานวนตรรกยะข้ึนมา ใช Q  แทนเซตของตํานวนตรรกยะจะได 

 :
p

Q x x
q

   เมื่อ ,p q I และ 0q    

จํานวนตรรกยะจงึประกอบไปดวย 

จํานวนเต็ม ไดแก ..., 2, 1,0,1,2,...   ดังน้ัน I Q  

จํานวนตรรกยะท่ีไมเปนจํานวนเต็ม เชน
 

1 3 7
, ,2
2 4 5

  

จํานวนท่ีเขียนอยูในรูปทศนิยมซ้ํา เชน 

  
75 100 75 175

1.75 1 0.75 1
100 100 100 100

        
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37 3 34 17
1.3777... 0.37

90 90 45


     

นอกจากจํานวนดังกลาวขางตนแลวมนุษยไดคิดจํานวนอีกชนิดหน่ึง เพื่อจะไดสามารถหา

คําตอบของ x  จากสมการ 2 3x   คือจํานวนอตรรกยะ ตอไปน้ีเปนตัวอยางจํานวนอตรรกยะ 
32, 3, 5, 0.1261523...,1.4144414444...  เปนตน ใช Q   แทนเซตของจํานวนอตรรกยะ เมื่อ

นําเซตของจํานวนตรรกยะ และเซตของจํานวนอตรรกยะมายูเนียนกันจะไดเวตของจํานวนจริงน่ันคือ 

Q Q R   (คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคําแหง, 2542 : 
15-16) 

หมายเหตุ 1.1 

 1. จํานวนนับบางครัง้เรียกวาจํานวนเต็มบวกใช I   แทนเซตของจํานวนเต็มบวก ดังน้ัน 

 1,2,3,...I N    

 2. เรียก ..., 3, 2, 1    วาจํานวนเต็มลบ ใช I   แทนเซตของจํานวนเต็มลบ ดังน้ัน 

 ..., 3, 2, 1I      และ  0I I I     

แผนผังแสดงความสัมพันธของจํานวนชนิดตาง ๆ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

จํานวนจรงิ 

จํานวนเต็มลบ  

 

จํานวนธรรมชาติ 

หรือจํานวนเต็มบวก  

จํานวนอตรรกยะ 

จํานวนเต็มศูนย  

จํานวนตรรกยะ 

จํานวนเต็ม จํานวนตรรกยะ 

ที่ไมเปนจํานวนเต็ม 

ภาพประกอบ 1.1  ภาพแสดงโครงสรางของจํานวนจรงิ 
     ที่มา : ปยรัตน จาตุรันตบุตร. 2547 : 177 
 



5 

 จากแผนภาพแสดงโครงสารางของจํานวนจริงน้ันเราสามารถนําจํานวนมาเขียนใหอยูใน
รูปแบบของเซตไดดังตอไปน้ี (จักรินทร วรรณโพธ์ิกลาง, 2551 : 131) 
 

1.1.1 เซตของจํานวนชนิดตาง ๆ  

  1. เซตของจํานวนนับ ( )N   โดยที่  1,2,3,...N    

  2. เซตของจํานวนเต็มบวก( )I    โดยที่  1,2,3,...I    

  3. เซตของจํานวนเต็มลบ( )I    โดยที่  1, 2, 3,...I       

  4. เซตของจํานวนเต็มศูนย 0( )I   โดยที่  0 0I   

  5. เซตของจํานวนเต็ม( )I   โดยที่  ..., 2, 1,0,1,2,...I     

  6. เซตของจํานวนตรรกยะ( )Q   โดยที่ 
a

Q x x
b

 


 เมื่อ ,a b I  และ 0b 




  

 7. เซตของจํานวนอตรรกยะ( )Q   โดยที่ Q   เซตของเลขจํานวนที่ไมใชจํานวนตรรกยะ 

 8. เซตของจํานวนจรงิ ( )R   โดยที่ R Q Q    

 

1.1.2 สมบัติพ้ืนฐานของระบบจํานวนจริง 

 วิธีการศึกษาระบบจํานวนจริงมีหลายวิธี วิธีที่นิยมกันมากวิธีหน่ึงคือวิธีใหจํานวนเต็มบวกเปนคํา

อนิยาม และกําหนดสจัพจนของจํานวนเต็มบวก จากน้ีสรางระบบจํานวนตรรกยะ แลวสรางจํานวนอ

ตกรรยะจนไดระบบจํานวนจริง และในที่น้ีจะศึกษาระบบจํานวนจริงโดยใหจํานวนจริงเปนอนิยาม

ระบบจํานวนจริงประกอบดวยเซตของจํานวนจริง กับการดําเนินการบวก และการคูณซึ่งสอดคลองกบั

สัจพจน ที่จะกลาวถึง และสมบัติทกุประการของระบบจํานวนจริงจะเปนผลที่ไดรับจากสัจพจนเหลาน้ี 

(สุเทพ จันทรสมศักด์ิ, 2533 : 1-5) 

1. สมบัติปดของการบวก 

  ถา x  และ y  เปนจํานวนจริงแลว x y  เปนจํานวนจริงดวย 

2. สมบัติการเปลี่ยนหมูของการบวก 

ถา ,x y  และ z  เปนจํานวนจริงแลว    x y z x y z      

 3. สมบัติการมเีอกลักษณการบวก  

  มีจํานวนจริง 0  ซึ่ง 0 0x x x     สําหรับจํานวนจริง x  ทุกตัว 

4. สมบัติการมผีกผันการบวก  

  สําหรับจํานวนจรงิ x  แตละจํานวน จะมจีํานวนจริง x  ซึ่ง  
( ) 0x x x x       
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5. สมบัติการสลับที่ของการบวก 

 ถา x  และ y  เปนจํานวนจริงแลว x y y x     

6. สมบัติปดของการคูณ 

  ถา x  และ y  เปนจํานวนจริงแลว xy  เปนจํานวนจริงดวย 

7. สมบัติการเปลี่ยนหมูของการคูณ 

ถา ,x y  และ z  เปนจํานวนจริงแลว    xy z x yz  

 8. สมบัติการมเีอกลักษณการคูณ  

  มีจํานวนจริง 1  ซึ่ง 1 0  และ     1 1x x x   สําหรบัจํานวนจริง x  ทุกตัว 

9. สมบัติการมผีกผันการคูณ  

  สําหรับจํานวนจรงิ x  แตละจํานวนที่ไมเทากบั 0  จะมีจํานวนจริง 1x   

ซึ่ง 1 11xx x x    ( นิยมเขียนแทน 1x  ดวย 1
x

 ) 

10. สมบัติการสลับที่ของการคูณ 

 ถา x  และ y  เปนจํานวนจริงแลว xy yx   

 11. สมบัติการแจกแจงทางซาย  

  ถา ,x y  และ z  เปนจํานวนจริงแลว
  x y z xy xz    

 

 ในระบบจํานวนจริงนอกจากสจัพจนตาง ๆ แลวยังใชสมบัติเกี่ยวกับการใชเครื่องหมายเทากบั 

( )  และการเทากันในระบบจํานวนจริงมีสมบัติดังตอไปน้ี (เวชชัย สงัขสาย., 2536 : 103) 

 1. สมบัติการสะทอน 

สําหรับจํานวนจรงิ x  ใด ๆ x x  

 2. สมบัติการสมมาตร 

สําหรับจํานวนจรงิ ,x y  ใด ๆ ถา x y  แลว y x  

 3. สมบัติการถายทอด  

  สําหรับจํานวนจรงิ , ,x y z  ใด ๆ ถา x y  และ y z  แลว x z  

  4. สมบัติการบวกดวยจํานวนเทากัน 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,x y z  ใด ๆ ถา x y  แลว x z y z    

  5. สมบัติการคูณดวยจํานวนเทากัน 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,x y z  ใด ๆ ถา x y  แลว xz yz  
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 ทฤษฎีบท 1.1 (สมบัติการตัดออกของการบวก) 

   สําหรับจํานวนจรงิ ,x y  และ z  ใด ๆ 

    1. ถา x y x z    แลว y z   

    2. ถา y x z x    แลว y z  

 

 

พิสูจน (1). 

    x y x z    

  ( ) ( )x x y x x z          สมบัติบวกดวยจํานวนเทากัน 

  ( ) ( )x x y x x z          สมบัติการเปลี่ยนหมูของการบวก 

            0 0y z      สมบัติการมผีกผันการบวก 

                y z     สมบัติการมเีอกลักษณการบวก 

 (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

  

  ทฤษฎีบท 1.2  

   สําหรับจํานวนจรงิ x  และ a  ใด ๆ 

    1. ถา x a a   แลว 0x    

    2. ถา a x a   แลว 0x   

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก x a a    กําหนดให 

 และ       0 a a    สมบัติการมเีอกลักษณการบวก 

 ดังน้ัน            0x a a     สมบัติการถายทอด 

 เพราะฉะน้ัน           0x    สมบัติการตัดออกของการบวก 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 



8 

 

 

 ทฤษฎีบท 1.3  

   สําหรับจํานวนจรงิ x  และ a  ใด ๆ 

    1. ถา 0x a   แลว x a    

    2. ถา 0a x   แลว x a   

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก   0x a     กําหนดให 

 และ       0a a       สมบัติของอินเวอรสการบวก 

 ดังน้ัน      x a a a      สมบัติการถายทอด 

 เพราะฉะน้ัน           x a    สมบัติการตัดออกของการบวก 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.4  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  แตละตัว ( )a a     

    

 

พิสูจน  

   เน่ืองจาก  ( )a   เปนอินเวอรสการบวกของ a  ดังน้ัน ( ) ( ) 0a a       

 และเน่ืองจาก a  เปนอินเวอรสการบวกของ a  ดังน้ัน ( ) 0a a     

 เพราะฉะน้ัน ( ) ( ) ( )a a a a        สมบัติถายทอด 

 ดังน้ัน      ( )a a     สมบัติตัดออกของการบวก 

 

 ทฤษฎีบท 1.5  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  ทุกตัว 0 0a   และ 0 0a    
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พิสูจน  

 เน่ืองจาก 0 0a a  จึงพสิูจนเฉพาะกรณี 0 0a   

          0 0 0    สมบัติของเอกลกัษณการบวก 

      (0 0) 0a a    สมบัติการคูณดวยจํานวนเทากัน 

     0 0 0a a a    สมบัติการแจกแจงทางซาย 

     0 0 0 0a a a     สมบัติของเอกลกัษณการบวก 

      0 0a    สมบัติการตัดออกของการบวก 

 

 ทฤษฎีบท 1.6 (สมบัติการตัดออกของการคูณ)  

   สําหรับจํานวนจรงิ ,a b  และ c  ใด ๆ 

    1. ถา ab ac  แลว b c   

    2. ถา ba ca  แลว b c  

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก   ab ac    กําหนดให 

        1 1( ) ( )a ab a ac    จาก 0a   และสมบัติการคูณดวยจํานวนเทากัน 

          1 1( ) ( )a a b a a c   สมบัติเปลี่ยนกลุมของการคูณ 

     (1) (1)b c   สมบัติของอินเวอรสการคูณ 

         b c   สมบัติเอกลักษณของการคูณ 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.7  

   สําหรับจํานวนจรงิ x  และ a  ใด ๆ ซึ่ง 0a    

    1. ถา xa a  แลว 1x    

    2. ถา ax a  แลว 1x   

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก   xa a   กําหนดให 

                1a a   สมบัติเอกลักษณของการคูณ 
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                1xa a  สมบัติการถายทอด 

        1x   สมบัติการตัดออกสําหรบัการคูณ 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.8  

   สําหรับจํานวนจรงิ x  และ a  ใด ๆ  

    1. ถา 1xa   แลว 1x a    

    2. ถา 1ax   แลว 1x a   

 

 

พิสูจน (1). 

   เน่ืองจาก   1xa    กําหนดใหและ 0a   เพราะถา 0a   จะได 0 0xa x    

 เพราะฉะน้ันมี 1a   โดยที่ 1 1a a   

 ดังน้ัน     1xa a a    สมบัติการถายทอด 

 เพราะฉะน้ัน                  1x a     สมบัติการตัดออกของการคูณ 

  (2) สามารถพิสจูนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.9  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  ทุกตัวซึ่ง 0a   จะไดวา 1 1( )a a     

     

 

พิสูจน  

   เน่ืองจาก  1 1( )a    เปนอินเวอรสการคูณของของ 1a   ดังน้ัน 1 1 1( ) 1a a      

 และเน่ืองจาก 1a   เปนอินเวอรสการคูณของของ a  ดังน้ัน 1 1a a     

 เพราะฉะน้ัน   1 1 1 1( )a a a a       สมบัติถายทอด 

 ดังน้ัน      1 1( )a a     สมบัติตัดออกของการคูณ 

 

 ทฤษฎีบท 1.10 (สมบัติการแจกแจงทางขวา)  

   สําหรับจํานวนจรงิ ,a b  และ c  ทุกตัว จะไดวา ( )b c a ba ca     
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 ทฤษฎีบท 1.11  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  และ b  ทุกตัว จะไดวา  

    1. ( )a b ab     

    2. ( )a b ab    

    3. ( )( )a b ab    

 

 

 ทฤษฎีบท 1.12  

   สําหรับจํานวนจรงิ a  และ b  ใด ๆ ถา 0ab   แลว 0a   หรือ 0b    

 

 

พิสูจน  

  กรณีที่ 1  ถา  0a     จะไดตามที่ตองการ 

 กรณีที่ 2  ถา  0a     จะตองมี 1a    

            0ab    
     1 1( ) 0a ab a   สมบัติการคูณดวยจํานวนที่เทากัน 

     1 1( ) 0a a b a   สมบัติการเปลี่ยนกลุมของการคูณ 

     11 0b a   สมบัติของอินเวอรสการคูณ 

      10b a    สมบัติของเอกลกัษณการคูณ 

      0b    จากทฤษฎีบท 1.5 

 

ทฤษฎีบทน้ี ใชในการแกสมการเชน  

 

ตัวอยาง 1.1  จงหาเซตคําตอบของสมการ  2 3 10 0x x     

วิธีทํา จาก 2 3 10 0x x    

 จะได  ( 5)( 2) 0x x    

 น่ันคือ  5 0x    หรือ  2 0x    

        5x   หรือ          2x    

เน่ืองจากเมื่อนํา 2  และ 5  ไปตรวจสอบในสมการจะไดวาทั้งสองจํานวนเปนรากของสมการ ดังน้ัน

เซตคําตอบของสมการ คือ  2,5   
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 ทฤษฎีบท 1.13 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,a b c  และ d  ใด ๆ ซึ่ง 0, 0b d    

 จะไดวา a c
b d
  ก็ตอเมือ่ ad bc   

 

 

พิสูจน  1      

  ให      a c
b d
  

        

1 1

1 1

1 1

1

1

( ) ( )

( ) ( )

( ) (1)

( )

]
]

]
]

ab cd

ab d cd d

a b d c d d

a b d c

a db c

 

 

 















 

   

 
1

1

1

( )

( )

( )( )

( )(1)

]
]
]
]

ad b c

ad b b cb

ad b b bc

ad bc

ad bc

















 

 2     

   ให   ad bc  

            

 

1 1

1 1

1

1

1 1 1

1 1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) (1)

( )

( )

( )( )

( )(1)

]
]
]
]
]
]
]

ad cb

ad b cb b

a db c bb

a b d c

ab d c

ab d d cd

ab dd cd

ab cd

 

 





  

  

 
















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1 1( ) ]ab cd

a c
b d

 


 

 

 ทฤษฎีบท 1.14 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,a b c  และ d  ใด ๆ จะไดวา a b c d     

 ก็ตอเมื่อ a d c b     

 

 

พิสูจน  1      

  ให          a b c d    

              

( ) ( )

( ) ( )

( ) 0

( )

]
]

]

a b d c d d

a b d c d d

a b d c

a b d c

    

     

   

  

 

   

 
 

 
 
 
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( 0)

]
]
]
]
]
]
]

a b d b c b

b a b d c b

b a b d c b

b a b d c b

a b b d c b

a b b d c b

a d c b

a d c b

    

    

    

    

    

    

   

  

 

 2     สามารถพสิูจนไดในทํานองเดียวกัน 

 

 ทฤษฎีบท 1.15 

   สําหรับจํานวนจรงิ b  และ d  ใด ๆ ซึ่งตางก็ไมเทากับศูนย  

 จะไดวา 1 1 1( )bd b d     
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 ทฤษฎีบท 1.16 

   สําหรับจํานวนจรงิ , , ,a b c d  ใด ๆ ซึ่ง 0b   และ 0d   

 จะไดวา 
a c ac
b d bd

   
   

   
  

 

พิสูจน    1 1( )( )
a c

ab cd
b d

    
   

   
 

      

 
 
 
 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

( )

( )

( )

( )

( )( )

( )( )

]
]

]
]
]

ab c d

a b c d

a cb d

ac b d

ac b d

ac bd

ac
bd

 

 

 

 

 

















 

 

 ทฤษฎีบท 1.17 

   สําหรับจํานวนจรงิ , ,b c d  ใด ๆ ซึ่ง 0b   และ 0d   

 จะไดวา c bc
d bd
   

 

 

 ทฤษฎีบท 1.18 

   สําหรับจํานวนจรงิ c  และ d  ทุกตัวซึ่งตางก็ไมเทากบัศูนย 

 จะไดวา 
1

c d
d c


 

 
 

  

 

พิสูจน      
1

1
1c

cd
d




 
 

 
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  11 1

1

1

]
]

c d

c d

dc

d
c


 













 

 

 ทฤษฎีบท 1.19 

   สําหรับจํานวนจรงิ , , ,a b c d  ใด ๆ ซึ่ง 0, 0b c   และ 0d   

 จะไดวา 

a
adb

c bc
d

   

 

พิสูจน     
1

a
a cb

c b d
d


   

    
   

 

        ]a d ad
b c bc

   
    
   

 

 

 ทฤษฎีบท 1.20 

   สําหรับจํานวนจรงิ , , ,a b c d  ใด ๆ ซึ่ง 0b   และ 0d   

 จะไดวา a c ad bc
b d bd


    

 

พิสูจน     a c ad bc
b d bd bd
    

    

1 1

1

( ) ( )

( )( ) ]
]

ad bd bc bd

ad bc bd

ad bc
bd

 



 

 



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1.1.3 สมบัติอันดับของจํานวนจริง 

 สมบัติที่จะกลาวถึงตอน้ีเกี่ยวของกบัเซตของจํานวนจรงิบวกที่เปนเซตยอยของเซตของจํานวน

จริง ซึง่กลาววา 

  มีเซตยอย P  ของ R  ซึ่งสอดคลองกบัคุณสมบัติตอไปน้ี 

   1. ถา a P  และ b P  แลว a b P    

   2. สําหรบัจํานวนจริง a  ใด ๆ โดยที่ 0,a a P   หรือ a P    

 อยางใดอยางหน่ึงเทาน้ัน 

   3. 0 P   

 เราเรียกสมบัติทั้ง 3 ขอน้ีวา สมบัติอันดับของจํานวนจริง (ปยรัตน จาตุรันตบุตร, 2547 : 

189-192) 

 

 บทนิยาม 1.1 

   เรียกเซต P  ซึ่งมีสมบัติ 3 ขอขางตน วาเซตของจํานวนจริงบวกถา 

 a P  เรียก a  วาจริงบวก และถา a P   เรียก a  วาจํานวนจริงลบ 

 

  บางครัง้เราเขียน P  ดวย R  และเขียนแทนเซตของจํานวนจรงิลบดวย R  ดังน้ัน 

    0R R R      

 จากสมบัติทัง้สามขอขางตนสามารถกําหนดความสัมพันธ มากกวา มากกวาหรือเทากบั 

นอยกวา นอยกวาหรือเทากบั ซึ่งแทนดวยสญัลกัษณตามลําดับตอไปน้ี , , ,      

 

 บทนิยาม 1.2 

   สําหรับจํานวนจรงิใด ๆ a  และ b   

    1. a b   หมายถึง a b R    

    2. a b   หมายถึง b a  

    3. a b   หมายถึง a b R   หรอื a b    

    4. a b   หมายถึง b a  

 

 

 จากสมบัติอันดับของจํานวนจรงิขอ 2 แสดงวา สําหรบัจํานวนจริงใด ๆ a  และ b   

a b R   หรือ b a R   หรือ 0  อยางใดอยางหน่ึงเทาน้ัน ดังน้ันจํานวนจรงิใด ๆ a  และ b  

มีความสัมพันธกันอยางใดอยางหน่ึงเทาน้ัน คือ 
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    a b   
   หรือ a b  

   หรือ  a b  

 จากสมบัติอันดับของจํานวนจรงิมีทฤษฏีเบื้องตนที่ควรทราบดังน้ี 

 

  ทฤษฎีบท 1.21 (สมบัติถายทอด) 

   สําหรับจํานวนจรงิใด ๆ ,a b  และ c  ถา a b  และ b c  แลว a c   

 

 

พิสูจน 

 ให a b  และ b c   

 ดังน้ัน a b R   และ b c R   

 เพราะฉะน้ัน ( ) ( )a b b c R       สมบัติอันดับของจํานวนจริงขอ 1 

 แต  ( ) ( ) ( )a b b c a b b c         

          

 ( )

(0 )]
]

a b b c

a c

a c

    

  

 

 

 ดังน้ัน a c R   

 น่ันคือ a c  

 

  ทฤษฎีบท 1.22  

   สําหรับจํานวนจรงิใด ๆ ,a b  และ c  ถา a b  แลว a c b c     

 

 

พิสูจน 

 ให a b   

 ดังน้ัน a b R    

 แต ( ) ( ) 0a b a b      
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 
 
 

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

]
]
]
]
]

a b c c

a b c c

a b c c

a c b c

a c b c

a c b c

   

   

    

   

    

   

 

 ดังน้ัน ( ) ( )a c b c R     

 น่ันคือ a c b c    

 

  ทฤษฎีบท 1.23  

   สําหรับจํานวนจรงิใด ๆ a  และ b   

    1. ถา a b  และ 0c   แลว ac bc   

    2. ถา a b  และ 0c   แลว ac bc  

 

พิสูจน  (1)  

 ให a b  และ 0c   

 ดังน้ัน a b R   และ 0c R   

 น่ันคือ ( )( 0)a b c R      สมบัติอันดับของจํานวนจริงขอ 1 

 แต ( )( 0) ( )a b c a b c      

       ac bc   
 ดังน้ัน ac bc R   

 น่ันคือ ac bc  

  (2)  

 ให a b  และ 0c   

 ดังน้ัน a b R   และ 0 c R   

 น่ันคือ ( )(0 )a b c R      สมบัติอันดับของจํานวนจริงขอ 1 

 แต ( )(0 ) ( )( )a b c a b c       

       
ac bc

bc ac

  
 

 

 ดังน้ัน bc ac R   

 น่ันคือ bc ac  

 ดังน้ัน ac bc  
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  ทฤษฎีบท 1.24  

   ถา a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ โดยที่ 0a   แลว 2 0a    

     

 

พิสูจน    

 สําหรับ 0a   แสดวา a R  หรือ a R   

 ดังน้ัน ถา a R  จะได aa R  

  น่ันคือ 2a R  

 ถา a R   จะได ( )( )a a R    

 แต 2( )( )a a aa a     

 ดังน้ัน 2a R  

 

  ทฤษฎีบท 1.25  

   ถา a  และ b สําหรับจํานวนจริงใด ๆ ซึ่ง a b  แลว a b    

     

 

  ทฤษฎีบท 1.26  

   กําหนดให a  และ b สําหรบัจํานวนจริงใด ๆ ซึ่ง 0ab    

 จะไดวากรณีใดกรณีหน่ึงตอไปน้ีเปนจรงิเพียงกรณีเดียว 

     

 

 ทฤษฎีบท 1.27  

   ถา , ,a b c  และ d  เปนจํานวนจริงใด ๆ ซึง่ a b  และ c d   

 แลว a c b d     

 

พิสูจน    

 ให a b  และ c d  

 น่ันคือ b a  และ d c   

 ดังน้ัน b a R   และ d c R   

 น่ันคือ ( )( )b a d c R      สมบัติอันดับของจํานวนจริงขอ 1 

 แต ( )( ) ( ) ( )b a d c b d a c        
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  ดังน้ัน ( ) ( )b d a c R     

 น่ันคือ b d a c    

 ดังน้ัน a c b d    

 

1.2 เลขยกกําลัง 

 การยกกําลังคือการดําเนินการทางคณิตศาสตรอยางหน่ึง เขียนอยูในรูป na  ซึ่งประกอบดวยสอง
จํานวนคือฐาน( )a  และเลขชี้กําลัง( )n   การยกกําลงัมีความหมายเหมือนการคูณซ้ํา ๆ กัน น่ันเอง 

และสําหรบัเน้ือหาในเรื่องน้ีน่ันคือตองการทราบถึงเลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนจริงใด ๆ ซึ่ง
จะตองคอย ๆ ทําความเขาใจโดยเริ่มศึกษาตามลําดับดังน้ี 

1. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็ม 

2. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนเศษสวน 

3. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนตรรกยะ 

4. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนอตรรกยะ  

5. เลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนจริงใดๆ  

กอนที่จะศึกษาเรือ่งตาง ๆที่กลาวมาขางตนน้ันกอนอื่นตองมาทําความเขาใจเกี่ยวกับบทนิยาม
ตาง ๆ ที่เกี่ยวของกบัเลขยกกําลังดังตอไปน้ี (สุชิน ทํามาหากิน, 2540 : 1) 

 

 บทนิยาม 1.3 

  ถา a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ n  เปนจํานวนเต็มบวก  
na  อานวา a  ยกกําลัง n  หมายถึง a  คูณกัน n  ตัว เรียก a  วาฐาน  

เรียก n  วาเลขช้ีกําลัง 

    na a a a a          

 

 

ตัวอยาง 1.2   

 

 

3

4

2

3

4

2 2 2 2

5 5 5 5 5

( 3) ( 3) ( 3)

( 4) ( 4) ( 4) ( 4)

2 2 2 2 2

]
]

]
]

  

   

    

      

   

  

 ตัว 
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 บทนิยาม 1.4 

  0 1a   เมื่อ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a    

 

 

 บทนิยาม 1.5 

  1n

n
a

a
   เมื่อ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a   และ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

 

ขอสังเกต 1.1  

 1. จากทั้ง 3 บทนิยามที่กลาวมาขางตนน้ันไดแสดงใหเห็นถึงเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปน

จํานวนเต็มบวก จํานวนเต็มลบ และ ศูนย  

 2. 00  ไมถูกกําหนดใหเกิดข้ึน(ไมนิยาม) 

 3. ถา a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a   และ n  เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะสามารถหา na  ได

เสมอ  

 

  ทฤษฎีบท 1.28 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a   และ ,m n  เปนจํานวนเต็มบวก 

แลวจะไดวา m n m na a a      

 

 

พิสูจน    m na a a a a a a a a a                    

     
a a a a         

     m na   
 

ตัวอยาง 1.3   

 
3 5 3 5 8

2 4 2 4 6

2 2 2 2

( 3) ( 3) ( 3) ( 3) ]




  

      
  

 ตัว  ตัว 

 ตัว 
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 ทฤษฎีบท 1.29 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ ,m n  เปนจํานวนเต็มบวก 

แลวจะไดวา  nm mna a    

 

พิสูจน     nm m m m ma a a a a          

             

m m m ma   


 

     mna  

ตัวอยาง 1.4   

 
 

 

5
3 3 5 15

4
2 2 4 8

2 2 2

3 ( 3) ( 3) ]




 

    
  

  

ทฤษฎีบท 1.30 

  ให ,a b  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

แลวจะไดวา ( )n n nab a b     

 

 

พิสูจน    ( )nab ab ab ab ab          

           
a a a a b b b b                   

           n na b   
   

ตัวอยาง 1.5   

 
5 5 5

4 4 4

(2 3) 2 3

( 3 6) ( 3) 6 ]
  

    
  

 ตัว 

 ตัว 

 ตัว 

 ตัว  ตัว 
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ทฤษฎีบท 1.31 

  เมื่อ ,a b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ 0b   และ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

แลวจะไดวา 
n n

n

a a
b b

 
 

 
   

 

พิสูจน 

  1
n

na
ab

b
 

 
 

 

        ]
n n

n

n

a b

a

b




 

 

ตัวอยาง 1.6   

 

5 5

5

4 4

4

2 2
3 3

3 ( 3)
6 6

]
 

 
 

  
 

 

  

 

 

ทฤษฎีบท 1.32 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 0a   และ ,m n  เปนจํานวนเต็มบวกแลว 

แลวจะไดวา 
m

m n

n

a
a

a
    

 

พิสูจน 

 
m

m n

n

a
a a

a
  

      

( )

]
m n

m n

a

a

 






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ตัวอยาง 1.7   

 

4
4 5 1

5

6
6 2 4

2

2 1
2 2

22

( 3)
( 3) ( 3)

( 3)
]

 



  


   



  

 

จากบทนิยามและทฤษฎีที่ผานมาสามารถสรุปไดดังตอไปน้ี 

 ถา ,a b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ ,m n  เปนจํานวนเต็มบวกแลว (จักรินทร วรรณโพธ์ิกลาง, 

2551 : 193) 

   1. na a a a a          

   2. m n m na a a    

   3.  nm mna a  

   4. ( )n n na b a b    

   5. 
n n

n

a a
b b

 
 

 
.  เมื่อ 0b   

 
   6.  0 1a    เมื่อ 0a    

   7. 1n

n
a

a
    เมื่อ 0a   

   8. 
m

m n

n

a
a

a
   เมื่อ 0a   

ตัวอยาง 1.8  จงทําใหอยูในรปูอยางงาย เมื่อกําหนดให 0, 0x y   และ 0z   
2

2 3

3 5

x y

x z 

 
 
 

  

วิธีทํา   
2

2 3 2
2 ( 3) 3 5

3 5

x y
x y z

x z
 

 

 
 

 
 

        
 25 3 5

10 6 10]
x y z

x y z




 

ดังน้ัน 
2

2 3
10 6 10

3 5

x y
x y z

x z 

 
 

 
 

 

 ตัว 
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 บทนิยาม 1.6 

   ให a  และ b  เปนจํานวนจริง b  เปนรากทีส่องของ a  ก็ตอเมื่อ 2b a   

 

  

 เน่ืองจาก 0b   จะไดวา 2 0b   และถา 0b   จะไดวา 2 0b   ดังน้ัน ไมมีจํานวนจรงิใด

ที่ยกกําลงัสองแลวไดจํานวนจริงลบ เพราะฉะน้ัน ในระบบจาํนวนจริงเราจะมรีากทีส่องของ a  เมื่อ a  

เปนจํานวนจรงิบวก หรือ 0  เทาน้ัน ในอนาคตเมื่อเราขยนายระบบจํานวนจริงเปนระบบจํานวน

เชิงซอนแลว เราจะสามารถใหบทนิยามที่ครอบคลุมถึงจํานวนจริงลบ 

 ถา a  เปนจํานวนจรงิบวก รากที่สองของ a  ไดแกรากที่เปนจํานวนจริงบวก และรากที่เปน

จํานวนจรงิลบ ใชสัญลกัษณ a  แทนรากที่สองทีเ่ปนจํานวนจรงิบวกของ a  และ a  แทนรากที่

สองที่เปนจํานวนจริงลบของ a  

 ถา 0a   a  จะมีรากที่สองเพียงรากเดียวคือ 0   

 ตอไปน้ีเราจะเขียน a  ก็ตอเมื่อ 0a   เทาน้ัน 

 คุณสมบัติของรากทีส่องที่เปนบวกเกี่ยวของกบัคาสมับรูณดังน้ี (สุเทพ ทองอยู และสุเทพ 

จันทรสมศักด์ิ, 2533 : 172) 

 

ตัวอยาง 1.9  เน่ืองจาก 25 25  และ 2( 5) 25   ดังน้ัน 5  และ 5  เปนรากที่สองของ 25   

     25 5   

   25 5    

     25 5 5   

 2( 5) 5 5     

 

ทฤษฎีบท 1.33 

  ถา a  และ b  เปนจํานวนจริง ซึง่ตางมีคามากกวาหรือเทากับศูนย 

 แลวจะไดวา ab a b   

 

 

ตัวอยาง1.10  จงหาผลลัพธ 7 45 3 20   

วิธีทํา 7 45 3 20 7 9 5 3 4 5      
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7 9 5) 3 4 5

7(3) 5 3(2) 5

]
]

 

 
 

   
21 5 6 5

27 5]
 


 

ดังน้ัน  7 45 3 20 27 5   

 

ตัวอยาง1.11  จงหาผลลัพธ 50 72   

วิธีทํา 50 72 25 2 36 2      

           

   25 2 36 2

5 2 6 2

11 2

]
]

   

 



 

ดังน้ัน  50 72 11 2   

 

ทฤษฎีบท 1.34 

  ถา a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ ซึ่ง 0a  แลวจะไดวา 
1 a

aa
   

 

พิสูจน 

 

 2

1 1

]
]

a

a a a

a

a

a

a







 

        
a
a

   เพราะวา 0a   

 



27 

 

ทฤษฎีบท 1.35 

  ถา a และ b  เปนจํานวนจรงิ ซึ่ง 0a   และ 0b    

แลวจะไดวา 
a a
b b
   

 

ตัวอยาง1.12  จงหาผลลัพธ 
1 2

3 5
   

วิธีทํา 
1 2 1 3 2 5

3 5 3 3 5 5

   
       
   
   

 

         

3 2 5
3 5

3 10
3 5

5 3 3 10
15

]
]

   
    
   
   

 




 

ดังน้ัน  
1 2 5 3 3 10

153 5


   

ตัวอยาง1.13  จงพสิูจนวา 
1x a x

a x a x

 


 
  

วิธีทํา 
x a x x a x x a x

a a x a x

        
    
       
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   
 

 

 

2 2

( )

1

]
]
]

x a x

a x a x

x a x

a x a x

a

a x a x

x a x

 


 

 


 


 


 

 

 

ดังน้ัน  
1x a x

a x a x

 


 
 

 

ตัวอยาง1.14  จงหาผลลัพธ 
1

10 13 4
13

 
   
 
 

  

วิธีทํา    1 1
10 13 4 10 4 13

13 13

 
       
 
 

 

                

  13
10 4

13

13
40

13

40 1

40

]
]

]
   







 

ดังน้ัน  
1

10 13 4 40
13

 
    
 
 
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1.3 ราก 

 สําหรับเลขยกกําลังที่มเีลขช้ีกําลงัเปนเศษสวนน้ันจะแบงออกเปนไดสองกรณีคือ จํานวนจริงใน

รูปกรณฑ และรากที่ n  ในระบบจํานวนจรงิและกอนทีเ่ราจะศึกษารากที่ n  เราจะศึกษาจากงายไป

หายากโดยจะเริ่มตนจากรากที่ 2  รากที่ 3  ไปเรื่อย ๆ จนถึงรากที่ n  ดังจะกลาวในบทนิยามตอไปน้ี 

(สุเทพ ทองอยู และสุเทพ จันทรสมศักด์ิ, 2533 : 175) 

 

1.3.1 รากท่ีสอง 

 

 บทนิยาม 1.7 

  ให a  เปนจํานวนจริง รากท่ีสองของ a  คือจํานวนที่ยกกําลังสองแลวได a   

 สัญลักษณ a  แทนรากทีส่องของ a  ที่เปนบวก และ 

 a  แทนรากที่สองของ a  ที่เปนลบ 

 

 

ขอสังเกต 1.2  

a  แทนรากทีส่องของ a  ที่เปนบวก สามารถเขียน a  แทนดวย 
1

2a   

 

ตัวอยาง1.15 

 2  แทนรากทีส่องทีเ่ปนบวก ของ 2   

2  แทนรากทีส่องทีเ่ปนลบของ 2   

 

 

 บทนิยาม 1.8 

  ให a  เปนจํานวนจริงบวกใดๆ หรอืศูนย รากทีส่องของ a  คือจาํนวนที ่

ยกกําลังสองแลวได a  มีสองราก เขียนแทนดวยสญัลกัษณ a  และ a   

 

 

ขอสังเกต 1.3 

 จากบทนิยาม 1.8 คาของ a  เปนลบ รากทีส่องของ a  เปนจํานวนเชิงซอนจํานวนเหลาน้ี

แทนดวยจุดบนเสนจํานวนไมได เหตุน้ีเราจึงไมกลาวถึง a  ใหสัญลักษณ a  แทนคาสัมบรูณของ

a  ดังน้ัน 2a a   
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ตัวอยาง1.16  จงหา 36   

วิธีทํา 236 (6)  

         
6

6]



 

ดังน้ัน  36 6  

 

ตัวอยาง1.17  จงหา 4489   

วิธีทํา 24489 (67)  

            
67

67]



 

ดังน้ัน  4489 67  

 

ตัวอยาง1.18  จงหา 3.9204   

วิธีทํา 23.9204 (1.98)    

                 
1.98

1.98]
 

 
 

ดังน้ัน  4489 1.98   

 

ตัวอยาง1.19  จงหา 2( 13.69)    

วิธีทํา 2 2( 13.69) ( 13.69)      

            
13.69)

13.69]
  

 
 

ดังน้ัน  2( 13.69) 13.69     

 

 จากตัวอยางทีผ่านมาน้ันการหารากที่ 2 บางตัวอยางก็หาไดงายแตบางตัวอยางน้ันการหาราก

ที่สองน้ันอาจจะยากดังน้ันจึงไดแสดงวิธีการหารากที่สองแบบตาง ๆ ดังตอไปน้ี(สุชิน ทํามาหากิน, 

2540 : 33) 

   1. การหารากทีส่องโดยการแยกตัวประกอบ 
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   2. การหารากทีส่องโดยวิธีเฉลี่ย 

   3. การหารากทีส่องโดยวิธีต้ังหาร 

 

1. การหารากท่ีสองโดยการแยกตัวประกอบ 

 การหารากดวยวิธีแยกตัวประกอบ น้ันเหมาะสําหรับเลขจํานวนนอย ๆ โดยเลขตัวประกอบตัว

ใดเหมือนกัน ก็แยกเอาออกมาเปนสองชุด ดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 1.20  จงหารากทีส่องโดยวิธีการแยกตัวประกอบ 144   

วิธีทํา 144 2 72   

              

2

2 2 36

2 2 2 18

2 2 2 2 9

2 2 2 2 3 3

(2 2 3) (2 2 3)

(12) (12)

(12)

12

12

]
]
]
]

]
]
]
]

  

   

    

     

     

 







 

ดังน้ัน  144 12  

 

2. การหารากท่ีสองโดยวิธีเฉลี่ย 

 การหารากทีส่องโดยวิธีเฉลี่ยน้ีคาที่ไดจะเปนคาโดยประมาณเพราะจะมีความคลาดเคลือ่นซึ่ง

การหาโดยวิธีน้ันจะเริม่ตนจากการประมาณคารากทีส่องวาอยูบนชวงใด แลวจํากัดชวงใหแคบลงไป

เรื่อย ๆ จนกวาจะไดตําแหนทศนิยมตามที่เรา ดังจะแสดงในตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 1.21  จงหาคาประมาณของ 7  โดยวิธีเฉลี่ย ใหไดคาถึงทศนิยม 1 ตําแหนง  

วิธีทํา เรารูวา 2 2 22 ( 7) 3    

 น่ันคือ 2 ( 7) 3   แสดงวา 7  อยูบนเสนจํานวนระหวาง 2  และ 3   

 หาคาเฉลี่ยของ 2  และ 3  ได 2 3
2.5

2


   
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 นํา 2.5  ไปหาร 7  ได 2.8   

 จะได 2 2 2(2.5) ( 7) (2.8)   

 น่ันคือ 2.5 7 2.8   

  หาคาเฉลี่ยของ 2.5  และ 2.8  ได 2.5 2.8
2.65

2


   

 นํา 2.65  ไปหาร 7  ไดประมาณ 2.64   

  จะได 2 2 2(2.64) ( 7) (2.65)   

 น่ันคือ 2.64 7 2.65   

ดังน้ัน  คาโดยประมาณของ 7  ซึ่งถูกตองถึงทศนิยมตําแหนงที่ 1  คือ 2.6   

 

ตัวอยาง 1.22  จงหาคาประมาณของ 23  โดยวิธีเฉลี่ย ใหไดคาถึงทศนิยม 1 ตําแหนง  

วิธีทํา เรารูวา 2 2 24 ( 23) 25    

 น่ันคือ 4 ( 23) 5   แสดงวา 23  อยูบนเสนจํานวนระหวาง4  และ 5   

 หาคาเฉลี่ยของ 4  และ 5  ได 4 5
4.5

2


   

 นํา 4.5  ไปหาร 23  ไดประมาณ 5.1  

 จะได 2 2 2(4.5) ( 23) (5.1)   

 น่ันคือ 4.5 23 5.1   

  หาคาเฉลี่ยของ 4.5  และ 5.1 ได 4.5 5.1
4.8

2


   

 นํา 4.8  ไปหาร 23  ไดประมาณ 4.79   

 น่ันคือ 4.79 23 4.8   

  หาคาเฉลี่ยของ 4.79  และ 4.8  ได 4.79 4.8
4.795

2


   

 นํา 4.795  ไปหาร 23  ไดประมาณ 4.796   

 น่ันคือ 4.795 23 4.796   

ดังน้ัน  คาโดยประมาณของ 23  ซึ่งถูกตองถึงทศนิยมตําแหนงที่ 2  คือ 4.79   

  

3. การหารากท่ีสองโดยวิธีต้ังหาร 

 จะเห็นวาการหารากที่สองโดยทีผ่านมาน้ันเปนการหาเฉพาะตัวเลขงาย ๆ แตสําหรับวิธีการต้ัง

หารสําหรับวิธีเหมาะสําหรับตัวเลขที่มสีามหลักข้ึนไป หรือตัวเลขที่เปนทศนิยม โดยมีวิธีการดังตอไปน้ี 
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 ข้ันที่ 1. แบงตัวเลขทีจ่ะหารากทีส่องออกเปนคาบ คาบละ 2 ตัว โดยที่ถาเปนจํานวนเต็มให

แบงจากตําแหนงขวามือสุดไปทางซอยมือคาบละ 2 ตัว ถาเปนตําแหนงหลงัจุดทุศนิยมใหนับจาก

ซายมือไปทางขวามือคาบละสองตัว 

 ข้ันที่ 2 หาจํานวนที่ยกกําลงัสองแลวมีคาใกลเคียงกับจํานวนในคาบซายสุด(อาจมีตัวเลข 1 

หรือ 2 ตัวก็ได) จํานวนน้ีจะเปนจํานวนที่อยูในหลกัซายสดุของรากที่สองแลวนําจํานวนน้ีใสลงที่

ผลลัพธ แลวนํากําลงัสองของจํานวนน้ีลบออกจากจํานวนในคาบแรก เสรจ็แลวนําตัวเลขในคาบตอไป

ลงมาเปนตัวต้ังตอไป 

 ข้ันที่ 3 นํา 2 คูณผลลัพธที่ไดจากข้ันที่ 2 

 ข้ันที่ 4 หาจํานวนที่มีหลักเดียวเติมหลังผลคูณที่ไดจากข้ันที่ 3 และที่ผลลพัธแลวนําจํานวนน้ี

มาคูณกับตัวต้ังของข้ันที่ 2 แลวลบออกจากตัวต้ังของข้ันที่ 2 ถาผลคูณนอยกวาจะเหลอืเศษ ใหนํา

ตัวเลขในคาบถัดไปลงมาเปนตัวต้ังตอไป แลวเริ่มทําตามข้ันที่ 3 ตอไป 

 

ตัวอยาง 1.23  จงหาคาประมาณของ 625  โดยวิธีต้ังหาร  

วิธีทํา 

 

   

2 6, 25

4 (2 2)

2 25 45 5

 
 

 

 

ดังน้ัน  625 25  

 

ตัวอยาง 1.24  จงหาคาประมาณของ 17956  โดยวิธีต้ังหาร  

วิธีทํา 

 

   

2 1,79,56

1

79

69 (23) 3

10 56

10 56 (264) 4

 

 

 

ดังน้ัน  17956 134  
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ตัวอยาง 1.25  จงหาคาประมาณของ 821  โดยวิธีต้ังหาร  

วิธีทํา 

 

   

2 8, 21

4

4 21

3 84 (48) 8

37 00

33 96 (566) 6

3 04 00

2 86 25 (5725) 5

 

 

 


 

ดังน้ัน  821  มีคาประมาณ 28.65  

 

ตัวอยาง 1.26  จงหาคาประมาณของ 23  โดยวิธีต้ังหาร 

วิธีทํา 

 

   

2 23

16

7 00

6 09 87 7

91 00

85 41 949 9

 

 


 

ดังน้ัน  23  มีคาประมาณ 4.7  

 

1.3.2 รากท่ีสาม 

  

 บทนิยาม 1.9 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ  รากท่ีสามของ a  คือจํานวนที่ยกกาํลังสาม 

แลวได a  แทนดวยสัญลกัษณ 3 a   
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สําหรับการหารากทีส่ามในเอกสารเลมน้ีจะแสดงการหาเฉพาะวิธีการหาโดยแยกตัวประกอบ

เทาน้ันโดยจะแสดงในตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 1.27  จงหา 3 27   

วิธีทํา เน่ืองจาก 27 3 9    

         
3

3 3 3

3 ]
  


 

ดังน้ัน  3 27 3  

 

ตัวอยาง 1.28  จงหา 3 3375   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3375 (5 675)    

            

3

5 5 135

5 5 5 27

5 5 5 3 9

5 5 5 3 3 3

(5 3) (5 3) (5 3)

15 15 15

(15)

]

]
]

]
]

  

   
    

     

     

  



 

ดังน้ัน  3 3375 15  

 

ตัวอยาง 1.29  จงหา 3 64   

วิธีทํา เน่ืองจาก 64 (2 32)    

         

3

2 2 16

2 2 2 8

2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2

(2 2) (2 2) (2 2)

(4) (4) (4)

(4)

]
]
]
]

]
]

  

   

    

     

     

  



 

ดังน้ัน  3 64 4    
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1.3.3 รากท่ี n   

  

 บทนิยาม 1.10 

  ให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ n  เปนจํานวนเต็มซึง่มากกวา 1   

b  เปนรากท่ีn  ของ a  ก็ตอเมื่อ nb a   

 

 

ตัวอยาง 1.30   

 43 81   ดังน้ัน 3  เปนรากที่ 4  ของ 81   
4( 3) 81    ดังน้ัน 3  เปนรากที่ 4  ของ 81  
3( 7) 348     ดังน้ัน 7  เปนรากที่ 3  ของ 348  

 

 

 บทนิยาม 1.11 

  ให a  เปนจํานวนจริง n  เปนจํานวนเต็มซึ่งมากกวา 1  และมีจํานวนจริง 

ที่เปนรากที่ n  แลวเรียก n a  วาคาหลักของรากที่ n  ของ a  โดยที่ 

 1. ถา 0a   แลว n a  คือรากที่ n  ที่เปนจํานวนจริงบวกของ a   

 2. ถา 0a   แลว 0n a   

 3. ถา 0a   และ n  เปนจํานวนค่ี n a  คือรากที่ n  ที่เปนจํานวนจรงิลบของ a  

 

 

ตัวอยาง 1.31   

 คาหลักของรากที่ 5  ของ 32  คือ 2    

 คาหลักของรากที่ 4  ของ 81  คือ 3    

คาหลักของรากที่ 3  ของ 64  คือ 4    

คาหลักของรากที่ 7  ของ 10  คือ 7 10    

ไมมีคาหลกัของรากที่ 4 ของ 81  ในระบบจํานวนจริง 

 

ของสังเกตุ 

 กรณี n  เปนจํานวนเต็มคู และ a  เปนจํานวนจรงิลบ จะไมมจีํานวนจริงใดเปนรากที่ n  ของ 

a  ดังน้ัน n a  จะไมนิยาม 
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ตัวอยาง 1.32  จงหารากทีส่ี่ของ 2401   

วิธีทํา พิจารณา 2401 7 343    

            
4

7 7 49

7 7 7 7

7

]
]

  

   



 

 เน่ืองจาก 4 47 ( 7) 2401     

ดังน้ัน รากที่สี่ของ 2401  คือ 7  และ 7   

 

ตัวอยาง 1.33  จงหา 4 2401   

วิธีทํา เน่ืองจาก 44 42401 7  

               
7

7]



 

ดังน้ัน 4 2401 7  

 

 เมื่อเราศึกษาบทนิยาสามารถหาคาราก และคาหลักของรากตาง ๆ ไดแลว ตอไปเราจะศึกษา

สมบัติของรากที่ n  ดังทฤษฎีบทตอไปน้ี(ทรงวิทย สุวรรณธาดา, 2555 : 7-9) 

 

 ทฤษฎีบท 1.36 

   ถา x  และ y  มีรากที่ n  แลว n n nx y xy    

 

 

ตัวอยาง 1.34  จงทํา 3 34 16   ใหอยูในรูปอยางงาย 

วิธีทํา เน่ืองจาก 3 3 34 16 4( 16)     

                    

3

33

64

( 4)

4

]
]

 

 

 

 

ดังน้ัน 3 34 16 4     

 

 

 



38 

 

 ทฤษฎีบท 1.37 

   ถา x  และ y  มีรากที่ n  และ 0y   แลว 
n

n
n

x x
yy

   

 

ตัวอยาง 1.35  จงทํา 
4

4

32

2
 ใหอยูในรูปอยางงาย 

วิธีทํา เน่ืองจาก 
4

4
4

32 32
22

  

            

4

44

16

(2)

2

]
]







 

ดังน้ัน 3 34 16 2    

 

ตัวอยาง 1.35  จงทํา 
3 9

3
3 6

1

8

p r

p r



 

 ใหอยูในรูปอยางงาย เมื่อกําหนดให 0p   และ 0r   

วิธีทํา เน่ืองจาก 
13 9

3 9 3
3

3 6
3 6

1 1

8 8

p r p r
p r p r




 
 


 
 
 

 

           

1
3 ( 3) 9 ( 6) 3

1
6 3 3

8

8

p r

p r


    




 
  
 

 
  
 

 

ดังน้ัน  

1
6 3 3

3 9

3
3 6

1
8

8

p r

p r

p r






 

 
  
 
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สรุปทายบทที่ 1 

จากเน้ือหาทีผ่านมาไดกลาวถึงเซตของจํานวนชนิดตาง ๆ สมบัติพื้นฐานของระบบจํานวนจริ 
สมบัติอันดับของจํานวนจริงการ แกสมการเลขยกกําลงัที่มเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็ม การแกสมการ
เลขยกกําลังที่มเีลขช้ีกําลงัเปนเศษสวนการแกสมการเลขยกกําลังที่มีเลขช้ีกําลงัเปนจํานวนตรรกยะ 
การแกสมการเลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลังเปนจํานวนอตรรกยะการแกสมการเลขยกกําลังทีม่ีเลขช้ีกําลงั
เปนจํานวนจรงิใดๆ การหารากที่สองและรากที่  ดวยวิธีการตาง ๆ โดยเอกสารเลมน้ีแสดงดวยการให
ตัวอยางที่ไมยากเพือ่ใหงายตอความเขาใจ ระบบจํานวนจรงิเปนพื้นฐานการเรียนคณิตศาสตรข้ันสูง 
เปนพื้นฐานในการเรียนสาขาวิชาตาง ๆ เน่ืองจากจํานวนจรงิเปนจํานวนที่ใชกันในชีวิตประจําวัน ทั้ง
จํานวนนับ จํานวนเต็มจํานวนตรรกยะ จํานวนอตรรกยะ รวมไปถึงตัวดําเนินการตาง ๆ ของจํานวน
จริง ทั้งการบวก การคูณแคลคูลัส ฟงกชันคาจรงิ นอกจากน้ียังมีคุณสมบัติตางๆที่จะใชเปนพื้นฐานใน
การเรียนในรายวิชาข้ันสูงตอไปอีกดวย 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 1 

 

1. จงพสิูจนทฤษฎีบท 1.10, 1.11, 1.15 , 1.17, 1.24, 1.26 

2. กําหนดให 

 N  เซตของจํานวนนับ 

   I   เซตของจํานวนเต็ม 

   Q   เซตของจํานวนตรรกยะ 

   R   เซตของจํานวนจริง 

 แลวขอสรปุใดตอไปน้ีถูกตอง 

  2.1   I N  

  2.2   Q N  

  2.3   I R  

  2.4   I N    

  2.5   Q R   

 

3. จงแสดงวิธีทําเพื่อหาคาในขอตอไปน้ี 

3.1  01   

3.2  3 32 (2 3)     

3.3  1 1n na a    

3.4  2 22 2 2n n n    

3.5 ถา (125) 8y   แลว 2(25) y  มีคาเทากับขอใด 

 

4. จงทําใหเปนรปูอยางงายและมเีลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็มบวก 

4.1  
9 0 2

7

7 (1 )

7
     4.2  

7 2

3

(2 )(3 )

6

a a

a
  

4.3  
2

6

3 3

2ab

a b


 
 
 

     4.4  
3 2 4

2 5 9

a b c

a b c



 
  

4.5  
5

2 4

3 5

p q r

p q

 
 
 

    4.6  
2 3

3 2

(5 )(6 )

(2 )(25 )

a b

a b
  

4.7  
3 2

1 1

2 6

5 15

n n

n n

 

  
   
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5. จงหารากที่สองโดยวิธีการแยกตัวประกอบ 

5.1  4225      5.2  7396   

5.3  1936      5.3  441   

 

6. จงหาคาประมาณโดยวิธีเฉลี่ย ใหไดคาถึงทศนิยม 1 ตําแหนง 

5.1  6      5.2  12   

5.3  24      5.3  30   

 

7. จงหารากที่สองโดยวิธีการต้ังหาร 

7.1  123      7.2  441   

7.3  1936      7.3  7396  

7.5  4225     7.6  10936  

7.6  115     7.7  921  

 

8. จงหารากที่สามโดยวิธีการแยกตัวประกอบ 

8.1    3 8      8.2    3 15625  

8.3   3 343     8.4    3 2197  

 

9. จงทําใหเปนรปูอยางงาย 

9.1  227x      9.2  
3

4

64
  

9.3  4 45 3 20 8 5    9.4  3 3311 56 6 875 3 189    

9.5 
1

252 2 294 12
6

    

10. จงทําใหตัวสวนอยูในรปูไมตริดกรณฑ 

10.1  1

3 2
    10.2  

2

7 5  

10.3  1

3 2 2 5
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 2 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. นิพจนพีชคณิต 

2. อนุกรมการแยกตัวประกอบ 

3. สมการและอสมการ 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. สามารถแปลงประโยคภาษาเปนประโยคสัญลักษณได 
2. สามารถแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองได 
3. แยกตัวประกอบพหุนาม 2x bx c   เมื่อ c m n   และ b m n   
4. แยกตัวประกอบพหุนาม 2ax bx c   เมื่อ ,a p q c m n     

5. แยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองทีเ่ปนผลตางกําลังสองได 
6. แยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองโดยวิธีทําเปนกําลังสองสมบูรณได 
7. แยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสามได 
8. แยกตัวประกอบผลบวกกําลงัสามและการแยกตัวประกอบผลตางกําลังสาม 
9. แยกตัวประกอบกําลังสามของผลบวก และกําลงัสามของผลตางได 
10. แยกตัวประกอบของพหุนามระดับข้ันสูงกวาสองที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มได 
11. แยกตัวประกอบของพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มโดยใชทฤษฎีบทเศษเหลือ 
12. แกสมการตัวแปรเดียวได 
13. สามารถหาผลเฉลยของอสมการได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 นิพจนพีชคณิต 

1.2 อนุกรมการแยกตัวประกอบ 

1.3 สมการและอสมการ 

2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

2.1 ศึกษาขอมูล เกี่ยวกบัเรื่องพหุนามการแยกตัวประกอบเพิ่มเติม 

2.2 ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 
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สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 2 
พหุนามและการแยกตัวประกอบ 

 
กอนที่เราจะศึกษาพหนุนามน้ันในเอกสารฉบับบน้ีไดกลาวถึงนิพจนพีชคณิต ซึ่งเปนวิชาที่

ศึกษาการแกโจทยปญหาทางคณิตศาสตรดวยกระบวนการที่อาจสรางข้ึนในรูปของนิพจนที่

ประกอบดวยสญัลกัษณในรูปตัวแปรซึ่งสามารถใชแทนตัวเลข ทําใหวิธีการทางพีชคณิต ซึ่งสิง่ตาง ๆ 

เหลาน้ีสามารถถูกแทนดวยสญัลักษณทางพีชคณิตซึ่งเปนการแปลงประโยคภาษา เปนประโยค

สัญลักษณ ในรูปแบบตาง ๆเชนนิพจนทีอ่ยูในรูป 1
1 1 0

n n
n n
a x a x a x a

     เมื่อ n  เปน

จํานวนเต็มที่ไมเปนลบ และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนใด ๆ ซึ่งเรียกวาพหุนามน่ันเอง ซึ่งเมื่อเรารูจกั

รูปแบบของพหุนามแลวเราสามารถนําหลักการและทฤษฎีบทตาง ๆ ในการแยกตัวประกอบเพือ่

นําไปสูกาแกสมการและอสมการในรูปแบบตาง ๆ เพราะการหาผลเฉลยของสมการและอสมการกําลัง

สองข้ึนไปน้ันถาไดศึกษาการแยกตัวประกอบไดเขาใจแลวเปนอยางดีแลวก็ไมเปนเรื่องยากทีจ่ะ

สามารถหาผลเฉลยของสมการและอสมการไดและในบทน้ีจะแบงเน้ือหาเปน 3 เรื่อง ไดแก นิพจน

พีชคณิต การแยกตัวประกอบพหุนาม สมการและอสมการ ดังน้ี 

 

2.1 นิพจนพีชคณติ 

 นิพจนพีชคณิต มาจากคําสองคําคือคําวา นิพจน และ พีชคณิต ซึ่งพีชคณิตเปนวิชาแขนงหน่ึงใน

คณิตศาสตรเชนเดียวกับเรขาคณิต หรอืตรีโกณมิติ แตพีชคณิตเปนวิชาที่จะศึกษาการแกโจทยปญหา

ทางคณิตศาสตรดวยกระบวนการที่อาจสรางข้ึนในรปูของนิพจนทีป่ระกอบดวยสญัลกัษณในรูปตัวแปร

ซึ่งสามารถใชแทนตัวเลขเซตของฟงกชัน หรืออะไรก็ได จึงทาํใหวิธีการทางพีชคณิตสามารถใชในการ

แกโจทยปญหาหรือสนับสนุนงานทางคณิตศาสตรหลายสาขา เชน ทางดานเครื่องขาย ติดตอสื่อสาร 

กฎทางฟสกิส แบบจําลองประชากร ผลเชิงสถิติ ซึ่งสิ่งตาง ๆ เหลาน้ีสามารถถูกแทนดวยสัญลักษณ

ทางพีชคณิตซึ่งเปนการแปลงประโยคภาษา เปนประโยคสัญลักษณ ดังจะกลาวในตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.1 ประโยคภาษาและประโยคสญัลกัษณ 

 

ประโยคภาษา ประโยคสัญลักษณ 
ศูนยนอยกวาสาม 0 3   
เจ็ดบวกสามไดสิบ 7 3 10    
สองเทาของสามจุดหกมากกวาเจ็ด 2(3.6) 7   

สามบวกกับจํานวนหนึงไดสบิ 3 0n    
สองเทาของจํานวนจํานวนหน่ึงมีคานอยกวาสอบ 2 10x    
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หมายเหตุ 

 ประโยคสัญลักษณจะมีตัวแปรหรอืไมก็ได       

  

 ในการเปลี่ยนประโยคภาษาใหเปนประโยคสัญลักษณ น้ันตองรูจักการใชสัญลักษณแทนสวนที่

กลาวถึงจํานวน และสวนที่แสดงความสัมพันธระหวางจํานวนดังตัวอยางตอไปน้ี (จารุนี สูตะบุตร และ

คณะ, 2533 : 2) 

 

ประโยคภาษา  : สามเทาของจํานวนจํานวนหน่ึงมคีาเทากบัย่ีสบิเอ็ด 

ประโยคสัญลักษณ :             3x                              21   

           (จํานวน)               (ความสัมพันธ)    (จํานวน) 

 ในบางครั้งจะมีขอความที่ยังไมไดเปนประโยคกลาวถึงเพียงแคจํานวน แตยังไมใชประโยค 

เรียกวานิพจน ดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 2.2 ตัวอยางของนิพจน 

 1. 5  เทาของ x   

 2. หน่ึงในสี่ของ b   

 3. จํานวนซึ่งนอยกวา x  อยู 7   

 4. จํานวนที่มากกวา y  อยู 21   

 5. ผลตางของ y  และ 12   

 จากตัวอยางทีผ่านมาจะแสดงถึงขอความที่ยังไมเปนประโยคหรือนิพจน ประโยคภาษา และ 

ประโยคสัญลักษณ จะเห็นไดวาการทีจ่ะเปนประโยคไดน้ันตองแสดงความสัมพันธระหวาจํานวนน่ันเอง

ดังที่ไดแสดงในตัวอยางซึ่งความสมัพันธในพีชคณิตน้ันก็จะไดกลาวในบทนิยาตอไปน้ี(จารุนี สูตะบุตร 

และคณะ, 2533 : 3) 

 

 บทนิยาม 2.1 

  ประโยคสัญลักษณที่กลาวถึงความสัมพันธของจํานวนโดยมสีัญลักษณ 

  (เทากับ) บอกความสัมพันธระหวางจํานวน เรียกวา สมการ 

 

 

 นอกจากสัญลักษณ  แลวยังมีสญัลกัษณ    แทนความสัมพันธ มากกวา 

        แทนความสัมพันธ นอยกวา 

 และ       แทนความสัมพันธ ไมเทากบั หรือ ไมเทากัน 
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 นอกจากสัญลักษณดังกวาวแลว เรายังใชสัญลักษณ   แทนความสัมพันธนอยกวาหรือเทากบั 

สัญลักษณ   แทนความสัมพันธมากกวาหรือเทากบั เชน 

 

 2x    อานวา  x  นอยกวาหรือเทากับ 2  หมายถึง  

2x   หรือ 2x   อีกนัยหน่ึงคือ  

x  มีคาไมเกิน 2   

 

 a b   อานวา  a  นอยกวาหรือเทากับ b  หมายถึง  

a b  หรือ a b  อีกนัยหน่ึงคือ  

a  มีคาไมนอยกวา b   

 

 บทนิยาม 2.2 

  ประโยคสัญลักษณที่กลาวถึงความสัมพันธของจํานวนโดยมสีัญลักษณ 

 , , ,     หรือ   บอกความสมัพันธระหวางจํานวน เรียกวา อสมการ 

 

 

2.2 การแยกตัวประกอบพหุนาม 

 กอนที่เราจะไปศึกษาการแยกตัวประกอบพหุนามน้ันผูเรียนตองรูจักคําวาพหุนามกอน ซึ่ง  

พหุนามคือนิพจนที่อยูในรูป 1
1 1 0

n n
n n
a x a x a x a

     เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 

และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนใด ๆ เมื่อ 0

n
a   และพหุนามน้ีมีระดับข้ัน n  เรียกสมการที่อยูในรูป 

1
1 1 0

0n n
n n
a x a x a x a

      เรียก 0 1
, , ,

n
a a a  วา สัมประสิทธ์ิของพหุนาม เรียก 

พหุนามทีม่ีสมัประสทิธ์ิเปนศูนยทั้งหมดวา พหุนามศูนย เรียกฟงกชันซึง่คาของฟงกชันเปนพหุนามวา 

ฟงกชันพหุนาม (แกว สงขาว และคณะ, 2553 : 202) 

 

ตัวอยาง 2.3  

 5 32 8x x    พหุนามระดับข้ัน 5   

 3 25 3x x   พหุนามระดับข้ัน 3   

 2 3 1x x    พหุนามระดับข้ัน 2   
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 เมื่อเราทราบขอมูลเบื้องตนตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับพหุนามแลวตอไปจะเปนการศึกษาการ

แยกตัวประกอบพหุนามโดยจะเริ่มศึกษาจากการแยกตัวประกอบพหุนามจากงายไปหายากตามหัวขอ

ตอไปน้ี 

 

2.2.1 การแยกตัวประกอบพหุนามระดับขั้นสอง 

 สําหรับการแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองน้ีพหุนามทีเ่ราจะศึกษาในหัวขอน้ีเปน 

พหุนามระดับข้ันสองที่มีตัวแปรเดียวเทาน้ัน ดังจะกลาวในบทนิยามตอไปน้ี (กมล เอกไทยเจรญิ, 2552 

: 265) 

 

 

 บทนิยาม 2.3 

   พหุนามระดับข้ึนสองคือพหุนามที่อยูในรปู 2ax bx c   เมื่อ x  เปนตัวแปร 

 และ , ,a b c  เปนคาคงตัวโดยที่ 0a   เรียกวา พหุนามดีกรีสองท่ีมีตัวแปรเดียว 

 

จากบทนิยาม 2.3 

 เรียก a  วาสัมประสิทธ์ิของตัวแปรยกกําลังสอง 

 เรียก b  วาสัมประสิทธ์ิของตัวแปรยกกําลัวหน่ึง 

 เรียก c  วาคาคงตัว 

 

ตัวอยาง 2.4 ตัวอยางของพหุนามดีกรีสองที่มีตัวแปรเดียวพรอมทั้งหาสัมประสทิธ์ิของตัวแปรกําลัง

สอง ( )a  สัมประสทิธ์ิของตัวแปรกําลังหน่ึง ( )b  และคาคงตัว ( )c   

 

พหุนาม a  b  c  
2 3 4x x    1   3   4   
22 5x x   2   1   5   

2 3x x  1   3   0   
27 1x   7   0   1   
24x  4   0   0   

 

 เมื่อเราทราบนิยามพรอมทัง้ไดเห็นตัวอยางพหุนามดีกรสีองที่มีตัวแปรเดียวแลวตอไปจะเปน

การแยกตัวประกอบพหุนามวิธีตาง ๆ ดังตอไปน้ี 
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 1). การแยกตัวประกอบพหุนาม 2x bx c   เมื่อ c m n   และ b m n     

สําหรับกรณีน้ีจงึเปนการแยกพหุนามที่อยูในรปู 2ax bx c   และ 1a   โดยที่สามารถหา m  

และ n  ไดเทาน้ัน และเมือ่หา m  และ n  ไดแลวน้ันจึงทําใหการแยกตัวประกอบพหุนามมรีูปแบบ

ดังน้ี 

   2 ( )( )x bx c x m x n      

ตัวอยาง 2.5 จงแยกตัวประกอบของ 2 5 6x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  6 3 2    

 และ  5 3 2   

ดังน้ัน  2 5 6 ( 3)( 2)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.6 จงแยกตัวประกอบของ 2 5 6x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก    6 ( 3) ( 2)      

 และ  5 ( 3) ( 2)      

ดังน้ัน  2 5 6 ( 3)( 2)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.7 จงแยกตัวประกอบของ 2 3 10x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  10 ( 5) 2      

 และ   3 ( 5) 2     

ดังน้ัน  2 3 10 ( 5)( 2)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.8 จงแยกตัวประกอบของ 2 3 10x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  10 5 ( 2)      

 และ    3 5 ( 2)    

ดังน้ัน  2 3 10 ( 5)( 2)x x x x      

 

 2). การแยกตัวประกอบพหุนาม 2ax bx c   เมื่อ ,a p q c m n      

และ ( ) ( )b p n q m     สําหรบักรณีน้ีจึงเปนการแยกพหุนามทีอ่ยูในรปู 2ax bx c   และ 

0a   โดยที่สามารถหา , ,m n p  และ q  ไดเทาน้ัน โดยมีวิธีการหาดังตอไปน้ี 

 1. กําหนดพหุนามดีกรสีอง 2ax bx c    
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 2. ถามี , ,m n p  และ q  ที่ทําให 

   
( ) ( )

a p q

c m n

b p n q m

 
 
   

 

 3. พิจารณาผลคูณ ( )( )px m qx n   จะพบวา 

   

2

2

2

( )( )

( )

px m qx n pqx pnx qmx mn

pqx pn qm x mn

ax bx c

     

   

  
 

 4. ดังน้ัน สามารถแยกตัวประกอบของ 2ax bx c   ไดดังน้ี 

   2 ( )( )ax bx c px m qx n      

 

ตัวอยาง 2.9 จงแยกตัวประกอบของ 28 14 3x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  8 2 4    

     3 3 1    
 และ 14 (2 1) (4 3)      

ดังน้ัน  28 14 3 (2 3)(4 1)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.10 จงแยกตัวประกอบของ 215 2x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  15 3 5   

     2 ( 1) 2      

 และ    1 (2 3) (( 1) 5)       

ดังน้ัน  215 2 (3 1)(5 2)x x x x      

 

ขอสังเกต 1.1 

 1. กําหนดพหุนามดีกรสีอง 2ax bx c   ถา 0c   แลว m  และ n  จะเปนจํานวนบวก

ทั้งคู หรือจํานวนลบทั้งคู โดยที ่

   -  m  และ n  เปนจํานวนบวกทัง้คู เมื่อ 0b    

   -  m  และ n  เปนจํานวนลบทั้งคู เมือ่ 0b   

 2. ถา 0c   แลว m  และ n  จะเปนจํานวนบวกหน่ึงจํานวน และจํานวนลบหน่ึงจํานวน 

จํานวนใดเปนจํานวนบวกข้ึนอยูกับจํานวน b   
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ตัวอยาง 2.11 จงแยกตัวประกอบของ 212 6x x    

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 212 6 (12 6)x x x x        

 และ  12 4 3   

             6 ( 3) 2      

                 1 (4 2) (3 ( 3))       

 จะไดวา 2(12 6) (4 3)(3 2)x x x x        

 หรือ     ( 4 3)(3 2)x x      

 หรือ     (4 3)( 3 2)x x     

ดังน้ัน  212 6 (4 3)(3 2)x x x x        หรือ ( 4 3)(3 2)x x   หรือ 

(4 3)( 3 2)x x    

 

 3). การแยกตัวประกอบพหุนามระดับขั้นสองท่ีเปนผลตางกําลังสอง การแยกตัวประกอบ

พหุนามระดับข้ันสองที่เปนผลตางกําลังสองเปนการแยกตัวประกอบโดยใชสูตรของผลตางกําลังสองมี

รูปแบบดังน้ี (กมล เอกไทยเจรญิ, 2552 : 269) 

   2 2 ( )( )A B A B A B      

 

ตัวอยาง 2.12 ตัวอยางการแยกตัวประกอบโดยใชสูตรผลตางของกําลังสองเบื้องตน 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2 2

1 1 ( 1)( 1)

4 2 ( 2)( 2)

4 9 (2 ) 3 (2 3)(2 3)

1 1 1 1
25 5 ( 5)( 5)

9 3 3 3

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

     

     

     

 
      

 

  

 

 การแยกตัวประกอบโดยใชสูตรผลตางของกําลงัสอง ที่จะกลาวตอไปมีสวนเกี่ยวขอกบัจํานวน

ในรูปแบบกรณฑทีส่อง ซึง่ไดกลาวมาแลวในเน้ือหาบททีผ่านมา ตอไปน้ีจะเปนตัวอยางการแยกตัว

ประกอบของพหุนามระดับข้ันสองซึง่ใชสูตรของผลตางกําลังสองและเกี่ยวของกับจํานวนที่อยูในรูป

กรณฑทีส่อง 

 

ตัวอยาง 2.13 จงแยกตัวประกอบของ 2 2x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  22 ( 2)  

 น่ันคือ   2 2 22 ( 2)x x     
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     ( 2)( 2)x x     

ดังน้ัน  2 2 ( 2)( 2)x x x     

 

ตัวอยาง 2.14 จงแยกตัวประกอบของ 25 4x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  24 2  และ 25 ( 5)   

 น่ันคือ 2 2 25 4 ( 5 ) 2x x     

     ( 5 2)( 5 2)x x     

ดังน้ัน  25 4 ( 5 2)( 5 2)x x x     

 

ตัวอยาง 2.15 จงแยกตัวประกอบของ 23 7x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  23 ( 3)  และ 27 ( 7)   

 น่ันคือ 2 2 23 7 ( 3 ) ( 7)x x     

     ( 3 7)( 3 7)x x     

ดังน้ัน  23 7 ( 3 7)( 3 7)x x x     

 

ตัวอยาง 2.16 จงแยกตัวประกอบของ 2( 2) 5x    

วิธีทํา เน่ืองจาก  25 ( 5)   

 น่ันคือ 2 2 2( 2) 5 ( 2) ( 5)x x       

          
   
   
( 2) 5 ( 2) 5

2 5 2 5 ]
x x

x x

    

    
  

ดังน้ัน     2( 2) 5 2 5 2 5x x x        

 

ตัวอยาง 2.17 จงแยกตัวประกอบของ 216
( 1) 32

25
x    

วิธีทํา เน่ืองจาก  
2

16 4
25 5

 
  
 

      และ  

 2 2 232 ( 32) ( 4 4 2) (4 2)        

 น่ันคือ 
2

2 2 216 4
( 1) 32 ( 1) (4 2)

25 5
x x

 
     

 
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2

24
( 1) (4 2)
5

4 4
( 1) 4 2 ( 1) 4 2
5 5

4 4 4 4
4 2 4 2

5 5 5 5

]
]

x

x x

x x

 
   
 

      
          

      

   
       
   

  

ดังน้ัน  216 4 4 4 4
( 1) 32 4 2 4 2

25 5 5 5 5
x x x

   
         

   
 

ตัวอยาง 2.18 จงแยกตัวประกอบของ 29
48 (2 1)

8
x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 2 248 ( 48) ( 4 4 3) (4 3)       และ  

      

2 2 2
9 9 3 3 3
8 8 2 2 2 2 2

                     
  

 น่ันคือ 
2

2 2 29 3
48 (2 1) (4 3) (2 1)

8 2 2
x x

 
     

 
  

        

2

2

2

2

3
(4 3) (2 1)

2 2

3 3
(4 3)

2 2 2

3 3 3 3
(4 3) (4 3)

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3
4 3 4 3

2 2 2 2 2 2

]
]

]

x

x

x x

x x

 
   

 

 
   

 
      

          
         

   
       
   

  

ดังน้ัน  29 3 3 3 3
48 (2 1) 4 3 4 3

8 2 2 2 2 2 2

x x
x

   
         

   
 

 4). การแยกตัวประกอบพหุนามระดับขั้นสองโดยวิธีทําเปนกําลังสองสมบูรณ การแยกตัว

ประกอบพหุนามระดับข้ันสองโดยวิธีทําเปนกําลังสองสมบูรณเปนการแยกตัวประกอบโดยใชสูตรกําลัง

สองสมบูรณ ดังตอไปน้ี (กมล เอกไทยเจริญ, 2552 : 272-278) 

    22 22A AB B A B       และ 

    22 22A AB B A B     
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 เมื่อ A  และ B  เปนคาคงที่ใด ๆ สําหรบัการใชสูตรกําลังสองสมบูรณ เพื่อทําใหพนุหนาม

ดีกรีสอง ใหเปนกําลังสองสมบูรณ  

ตัวอยาง 2.19 การแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองโดยวิธีทําเปนกําลงัสองสมบรูณ 

 1. 2 2 22(3) 3 ( 3)x x x      

 2. 2 2 23(2) 2 ( 2)x x x      

 3. 2 2 22(10) 10 ( 10)x x x      

 4. 2 2 2(2 ) 2(5)(2 ) 5 (2 5)x x x      

ตัวอยาง 2.20 จงแยกตัวประกอบของ 2 2 5 5x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  25 ( 5)   

 น่ันคือ 2 2 22 5 5 2 5 ( 5)x x x x       

              2( 5)x   

ดังน้ัน  2 22 5 5 ( 5)x x x     

ตัวอยาง 2.21 จงแยกตัวประกอบของ 24 8 3 12x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 2 2 24 ( 4) ( 2 2) 2        และ   

   2 2 212 ( 12) ( 2 2 3) 2( 3)       และ 

        8 3 2(4 3) 2 2 2 3x      

 น่ันคือ 2 2 24 8 3 12 (2 ) 2 2 2 3 2( 3)x x x x         

                   

2 2

2 2

2

2

2 2

2

(2 ) 2 2 3(2 ) 2( 3)

(2 ) 2(2 3)(2 ) 2( 3)

(2 2 3)

2( 3)

2 ( 3)

4( 3)

]
]
]
]
]

x x

x x

x

x

x

x

   

  

 

 

 

 

 

ดังน้ัน  2 24 8 3 12 4( 3)x x x     

 จากการสงัเกตพหุนามในตัวอยาง 2.21 พบวา แตละพจนของพหุนามมีตัวประกอบรวมคือ 4 

ดังน้ัน เพื่อทําใหงายข้ึนอาจแยกตัวประกอบไดอีกวิธีหน่ึง ดังตอไปน้ี 
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2 2

2 2

2 2

4 8 3 12 4( 2 3 3)

4 2 3 ( 3)

4( 3)

]
]

x x x x

x x

x

    

     

 

 

 

ตัวอยาง 2.22 จงแยกตัวประกอบของ 22 6 6 27x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 22 ( 2)    และ   

       6 6 2 3 2 3     และ 

           2 2 227 ( 27) ( 3 3 3) (3 3)      

 น่ันคือ 2 2 22 6 6 27 ( 2 ) 2 3 2 3 (3 3)x x x         

                  

2

2

2

2

( 2 ) 2(3 2 3) 3 3

( 2 ) 2(3)( 2)( 3) 3 3

( 2 ) 2(3 3)( 2 ) 3 3

( 2 3 3)

]
]

]

x x

x x

x x

x

   

  

  

 

 

ดังน้ัน  2 22 6 6 27 ( 2 3 3)x x x     

 

ตัวอยาง 2.23 จงแยกตัวประกอบของ 21
2 5 20

4
x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 

2

1 1
4 2

 
 
 
 

   และ   

    2 2 220 ( 20) ( 2 2 5) (2 5)      

 น่ันคือ 
2

2 21 1
2 5 20 2 5 (2 5)

4 2
x x x x

 
     

 
  

                  

2

2

2

1 1
2(2 5) (2 5)

2 2

1
2 5

2
]

x x

x

   
     
   
 

  
 

 

ดังน้ัน  
2

21 1
2 5 20 2 5

4 2
x x x

 
    

 
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ตัวอยาง 2.24 จงแยกตัวประกอบของ 
2

2 10 20
2
x

x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 

2

2

1 1 1
2 2 ( 2)

 
  
 
 

     และ   

    2 2 220 ( 20) ( 2 2 5) (2 5)      และ 

   2 10 2 5 2   

 น่ันคือ 
2

2 1
2 10 20 (2 5 2) 2 5

2 2

x
x x x

 
      

 
  

                  

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1
(2 5 2) (2 5)

2

1 2
(2 5)( 2) (2 5)

2 2

1 1
2(2 5)( 2) (2 5)

2 2

1 1
( 2)( 2)(2 5) (2 5)

2 2

1 1
(2)(2 5) (2 5)

2 2

1 1
2 (2 5) (2 5)

2 2

1

x x

x x

x x

x x

x x

x x

 
   
 

  
         

   
     
   
   

     
   
   

     
   
   

     
   


2

2 5
2
x

 
 

   

ดังน้ัน  
2

2 1
2 10 20 2 5

2 2

x
x x

 
    

 
 

 

 พหุนามระดับข้ันสองบางพหุนามไมสามารถแยกตัวประกอบเปนกําลังสองสมบูรณ แต

สามารถใชวิธีทําเปนกําลังสองสมบรูณ และใชสูตรผลตางของกําลงัสองชวยในการแยกตัวประกอบได

ดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.25 จงแยกตัวประกอบของ 2 4 5x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 24 5 ( 4 ) 5x x x x       

 จัด 2( 4 )x x  ใหเปนกําลังสองสมบูรณไดดังตอไปน้ี 
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 2 2 2

2 2

2

2

2 2

( 2(2)( ) 2 5 2

( 2) 5 2

( 2) 5 4

( 2) 9

( 2) 3

( 2) 3 ( 2) 3

( 1)( 5)

]
]

]
]

]
]

x x

x

x

x

x

x x

x x

    

   

   

  

  

          
  

 

ดังน้ัน  2 4 5 ( 1)( 5)x x x x      

 

ขอสังเกต 1.2 

 ผลการแยกตัวประกอบในตัวอยางที่ 2.21  

   2 4 5 ( 1)( 5)x x x x      

 จะเหมือนกับการแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองดวยวิธีที่กลาวมาแลวในหัวขอแรก

กลาวคือ  

   เน่ืองจาก  4 1 5     

   และ      5 1 5     

 ดังน้ัน  2 4 5 ( 1)( 5)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.26 จงแยกตัวประกอบของ 2 8 10x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 28 10 ( 8 ) 10x x x x       

 จัด 2 8x x  ใหเปนกําลังสองสมบูรณไดดังตอไปน้ี 

              

 2 2 2

2 2

2

2

2 2

( 2(4) 4 10 4

( 4) 10 4

( 4) 10 16

( 4) 6

( 4) ( 6)

( 4) 6 ( 4) 6

( 4 6)( 4 6)

]
]

]
]

]
]

x x

x

x

x

x

x x

x x

    

   

   

  

  

             
    

 

ดังน้ัน  2 8 10 ( 4 6)( 4 6)x x x x        
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ตัวอยาง 2.23 จงแยกตัวประกอบของ 2 7 10x x   

วิธีทํา 2 27 10 ( 7 ) 10x x x x       

             

2 2

2 7 7 7
( 2 10

2 2 2
x x

                       
 

            

2

2

2

2

2 2

7 7 49
( 2 10

2 2 4

7 40 49
(

2 4 4

7 9
(

2 4

7 3
(

2 2

7 3 7 3
( (

2 2 2 2

7 3 7 3
2 2 2 2

10
2

]
]
]

]
]

x x

x

x

x

x x

x x

x

                 

   
      
   

 
   
 

   
     
   

          
              

          

   
       
   


 


13
2

13
( 5)

2

]
]

x

x x

  
  

  

 
   

 

 

ดังน้ัน  2 13
7 10 ( 5)

2
x x x x

 
     

 
 

 การแยกตัวประกอบพหุนามโดยวิธีทําเปนกําลงัสองสมบรูณของพหุนามระดับข้ันสองใน

ตัวอยางที่ผานมาจะพบวา สัมประสิทธ์ิของ 2x  เทากับ 1  ในกรณีที่สัมประสิทธ์ิของ 2x  ไมเทากับ 1  

หากตองการแยกตัวประกอบโดยวิธีกําลงัสองสมับรูณ สามารถทําไดโดยใชสมบัติการแจกแจงเพื่อทําให

สัมประสิทธ์ิของ 2x  ใหเทากับ 1 กอน ดังตัวอยางตอไปน้ี 
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ตัวอยาง 2.27 จงแยกตัวประกอบของ 23 24 30x x   

วิธีทํา 2 23 24 30 3( 8 10)x x x x       

                   

 

   
   

2 2 2

2 2

2

2

2

2 2

3 2(4) (4) 10 (4)

3 ( 4) 10 (4)

3 ( 4) 10 16

3 ( 4) 6

3 ( 4) 6

3 ( 4) ( 6)

3 ( 4) 6 ( 4) 6

3 4 6 4 6

3( 4 6)( 4 6)

]
]

]
]
]

]
]
]

x x

x

x

x

x

x

x x

x x

x x

      

     

     

    

    
     
       
       

    

 

ดังน้ัน  23 24 30 3( 4 6)( 4 6)x x x x        

 

ตัวอยาง 2.28 จงแยกตัวประกอบของ 2 15 40x x    

วิธีทํา 2 215 40 ( 15 40)x x x x         

      

2 2

2

2 2

2

2

2

2

15 15 15
( 2 40

2 2 2

15 15
40

2 2

15 225
40

2 4

15 160 225
2 4 4

15 65
2 4

15
2

]
]

]

x x

x

x

x

x

x

                            
            
     
        
   
        
   
       
   

 
    

 

2

65
2
]    

  
     
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15 65 15 65
2 2 2 2

15 65 15 65
2 2

15 65 15 65
2 2

]
]
]

x x

x x

x x

   
        
      
            
        

   
     
  
  

 

ดังน้ัน  2 15 65 15 65
15 40

2 2
x x x x

    
         
   
   

 

ตัวอยาง 2.29 จงแยกตัวประกอบของ 23 2 5x x    

วิธีทํา  2 2 2 5
3 2 5 3

3 3
x x x x

 
       

 
  

    

2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 5
3 (

3 3

1 1 5 1
3 ( 2

3 3 3 3

1 5 1
3

3 3 9

1 15 1
3

3 9 9

1 16
3

3 9

1 4
3

3 3

]
]
]
]

x x

x x

x

x

x

x

  
     

  
                            
        
   
        
   
       
   
           
     

 

1 4 1 4
3

3 3 3 3

1 4 1 4
3

3 3 3 3

5
3 1

3

]
]
]

]

x x

x x

x x

       
                       

    
         

    

  
     

  
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 

 

5
3 1

3

5 1
3

]
]

x x

x
x

 
    

 

 
   
 

 

ดังน้ัน   23 2 5 5 1
3
x

x x x
 

      
 

 

 

2.2.2 การแยกตัวประกอบพหุนามระดับขั้นสาม 

 1). การแยกตัวประกอบผลบวกกําลังสามและการแยกตัวประกอบผลตางกําลังสาม พหุนาม

ระดับข้ันสามบางพหุนามที่มรีูปแบบเฉพาะสามารถแยกตัวประกอบได โดยใชสูตรการแยกตัวประกอบ

ผลบวกกําลงัสามและสูตรการแยกตัวประกอบผลตางกําลงัสาม ดังตอไปน้ี (สุชิน ทํามาหากิน, 2540 : 

128) 

   
3 3 2 2

3 3 2 2

( )( )

( )( )

A B A B A AB B

A B A B A AB B

    

    
  

 เมื่อ A  และ B  เปนคาคงที่ใด ๆ สําหรบัการใชสูตรการแยกตัวประกอบผลบวกกําลงัสาม

และสูตรการแยกตัวประกอบผลตางกําลังสาม แสดงไดดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.30 จงแยกตัวประกอบของ 3 64x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 364 4  

 จะได 3 3 364 4x x     

             
2 2

2

( 4)( 4 4 )

( 4)( 4 16)

x x x

x x x

   

   
 

ดังน้ัน  3 264 ( 4)( 4 16)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.31 จงแยกตัวประกอบของ 3 64x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 364 4  

 จะได 3 3 364 4x x     

             
2 2

2

( 4)( 4 4 )

( 4)( 4 16)

x x x

x x x

   

   
 

ดังน้ัน  3 264 ( 4)( 4 16)x x x x      
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ตัวอยาง 2.32 จงแยกตัวประกอบของ 38 125x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3125 5  และ 3 38 (2 )x x  

 จะได 3 3 38 125 (2 ) 5x x     

       
2 2

2

(2 5) (2 ) (2 )(5) 5

(2 5)(4 10 25)

x x x

x x x

     
   

 

ดังน้ัน  3 28 125 (2 5)(4 10 25)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.33 จงแยกตัวประกอบของ 38 125x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3125 5  และ 3 38 (2 )x x  

 จะได 3 3 38 125 (2 ) 5x x     

       
2 2

2

(2 5) (2 ) (2 )(5) 5

(2 5)(4 10 25)

x x x

x x x

     
   

 

ดังน้ัน  3 28 125 (2 5)(4 10 25)x x x x      

 

ตัวอยาง 2.34 จงแยกตัวประกอบของ 3 3( 5) ( 7)x x    

วิธีทํา 3 3 2 2( 5) ( 7) ( 5) ( 7) ( 5) ( 5)(3 7) ( 7)x x x x x x x x                    

         

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 5 7) ( 5) ( 5)( 7) ( 7)

12 ( 10 5 ) ( 2 35) ( 14 7 )

12 ( 10 25) ( 2 35) ( 14 49)

12 10 25 2 35 14 49

12 10 2 14 25 35 49

]
]

]

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

              

           

           

           

          
2

2

2

12(3 6 39)

12(3)( 2 13)

36( 2 13)

]
]
]
]

x x

x x

x x



   

   

   

 

ดังน้ัน  3 3 2( 5) ( 7) 36( 2 13)x x x x        

 

ตัวอยาง 2.35 จงแยกตัวประกอบของ 3 3( 5) ( 7)x x    

วิธีทํา 3 3 2 2( 5) ( 7) ( 5) ( 7) ( 5) ( 5)(3 7) ( 7)x x x x x x x x                    
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2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 5 7) ( 5) ( 5)( 7) ( 7)

(2 2) ( 10 5 ) ( 2 35) ( 14 7 )

(2 2) ( 10 25) ( 2 35) ( 14 49)

(2 2) 10 25 2 35 14 49

(2 2) 10 2 14

]
]

]

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

              

           

           

           

      

2

2

25 35 49

(2 2)( 2 109)

2( 1)( 2 109)

]
]
]

x x x

x x x

    

   

   

 

ดังน้ัน  3 3 2( 5) ( 7) 2( 1)( 2 109)x x x x x        

ตัวอยาง 2.36 จงแยกตัวประกอบของ 38 125x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3125 5  และ 3 38 (2 )x x  

 จะได 3 3 38 125 (2 ) 5x x     

       
2 2

2

(2 5) (2 ) (2 )(5) 5

(2 5)(4 10 25)

x x x

x x x

     
   

 

ดังน้ัน  3 28 125 (2 5)(4 10 25)x x x x      

ตัวอยาง 2.37 จงแยกตัวประกอบของ 38 125x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3125 5  และ 3 38 (2 )x x  

 จะได 3 3 38 125 (2 ) 5x x     

       
2 2

2

(2 5) (2 ) (2 )(5) 5

(2 5)(4 10 25)

x x x

x x x

     
   

 

ดังน้ัน  3 28 125 (2 5)(4 10 25)x x x x      

ตัวอยาง 2.38 จงแยกตัวประกอบของ 310 10 216x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3216 6  และ 3 310 10 ( 10 )x x  

 จะได 3 3 310 10 216 ( 10 ) 6x x     

              

2 2

2

( 10 6) ( 10 ) ( 10 )(6) 6

( 10 6) (10 ) 6 10 36 ]
x x x

x x x

      
      

 

ดังน้ัน  3 210 10 216 ( 10 6) (10 ) 6 10 36x x x x       
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ตัวอยาง 2.39 จงแยกตัวประกอบของ 310 10 216x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 3216 6  และ 3 310 10 ( 10 )x x  

 จะได 3 3 310 10 216 ( 10 ) 6x x     

              

2 2

2

( 10 6) ( 10 ) ( 10 )(6) 6

( 10 6) (10 ) 6 10 36 ]
x x x

x x x

      
      

 

ดังน้ัน  3 210 10 216 ( 10 6) (10 ) 6 10 36x x x x       
 

 

 2). การแยกตัวประกอบกําลังสามของผลบวก และกําลังสามของผลตาง สําหรบัการแยกตัว

ประกอบพหุนามที่อยูในรปูแบบกําลงัสามของผลบวก และกาํลังสามของผลตาง ก็เปนการแยกตัว

ประกอบทีม่ีรปูแบบเฉพาะเชนกัน และสามารถแยกตัวประกอบได โดยใชสูตรการแยกตัวประกอบ

กําลังสามของผลบวก และกําลงัสามของผลตาง โดยอาศัยจากการแยกตัวประกอบดังตอไปน้ี (กมล 

เอกไทยเจริญ, 2552 : 284) 

   

2

2 2

2 2 2 2

3 2 2 3

3 2 3

3

2 2

2

( ) ( )( )

( )( 2 )

( 2 ) ( 2 )

2 2

3 3

A B A B A B

A B A AB B

A A AB B B A AB B

A A B AB A B AB B

A A B AB B

   

   

     

     

   

  

 

 ดังน้ัน พหุนามระดับข้ันสามที่อยูในรูปแบบ 
3 2 323 3A A B AB B    สามารถแยกตัว

ประกอบไดดังน้ี  

 
3 2 32 33 3 ( ) ( )( )( )A A B AB B A B A B A B A B          

เรียก 3( )A B  วา กําลังสามของผลบวก 

และในทํานองเดียวกันกําลังสามของผลตางจะไดวา  

   

2

2 2

2 2 2 2

3 2 2 3

3 2 3

3

2 2

2

( ) ( )( )

( )( 2 )

( 2 ) ( 2 )

2 2

3 3

A B A B A B

A B A AB B

A A AB B B A AB B

A A B AB A B AB B

A A B AB B

   

   

     

     

   
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 ดังน้ัน พหุนามระดับข้ันสามที่อยูในรูปแบบ 
3 2 323 3A A B AB B    สามารถแยกตัว

ประกอบไดดังน้ี  

 
3 2 32 33 3 ( ) ( )( )( )A A B AB B A B A B A B A B          

เรียก 3( )A B  วา กําลังสามของผลตาง 

 

ตัวอยาง 2.40 จงแยกตัวประกอบของ 3 26 12 8x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

6 12 8 3(2) 3(4) 2

3(2) 3 (2 ) 2

( 2)

( 2)( 2)( 2)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 26 12 8 ( 2)( 2)( 2)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.41 จงแยกตัวประกอบของ 3 212 48 64x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

12 48 64 3(4) 3(16) 4

3(4) 3 (4 ) 4

( 4)

( 4)( 4)( 4)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 212 48 64 ( 4)( 4)( 4)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.42 จงแยกตัวประกอบของ 3 227 54 36 8x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 3

3 2 2 3

3 2 3 3

3

27 54 36 8 (3 ) 3(18) 3(12) 2

(3 ) 3(2)(9) 3(3)(4) 2

(3 ) 3(2)(3 ) 3(4)(3 ) 2

(3 ) 3(2)(3 ) 3(3 )2 2

(3 2)

(3 2)(3 2)(3 2)

]
]
]

]
]

x x x x x x

x x x

x x x

x x x

x

x x x

      

   

   

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 227 54 36 8 (3 2)(3 2)(3 2)x x x x x x        
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ตัวอยาง 2.43 จงแยกตัวประกอบของ 3 23 2 6 2 2x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 
3 2 3 2 3

3 2 2 3

3 2 6 2 2 3 2 3(2) ( 2)

3 2 3 ( 2) ( 2) ]
x x x x x x

x x x

      

   
 

    
3( 2)

( 2)( 2)( 2)

]
]

x

x x x

 

   
 

ดังน้ัน  3 212 48 64 ( 2)( 2)( 2)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.44 จงแยกตัวประกอบของ 3 26 12 8x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

6 12 8 3(2) 3(4) 2

3(2) 3 (2 ) 2

( 2)

( 2)( 2)( 2)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 26 12 8 ( 2)( 2)( 2)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.45 จงแยกตัวประกอบของ 3 212 48 64x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

12 48 64 3(4) 3(16) 4

3(4) 3 (4 ) 4

( 4)

( 4)( 4)( 4)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 212 48 64 ( 4)( 4)( 4)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.46 จงแยกตัวประกอบของ 3 227 54 36 8x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 3

3 2 2 3

3 2 3 3

27 54 36 8 (3 ) 3(18) 3(12) 2

(3 ) 3(2)(9) 3(3)(4) 2

(3 ) 3(2)(3 ) 3(4)(3 ) 2

(3 ) 3(2)(3 ) 3(3 )2 2

]
]
]

x x x x x x

x x x

x x x

x x x

      

   

   

   

 



67 

    
3(3 2)

(3 2)(3 2)(3 2)

]
]

x

x x x

 

   
 

ดังน้ัน  3 227 54 36 8 (3 2)(3 2)(3 2)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.47 จงแยกตัวประกอบของ 3 23 2 6 2 2x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2 3

3 2 2 3

3

3 2 6 2 2 3 2 3(2) ( 2)

3 2 3 ( 2) ( 2)

( 2)

( 2)( 2)( 2)

]
]

]

x x x x x x

x x x

x

x x x

      

   

 

   

 

ดังน้ัน  3 212 48 64 ( 2)( 2)( 2)x x x x x x        

 

2.2.2 การแยกตัวประกอบของพหุนามระดับขั้นสูงกวาสองท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนเต็ม 

 ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงการแยกตัวประกอบของพหุนามระดับข้ันสูงกวาสองทีม่ีสมัประสทิธ์ิเปน

จํานวนเต็ม โดยไดตัวประกอบทีเ่ปนพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มเชนกัน การแยกตัว

ประกอบดังกลาว บางครั้งจําเปนตองใชสูตรการแยกตัวประกอบตาง ๆ ที่ไดศึกษามาแลวในหัวขอที่

ผานมา เชน ผลตางกําลงัสอง การทําใหเปนกําลังสองสมบูรณ ผลบวกของกําลงัสาม ผลตางของกําลัง

สาม กําลงัสามของผลบวก หรือกําลงัสามของผลตาง ดังตัวอยางตอไปน้ี (กมล เอกไทยเจรญิ, 2552 : 

289-293) 

 

ตัวอยาง 2.47 จงแยกตัวประกอบของ 3 212 48 56x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2

3 2 2 3 3

3 2 2 3

3

3 3

2 2

12 48 56 3(4) 3(16) 56

3(4) 3 (4 ) 4 56 4

3(4) 3 (4 ) 4 56 64

( 4) 8

( 4) 2

( 4) 2 ( 4) 2( 4) 2

]
]

]
]

]

x x x x x x

x x x

x x x

x

x

x x x

      

     

       
  

  

           
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2

2

2

( 2) ( 8 16) (2 8) 4

( 2) 8 16 2 8 4

( 2)( 10 28)

]
]

]

x x x x

x x x x

x x x

        
        

   

 

ดังน้ัน  3 2 212 48 56 ( 2)( 10 28)]x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.49 จงแยกตัวประกอบของ 3 28 36 54 91x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

 

3 2 3 2

3 2

3 2 2 3 3

3 2 2 3

3

3

3 3

8 36 54 91 (2 ) 3(12) 3(18) 91

(2 ) 3(3)(4) 3(9)(2) 91

(2 ) 3(3)(2 ) 3(2 )(3 ) 3 91 3

(2 ) 3(3)(2 ) 3(2 )(3 ) 3 91 27

(2 3) 91 27

(2 3) 64

(2 3) 4

(2 3) 4 (2

]
]
]

]
]
]

x x x x x x

x x x

x x x

x x x

x

x

x

x x

      

   

     

       
   

  

  

     
2

2

2

2

3) 4(2 3) 16

(2 7) (4 12 9) (8 12) 16

(2 7)(4 12 9 8 12 16)

(2 7)(4 4 13)

]
]

]
]

x

x x x x

x x x x

x x x

    
        

      

   

 

ดังน้ัน  3 2 28 36 54 91 (2 7)(4 4 13)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.50 จงแยกตัวประกอบของ 481 625x   

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

4 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

81 625 (9 ) 25

(9 25)(9 25)

(9 5 )(9 25)

(3 ) 5 (9 25)

(3 5)(3 5) (9 25)

(3 5)(3 5)(9 25)

]
]
]
]
]

x x

x x

x x

x x

x x x

x x x

  

  

  

    
     

   

 

ดังน้ัน  4 281 625 (3 5)(3 5)(9 25)x x x x      
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ตัวอยาง 2.51 จงแยกตัวประกอบของ 4 324x   

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

4 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

324 ( ) 18

( ) 2(18) 18 2(18)

( 18) 2(18)

( 18) 36

( 18) (6 )

( 18) 6 ( 18) 6

( 6 18)( 6 18)

]
]
]
]

]
]

x x

x x x

x x

x x

x x

x x x x

x x x x

  

     
  

  

  

          
    

 

     

ดังน้ัน  4 2 2324 ( 6 18)( 6 18)x x x x x       

ตัวอยาง 2.52 จงแยกตัวประกอบของ 6 729x   

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

6 3 2 3 2

3 3 3 3

2 2

2 2

729 ( ) (3 )

( 3 )( 3 )

( 3)( 6 9) ( 3)( 6 9)

( 3)( 3)( 3 9)( 3 9)

]
]

]

x x

x x

x x x x x x

x x x x x x

  

  

            
      

 

ดังน้ัน  6 2 2729 ( 3)( 3)( 3 9)( 3 9)x x x x x x x         

 การแยกตัวประกอบพหุนามระดับข้ันสองกวาสองบางพหุนามสามารถทําไดโดยการใชสมบัติ

การเปลี่ยนหมู สมบัติการสลบัที่ และสมบัติการแจกแจง รวมถึงการใชสูตรการแยกตัวประกอบที่กลาว

ไปแลว เชน ผลตางของกําลงัสอง ผลบวกของกําลงัสาม และผลตางของกําลังสาม ดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 2.53 จงแยกตัวประกอบของ 4 3 23 4 12x x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

4 3 2 4 3 2

3

3

2 2

3 4 12 ( 3 ) (4 12 )

( 3) 4 ( 3)

( 4 )( 3)

( 2 )( 3)

( 2)( 2)( 3)

]
]
]
]

x x x x x x x x

x x x x

x x x

x x x

x x x x

      

   

  

  

   

 

ดังน้ัน  4 3 23 4 12 ( 2)( 2)( 3)x x x x x x x x        
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ตัวอยาง 2.54 จงแยกตัวประกอบของ 3 26 18 27x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

3 2 3 2

3 2

3 3 2

2

2

2

2

6 18 27 27 6 18

( 27) (6 18 )

( 3 ) (6 18 )

( 3)( 3 9) 6 ( 3)

( 3) ( 3 9) 6

( 3)( 3 9 6 )

( 3)( 3 9)

]
]

]
]
]

]

x x x x x x

x x x

x x x

x x x x x

x x x x

x x x x

x x x

      

   

   

     

      
    

   

 

ดังน้ัน 3 2 26 18 27 ( 3)( 3 9)x x x x x x        

 

ตัวอยาง 2.55 จงแยกตัวประกอบของ 4 3 25 10 8x x x x    

วิธีทํา เขียนพหุนามที่กําหนดใหใหม ดังน้ี 

   

4 3 2 3 2

3 2

3

3 3

2

2

2

2

5 10 8 ( 5 10 8)

( 8) (5 10 )

( 8) 5 ( 2)

( 2 ) 5 ( 2)

( 2)( 2 4) 5 ( 2)

( 2) ( 2 4) 5

( 2)( 2 4 5 )

( 2)( 7 4)

]
]
]

]
]
]

]

x x x x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

      

     
     
     
       

      
    

   

 

ดังน้ัน  4 3 2 25 10 8 ( 2)( 7 4)]x x x x x x x x        

 

2.2.3 การแยกตัวประกอบของพหุนามท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนเต็มโดยใชทฤษฎีบทเศษเหลือ  

 สําหรับการแยกตัวประกอบพหุนามที่โดยใชทฤษฎีบทเศษเหลือน้ันเน้ือหาทีจ่ะกลาวในเอกสาร

ฉบับน้ีน้ัน คือพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิของทุกพจนเปนจํานวนเต็ม และตัวประกอบที่ไดจะเปนพหุนามที่

มีสัมประสิทธ์ิของทุกพจนเปนจํานวนเต็มดวยเชนกัน ดังน้ันกอนที่เราจะไปศึกษาการแยกตัวประกอบ

ของพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มโดยใชทฤษฎีบทเศษเหลอืน้ันจะขอกลาวถึงทฤษฎีบทที่

เกี่ยวของดังตอไปน้ี (รณชัย มาเจริญทรัพย, 2551 : 135) 
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 ทฤษฎีบท 2.1 (ทฤษฎีบทเศษเหลือ) 

   1
1 1 0

( ) n n
n n

P x a x a x a x a
      เปนพหุนามที่ n  เปนจํานวนเต็ม 

 ที่ไมเปนลบ และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ ซึ่ง 0

n
a   ถาหารพหุนาม ( )P x   

 ดวย x c  เมื่อ c  เปนจํานวนจรงิ จะเหลือเศษเทากับ ( )P c   

 

 

 ทฤษฎีบท 2.2 (ทฤษฎีบทตัวประกอบ) 

   1
1 1 0

( ) n n
n n

P x a x a x a x a
      เปนพหุนามที่ n  เปนจํานวนเต็ม 

 ที่ไมเปนลบ และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนจรงิใด ๆ ซึ่ง 0

n
a   พหุนาม ( )P x  จะมี 

 x c  เปนตัวประกอบก็ตอเมื่อ ( ) 0P c    

 

 

 ตอไปน้ีจะเปนตัวอยางจากทฤษฎีบท 2.1 ทฤษฎีบทเศษเหลอืและทฤษฎีบท 2.2 ทฤษฎีบทตัว

ประกอบ เพือ่ใหผูศึกษาไดเขาใจมากย่ิงข้ึนดังตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.56 กําหนดพหุนาม 2( ) 3 1P x x x    พิจารณาเศษเหลือที่ไดจากการหารดวย 

2x   ดังตอไปน้ี 

   2

2

5

2 3 1

2

5 1

5 10

9

x

x x x

x x

x

x



  





  

 จากการต้ังหารพหุนามจะเห็นวา 9  เปนเศษจากการหาร 2 3 1x x   ดวย 2x   แตถาใช

ทฤษฎีบท 2.1 สามารถทําไดดังน้ี 

 จาก  2( ) 3 1P x x x    

   

2(2) 2 3(2) 1

4 6 1

9

P   
  


 

 น่ันคือ (2) 9P    

ดังน้ัน  9  เปนเศษจากการหาร 2 3 1x x   ดวย 2x   
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ตัวอยาง 2.57 กําหนดพหุนาม 2( ) 2 15P x x x    พิจารณาเศษเหลอืที่ไดจากการหารดวย 

3x   ดังตอไปน้ี 

   2

2

5

3 2 15

3

5 15

5 15

0

x

x x x

x x

x

x



  





  

 จากการต้ังหารพหุนามจะเห็นวา 0  เปนเศษจากการหาร 2 2 15x x   ดวย 3x   แตถา

ใชทฤษฎีบท 2.1 สามารถทําไดดังน้ี 

 จาก  2( ) 2 15P x x x    

   

2(3) 3 2(3) 15

9 6 15

0

P   
  


 

 น่ันคือ (3) 0P    

 จากทฤษฎีบท 2.2 ทําใหไดวา 3x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ 2 2 15x x   

 

ตัวอยาง 2.58 จงแสดงวาพหุนาม 2x   เปนตัวประกอบของพหนุาม 
3 2( ) 3 10 24P x x x x     หรือไม 

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 ( 2)x x      

 และ   3 2( ) 3 10 24P x x x x     

 พิจารณา 3 2( 2) ( 2) 3( 2) 10( 2) 24P          

             8 12 20 24

0

    


 

 น่ันคือ ( 2) 0P     

ดังน้ัน  2x  เปนตัวประกอบหน่ึงของพหุนาม 3 2( ) 3 10 24P x x x x     

 

ตัวอยาง 2.59 จงแสดงวาพหุนาม 3x   เปนตัวประกอบของพหนุาม 
3 2( ) 3 10 24P x x x x     หรือไม 

วิธีทํา ตรวจสอบ 3x    

 จาก   3 2( ) 3 10 24P x x x x     

 พิจารณา 3 2( 3) ( 3) 3( 3) 10( 3) 24P          
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3 2( 3) ( 3) 3( 3) 10( 3) 24

27 27 30 24

6

P        
    


 

 น่ันคือ ( 3) 0P     

ดังน้ัน  3x  ไมเปนตัวประกอบของพหุนาม 3 2( ) 3 10 24P x x x x     

 

 เมื่อเขาใจทฤษฎีบทเศษเหลือและทฤษฎีบทแยกตัวประกอบแลวเราสามารถนําทั้งสองทฤษฎี

บทมาชวยในการแยกตัวประกอบไดดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 2.60 จงใชทฤษฎีบทเศษเหลือ แยกตัวประกอบของ 3 25 2 24x x x     

วิธีทํา ให    3 2( ) 5 2 24P x x x x     

 จะได  3 2( 2) ( 2) 5( 2) 2( 2) 24P          

             
8 5(4) 4 24

8 20 4 24

0

]
]

    

    



 

 เน่ืองจาก ( 2) 0P    น่ันคือ ( 2) 2x x     เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )P x  นํา 

2x   ไปหาร ( )P x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

   

2

3 2

3 2

2

2

7 12

2 5 2 24

2

7 2

7 14

12 24

12 24

0

x x

x x x x

x x

x x

x x

x

x

 

   



 

 



 

 จากการต้ังหารจะไดวา  

   
2( ) ( 2)( 7 12)

( 2)( 3)( 4)]
P x x x x

x x x

   

   
 

ดังน้ัน  3 25 2 24 ( 2)( 3)( 4)x x x x x x        
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ตัวอยาง 2.61 จงใชทฤษฎีบทเศษเหลือ แยกตัวประกอบของ 3 19 30x x    

วิธีทํา ให    3( ) 19 30P x x x    

 จะได  3( 2) ( 2) 19( 2) 30P        

             8 38 30

0

   


 

 เน่ืองจาก ( 2) 0P    น่ันคือ ( 2) 2x x     เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )P x  นํา 

2x   ไปหาร ( )P x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

   

2

3 2

3 2

2

2

2 15

2 0 19 30

2

2 19

2 4

15 30

15 30

0

x x

x x x x

x x

x x

x x

x

x

 

   



 

 
 
 

 

 จากการต้ังหารจะไดวา  

   
2( ) ( 2)( 2 15)

( 2)( 3)( 5)]
P x x x x

x x x

   

   
 

ดังน้ัน  3 19 30 ( 2)( 3)( 5)x x x x x       

 

 จากตัวอยางการแยกตัวประกอบพหุนามโดยทฤษฎีบทเศษเหลือน้ันการจะหาคา a  ที่ทําให 

( ) 0P a   น้ันไมงาย โดยเราตองใชการสุมหาคาไปเรื่อย ๆ จนกวาจะไดแตบางครั้งเราไมสามารถรูได

เลยวาจะมีคา a  ที่ทําให ( )P a  เปนศูนยหรือไมดังน้ันจึงตองอาศัยทฤษฎีบทดังน้ี 

 

 

 ทฤษฎีบท 2.3 

   กําหนด 1
1 1 0

( ) n n
n n

P x a x a x a x a
      เปนพหุนามที่  

 n  เปนจํานวนเต็มบวกและ 0 1
, , ,

n
a a a  เปนจํานวนเต็ม ถา r  เปนจํานวนเต็ม 

 ที่ทําให ( ) 0P r   แลว r  จะหาร 0
a  ลงตัว 
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 จากทฤษฎีบท 2.3 ทําใหเราสามารถตีกรอบขอบเขตของจํานวนเต็ม a  ซึ่งอาจทําให 

( ) 0P a   ไดแคบลง กลาวคือ ใหพิจารณาเฉพาะจํานวนเต็มทีห่ารพจนคาคงตัวของ ( )P x  ลงตัว

เทาน้ัน ตัวอยางเชน  

   กําหนด 3 2( ) 4 11 6P x x x x      

   จํานวนเต็มทีห่ารคาคงตัว 6  ไดแก 1, 1,2, 2,3, 3,6, 6      

 ดังน้ันจํานวนเต็ม a  ที่อาจจะทําให ( ) 0P a   ใหพิจารณาจากจํานวนเต็มแปดจํานวน

ดังกลาวซึง่ตรวจสอบไดดังตอไปน้ี 

   

(1) 0

(2) 8

(3) 36

(6) 300

P

P

P

P






   

( 1) 200

( 2) 36

( 3) 48

( 6) 0

P

P

P

P

 
 
 
 

 

 จะไดวา จํานวน a  ที่ทําให ( ) 0P a   มีสองจํานวนคือ 1  และ 6   

และประโยชนอีกอยางหน่ึงของทฤษฎีบทเศษเหลือ คือ การแสดงวาพหุนามบางพหุนามไมสามารถ

แยกตัวประกอบออกเปนพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็มได ตัวอยางเชน 

   2( ) 2 1P x x x     

 จํานวนที่หาร 1  ลงตัวไดแก 1  และ 1  

 จากการนําจํานวนเต็มเหลาน้ีไปแทน x  ใน ( )P x  จะไดวา 

   
2

2

(1) 1 2(1) 1 2 0

( 1) ( 1) 2( 1) 1 2 0

P

P

     

       
 

 แสดงวา 2 2 1x x   ไมสามารถแยกตัวประกอบเปนพหุนามที่มสีัมประสิทธ์ิเปนจํานวนเต็ม

ได 

 

ตัวอยาง 2.62 จงใชทฤษฎีบทเศษเหลือแยกตัวประกอบของ 4 3 25 17 129 180x x x x      

วิธีทํา ให   4 3 2( ) 5 17 129 180P x x x x x      

 จะได    4 3 2(3) (3) 5(3) 17(3) 129(3) 180 0P        

 เน่ืองจาก (3) 0P   น่ันคือ 3x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )P x   

 นํา 3x   ไปหาร ( )P x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

   3 2( ) ( 3)( 2 23 60)P x x x x x      

 ให          3 2( ) 2 23 60Q x x x x     

 จะได 3 2(3) (3) 2(3) 23(3) 60 0Q       

 เน่ืองจาก (3) 0Q   น่ันคือ 3x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )Q x   
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 นํา 3x   ไปหาร ( )Q x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

 

  2( ) ( 3)( 20)Q x x x x     

 จะไดวา 2( ) ( 3)( 3)( 20) ( 3)( 3)( 5)( 4)P x x x x x x x x x           

ดังน้ัน  4 3 25 17 129 180 ( 3)( 3)( 5)( 4x x x x x x x x          

 

ตัวอยาง 2.63 จงใชทฤษฎีบทเศษเหลือแยกตัวประกอบของ 5 4 3 23 11 27 10 24x x x x x      

วิธีทํา ให   5 4 3 2( ) 3 11 27 10 24P x x x x x x       

 จะได    5 4 3 2(1) 1 3(1) 11(1) 27(1) 10(1) 24 0P         

 เน่ืองจาก (1) 0P   น่ันคือ 1x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )P x   

 นํา 1x   ไปหาร ( )P x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

   4 3 2( ) ( 1)( 4 7 34 24)P x x x x x x       

 ให          4 3 2( ) 4 7 34 24Q x x x x x      

 จะได 4 3 2( 1) ( 1) 4( 1) 7( 1) 34( 1) 24 0Q             

 เน่ืองจาก ( 1) 0Q    น่ันคือ ( 1) 1x x     เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )Q x   

 นํา 1x   ไปหาร ( )Q x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

 

  3 2( ) ( 1)( 3 10 24)Q x x x x x      

 ให          3 2( ) 3 10 24R x x x x     

 จะได 3 2(3) 3 3(3) 10(3) 24 0R       

 เน่ืองจาก (3) 0R   น่ันคือ 3x   เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )R x   

 นํา 3x   ไปหาร ( )R x  โดยการต้ังหาร จะไดวา 

 

  2( ) ( 3)( 6 8)R x x x x     

 จาก  ( ) ( 1) ( )P x x Q x   

 และ  ( ) ( 1) ( )Q x x R x   

   2( ) ( 3)( 6 8)R x x x x     

 จะไดวา 2( ) ( 1)( 1)( 3)( 6 8)P x x x x x x       

             ( 1)( 1)( 3)( 4)( 2)x x x x x       

ดังน้ัน  5 4 3 23 11 27 10 24 ( 1)( 1)( 3)( 4)( 2)x x x x x x x x x x            
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2.3 สมการและอสมการ 

 สําหรับเรื่องการแกสมการและอสมการหน่ึงตัวแปรน้ันในตําราฉบับน้ีไมไดกลาวถึงการหาผล

เฉลยของสมการกําลังหน่ึงแตกลาวเฉพาะการหาผลเฉลยของอสมการกําลงัหน่ึงเทาน้ัน และการหาผล

เฉลยของสมการและอสมการกําลงัสองข้ึนไปน้ันถาผูเรียนศึกษาการแยเขาใจเรื่องการแยกตัวประกอบ

เปนอยางดีแลวก็ไมเปนเรื่องยากทีจ่ะสามารถหาผลเฉลยของสมการและอสมการได 

 

2.3.1 การแกสมการตัวแปรเดียว 

 สําหรับการแกสมการ ( ) 0P x   เมื่อ 1
1 1 0

( ) n n
n n

P x a x a x a x a
      โดยที่ 

0 1
, , ,

n
a a a  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับกรณี ที่ 1n   จะไดสมการ 0ax b   และ

สมการดังกลาวมี 
b
a

  เปนผลเฉลย แตสําหรบักรณีที่ 2n   จะไดสมการ 2 0ax bx c    และ

ถา 2 4 0b ac   จะไดคําตอบของสมการเปนจํานวนจริงคือ 

   
2 4
2

b b ac
a

  
 และ 

2 4
2

b b ac
a

  
 

 ถา 2 4 0b ac   จะไดคําตอบของสมการเปนจํานวนจริง 
2
b
a


 แตในกรณี 2 4 0b ac   

จะไดผลเฉลยเปนจํานวนเชิงซอน และสําหรับการแกสมการ ( ) 0P x   เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวก

ใด ๆ หรืออาจจะใชการแยกตัวประกอบของพหุนามที่ไดศึกษาในหัวขอที่ผานมาแลวใช ทฤษฎีบท 

1.12 ที่ไดศึกษาผานมาแลวเชนกันชวยในการหาผลเฉลยดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 2.64 จงหาคําตอบที่เปนจํานวนจริงของสมการ 2 3 10 0x x     

วิธีทํา จาก 2 3 10 0x x    

 จะได  ( 5)( 2) 0x x    

 น่ันคือ  5 0x    หรือ  2 0x    

        5x   หรือ          2x    

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 2 3 10 0x x    คือ 2  หรือ 5  

ตัวอยาง 2.65 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 28 14 3 0x x    

วิธีทํา จาก  28 14 3 0x x    

 จะได  (2 3)(4 1) 0x x    

 น่ันคือ  2 3 0x     หรือ  4 1 0x    

          3
2

x     หรือ       1
4

x    
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ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 28 14 3 0x x    คือ 3
2

  หรือ 
1
4

   

ตัวอยาง 2.66 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 212 6 0x x     

วิธีทํา จาก   212 6 0x x     

 จะได  (4 3)(3 2) 0x x     

   (4 3)(3 2) 0x x    

 น่ันคือ  (4 3) 0x     หรือ  3 2 0x    

            3
4

x    หรือ            2
3

x    

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 212 6 0x x     คือ 3
4

 หรือ 
2
3

   

ตัวอยาง 2.67 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 2 2 0x    

วิธีทํา จาก             2 2 0x    

 จะได  ( 2)( 2) 0x x    

 น่ันคือ  ( 2) 0x      หรือ  ( 2) 0x    

             2x    หรือ                2x    

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 2 2 0x    คือ 2  หรือ 2   

 

ตัวอยาง 2.68 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 23 7 0x    

วิธีทํา จาก                    23 7 0x    

 จะได  ( 3 7)( 3 7) 0x x    

 น่ันคือ  ( 3 7) 0x     หรือ  ( 3 7) 0x    

                 7
3

x    หรือ                      
7
3

x   

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 23 7 0x    คือ 7
3

 หรือ 
7
3

   
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ตัวอยาง 2.69 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 2 8 10 0x x    

วิธีทํา                               2 8 10 0x x    

   
 

2

2 2 2

2

( 8 ) 10 0

( 2(4) 4 10 4 0

( 4) 6 0

( 4 6)( 4 6) 0

x x

x x

x

x x

  

    

  

    

 

 น่ันคือ  ( 4 6) 0x       หรือ  ( 4 6) 0x     

                   6 4x     หรือ                     6 4x     

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ 2 8 10 0x x    คือ 6 4  หรือ 6 4    

 

ตัวอยาง 2.70 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 3 64 0x    

วิธีทํา                              3 64 0x    

   
2 2

2

( 4)( 4 4 ) 0

( 4)( 4 16) 0

x x x

x x x

   

   
 

  น่ันคือ  4 0x      หรือ   2 4 16 0x x    

                 4x      หรือ                     
4 16 4(16)

2
x

 
   

      เน่ืองจาก 16 4(16) 0    

      จึงทําใหคาของ x  ที่ไดเปนจํานวนเชิงซอน 

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 3 64 0x    คือ 4   

 

ตัวอยาง 2.71 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 3 3( 5) ( 7) 0x x     

วิธีทํา              3 3( 5) ( 7) 0x x     

  

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 5) ( 7) ( 5) ( 5)(3 7) ( 7) 0

( 5 7) ( 5) ( 5)( 7) ( 7) 0

(2 2) ( 10 25) ( 2 35) ( 14 49) 0

(2 2) 10 25 2 35 14 49 0

(2 2) 10 2

]
]
]

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x

              

              

           

           

      14 25 35 49 0]x     
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2

2

2

(2 2)( 2 109) 0

2( 1)( 2 109) 0

( 1)( 2 109) 0

]
]
]

x x x

x x x

x x x

   

   

   

 

  น่ันคือ  1 0x      หรือ   2 2 109 0x x    

                1x      หรือ                       
2 4 4(109)

2
x

  
   

 

      เน่ืองจาก 4 4(109) 0    

      จึงทําใหคาของ x  ที่ไดเปนจํานวนเชิงซอน 

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 3 3( 5) ( 7) 0x x     คือ 1   

 

ตัวอยาง 2.72 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 3 26 12 8 0x x x     

วิธีทํา        3 26 12 8 0x x x     

   

3 2

3 2 3

3 2 2 3

3

6 12 8 0

3(2) 3(4) 2 0

3(2) 3 (2 ) 2 0

( 2) 0

( 2)( 2)( 2) 0

]
]
]
]

x x x

x x x

x x x

x

x x x

   

   

   

 

   

 

  น่ันคือ  2 0x       

                 2x       

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 3 26 12 8 0x x x     คือ 2   

 

ตัวอยาง 2.73 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 3 28 36 54 91 0x x x     

วิธีทํา             3 28 36 54 91 0x x x     

        

3 2

3 2

3 2

3 2 2 3 3

8 36 54 91 0

(2 ) 3(12) 3(18) 91 0

(2 ) 3(3)(4) 3(9)(2) 91 0

(2 ) 3(3)(2 ) 3(2 )(3 ) 3 91 3 0

]
]
]

x x x

x x x

x x x

x x x

   

   

   

     
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3 2 2 3

3

3

3 3

2

2

2

2

(2 ) 3(3)(2 ) 3(2 )(3 ) 3 91 27 0

(2 3) 91 27 0

(2 3) 64 0

(2 3) 4 0

(2 3) 4 (2 3) 4(2 3) 16 0

(2 7) (4 12 9) (8 12) 16 0

(2 7)(4 12 9 8 12 16) 0

(2 7)(4 4 13

]
]
]
]
]
]
]

x x x

x

x

x

x x x

x x x x

x x x x

x x x

       
   

  

  

           
        
      

   ) 0]

 

  น่ันคือ  2 7 0x      หรือ   24 4 13 0x x    

                 
7
2

x      หรือ                        
4 16 4(4)(13)

8
x

  
   

      เน่ืองจาก 16 4(4)(13) 0    

      จึงทําใหคาของ x  ที่ไดเปนจํานวนเชิงซอน 

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 3 28 36 54 91 0x x x     คือ 7
2

   

ตัวอยาง 2.74 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 481 625 0x    

วิธีทํา                                   481 625 0x    

   

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

(9 ) 25 0

(9 25)(9 25) 0

(9 5 )(9 25) 0

(3 ) 5 (9 25) 0

(3 5)(3 5) (9 25) 0

(3 5)(3 5)(9 25) 0

]
]
]
]
]

x

x x

x x

x x

x x x

x x x

 

  

  

    
     

   

 

  น่ันคือ  3 5 0x     หรือ 3 5 0x     หรือ 29 25 0x    

                  
5
3

x     หรือ           
5
3

x    หรือ           
0 0 4(9)(25)

18
x

 
   

                             เน่ืองจาก 0 4(9)(25) 0    

               จึงทําใหคาของ x  ที่ไดเปนจํานวนเชิงซอน 

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 481 625 0x    คือ 5
3

  หรือ 5
3
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ตัวอยาง 2.75 จงหาคําตอบทีเ่ปนจํานวนจรงิของสมการ 4 3 23 4 12 0x x x x     

วิธีทํา   4 3 23 4 12 0x x x x     

        

4 3 2

3

3

2

2 2

( 3 ) (4 12 ) 0

( 3) 4 ( 3) 0

( 4 )( 3) 0

( 4)( 3) 0

( 2 )( 3) 0

( 2)( 2)( 3) 0

]
]
]
]
]

x x x x

x x x x

x x x

x x x

x x x

x x x x

   

   

  

  

  

   

 

  น่ันคือ  0x         หรือ 2 0x    หรือ      2 0x     หรือ 3 0x    

            0x         หรือ        2x   หรือ             2x     หรือ 3x   

ดังน้ัน  คําตอบที่เปนจํานวนจรงิของสมการของสมการ 4 3 23 4 12 0x x x x     คือ 0  หรือ 2  
หรือ 2  หรือ 3  

 

2.3.2 ชวงและการแกอสมการ 

  ถาลากเสนตรงเสนหน่ึงแลวเลือกจุดจุดหน่ึง เรียกวาจุด 0  ใหจุดน้ีแทนจํานวนศูนยเลือก

หนวยความยาวใหจุดทางขวาของ 0  อยูหางจาก 0  เปนระยะ 1,2, 3,...  หนวยแทนจํานวน 

1,2, 3,...  ตามลําดับ และใหจดุทางซายของ 0  อยูหางจาก 0  เปนระยะ 1,2, 3,...  หนวยแทน

จํานวน 1, 2, 3, ...    ตามลําดับ (จํารสั อินสม และประทีป โรจนวิกาต, 2550 : 1-2) 

 

 
 

ภาพประกอบ 2.1  แสดงเสนจํานวนจรงิ 
     ที่มา : ปยรัตน จาตุรันตบุตร. 2547 : 199 

นักคณิตศาสตรถือวา จํานวนจริงทุกจํานวนจะมจีุดบนเสนตรงน้ีจบัคูดวยเพียงจุดเดียว และ

ในทางตรงกันขามทุกจุดบนเสนตรงน้ีจะจับคูกบัจํานวนจริงเพียงจํานวนเดียว และเรียกเสนตรงใน 

ภาพประกอบ 2.1 วา เสนจํานวนจริง 
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บทนิยาม 1.18 

 ถา a  และ b  เปนจํานวนจริงซึ่ง a b  เขียนสัญลกัษณตอไปน้ีแทนสบัเซตของ R  

  ชวงเปด  ,a b    หมายถึง
   :x a x b     

  ชวงปด ,a b      หมายถึง   :x a x b   

  ชวงครึ่งเปด  ,a b  หมายถึง   :x a x b   

  ชวงครึ่งปด ,a b  หมายถึง   :x a x b   

  ชวง  ,a    หมายถึง   :x x a  

ชวง ,a    หมายถึง   :x x a  

 

 

บทนิยาม 1.18 (ตอ) 

ชวง  ,a   หมายถึง   :x x a  

ชวง  ,a     หมายถึง   :x x a  

ชวง  ,    หมายถึง  เซตของจํานวนจรงิ 

 

 

ตัวอยางการเขียนกราฟบนเสนจํานวนจริงแทนชวง 

 
กราฟของชวง  1,3

 
คือ 

 
 

กราฟของชวง 2,5     
คือ 
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กราฟของชวง  ,2
 
คือ 

 

กราฟของชวง  , 1    
คือ 

 

 
 

กราฟของชวง  1,
 
คือ 

 

กราฟของชวง 1,   
คือ 

 

 
 
ตัวอยาง 2.76  กําหนด

  1,3A  , 3,6B    และ  ,0C     

จงหาคาของ  A B C   และ  A B C   

วิธีทํา  เสนจํานวนจริงแสดงเซต ,AB  และ C  ไดดังน้ี 

 

 
 

จากรปู    1,0A B C       และ    1,3A B C     
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2.3.3 อสมการ 

 อสมการเปนประโยคทีก่ลาวถึงการไมเทากันและมีตัวแปร ซึง่อสมการเปนจรงิหรือเท็จข้ึนอยู

กับจํานวนจริงที่มาแทนตัวแปร (ปยรัตน จาตุรันตบุตร, 2547 : 196) 

 เซตคําตอบของอสมการ เปนเซตที่มสีามาชิกเปนจํานวนจรงิที่เมื่อนําจํานวนเหลาน้ีมาแทนที่

ตัวแปรแลวทําใหสมการเปนจํานวนจรงิ 

 การแกอสมการ คือ การหาเซตคําตอบของอสมการ ซึง่นิยมใชสมบัติของการไมเทากันในการ

แกสมการ 

 สําหรับอสมการทีม่ีตัวแปร x  เปนประโยคเปดและกลาวถึงการไมเทากันเมือ่นําจํานวนจริงมา

แทนตัวแปรในอสมการ จะไดอสมการที่เปนจริงหรือเทจ็ เซตคําตอบของอสมการที่มีตัวแปร x  

หมายถึง เซตที่มสีมาชิกเปนจํานวนจรงิ โดยที่จํานวนจริงเหลาน้ีเมือ่นํามาแทน x  แลวไดอสมการที่

เปนจริง สําหรับการแกสมการน้ันสวนใหญจะอาศัยคุณสมบติัที่ไดศึกษามาแลวนในบททีผ่านมาดังจะ

แสดงในตัวอยางตอไปน้ี (ทรงวิทย สุวรรณธาดา, 2555 : 136) 

 

ตัวอยาง 2.77  จงแกอสมการ 
4

6
3

x
x


   

วิธีทํา    
4

6
3

x
x


   

4 18 3

2 14

2 14

14
2

7

x x

x

x

x

x

  

 
 

 



 

ดังน้ัน  เซตของผลเฉลยคือ  : 7x x  หรือ  7,   

หรือแสดงบนเสนจํานวนจริงไดดังน้ี  

 
 

ตัวอยาง 2.78  จงหาเซตคําตอบของอสมการ 2 4 5x x   

วิธีทํา    2 4 5x x   

      
2

2

4 5

4 5 0]
x x

x x

 

  
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  5 1 0]x x    

 จาก   5 1 0x x   แสดงวา 5x   และ 1x   ตองมีเครื่องหมายตรงขามกัน หรือ

คูณกันเทากับ 0  จึงแยกออกเปน 2 กรณีดังน้ี 

 

กรณีที่ 1 5 0x     และ  1 0x    

5x     และ  1x   

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

 
ผลเฉลยจากกรณีที่ 1 คือ 5 1x    

 

กรณีที่ 2 5 0x    และ  1 0x    

5x    และ  1x   

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

ผลเฉลยในกรณีที่ 2 คือไมมีจํานวนจริง x  ที่สอดคลองกับอสมการ 

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยของอสมการ 2 4 5x x  คือ 5 1x    

หรือแสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี  

 
 

ตัวอยาง 2.79  จงแกอสมการ 
1

x
x

  

วิธีทํา  จาก  
1

x
x

  
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2

2

2 2

1
0

1
0

1
0

1
0

]
]
]

x
x

x
x x

x

x

x
x

 

 







 

  1 1
0

x x

x

 
  

ดังน้ันอสมการ 
  1 1

0
x x

x

 
  เปนจรงิไดจึงแยกออกเปนกรณีทัง้หมด 4 กรณีดังน้ี 

กรณีที่ 1  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได 1x    และ 1x    และ 0x   

 

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

 

 เซตของผลเฉลยจากกรณีที่ 1 คือ  : 1x x   หรือ  1,  

 

กรณีที่ 2  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได      1x    และ      1x   และ 0x   

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

เซตของผลเฉลยในกรณีที่ 2 คือ  หมายถึงไมมจีํานวนจริง x  ที่สอดคลองกบัอสมการ 
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กรณีที่ 3  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได      1x    และ      1x   และ 0x   

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

เซตของผลเฉลยจากกรณีที่ 3 คือ  1 0x x    หรือ  1,0  

 

กรณีที่ 4  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได      1x    และ      1x   และ 0x   

 

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

 

เซตของผลเฉลยในกรณีที่ 4 คือ    หมายถึงไมมีจํานวนจรงิ x  ที่สอดคลองกบัอสมการ 

 

ดังน้ัน  จากทั้ง 4 กรณี จํานวนจรงิ x  ที่ทําให 
1

x
x

  เปนจรงิคือ 1x   หรือ 1 0x    

แสดงบนเสนจํานวนไดดังน้ี 

 

 
 

 

 

 



89 

สรุปทายบทที่ 2 

 จะเห็นวาเมื่อเราสามารถแปลงประโยคขอความใหอยูในรูปนิพจนพีชคณิตไดแลวน้ันบาทครั้ง

นิพจนพีชคณิตอาจอยูในรปูแบบของสมการ อสมการ ซึง่ถาเปนสมาการทีอ่ยูในรปู 
1

1 1 0
0n n

n n
a x a x a x a

     เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ และ 0 1
, , ,

n
a a a  เปน

จํานวนใด ๆ ดังน้ันกอนที่เราจะไปศึกษาการหาผลเฉลยของสมการที่อยูในรูปแบบดังกลาวน้ันกอนอื่น

เราตองศึกษาการแยกตัวประกอบของพหุนามที่อยูในรปู 1
1 1 0

n n
n n
a x a x a x a

     ซึ่งได

แสดงการแยกพหุนามระดับข้ันสอง ข้ัน สาม ไปเรื่อย ๆ จนถึงข้ันที่ n  โดยจะใชทฤษฏีบทตางๆ ซึง่

การเลื่อกใชทฤษฏีที่เหมาะสมกบัพหุนามน้ัน ๆ มันกจ็ะทําใหแยกตัวประกอบไดงายทั้งน้ีข้ึนอยูกับ

ประสบการณของผูศึกษาน่ันเอง และเมื่อเราสามารถแยกตัวประกอบพหุนามไดแลวเราสามารถนําไป

ชวยในการหาผลเฉลยของสมการโดยอาศัยทฤฎีบท 0xy   จะไดวา 0x    หรือ 0y   น่ันเอง

สวนการแกอสมการ น้ันนอกจากเราสามารถแยกตัวประกอบของพหุนามไดแลวก็ตองอาศัยทฤษบท

สําหรับการแกอสมการเพิ่มเติมดวย 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 2 
 

1. จงแยกตัวประกอบพหุนามตอไปน้ี 

 1.1  2 3 10x x      1.2  22 6x x    

 1.3  2 2x x      1.4  2 3x   

 1.5  2 4x      1.6  2 5 6x x   

 1.7  2( 7) 8x      1.8  23 ( 1)x   

 1.9  2 2( 1) ( 3)x x     1.10  3 3( 1) ( 3)x x    

 1.11  3 3( 2) ( 1)x x     1.12  4 4( 1) ( 2)x x    

 1.13  4 2 2 1x x x      1.14  6 3x x  

 1.15  3 125x      1.16  3 22 2 4x x x    

 1.17  4 49x      1.18  4 234 225x x   

 1.19  6 27x    

 

2. จงหาผลเฉลยของสมการตอไปน้ี 

 2.1  2 3 10 0x x      2.2  22 6 0x x     

 2.3  2 2 0x x      2.4  2 3 0x    

 2.5  2 4 0x      2.6  2 5 6 0x x    

 2.7  2( 7) 8 0x       2.8  23 ( 1) 0x    

 2.9  2 2( 1) ( 3) 0x x      2.10  3 3( 1) ( 3) 0x x     

 2.11  3 3( 2) ( 1) 0x x      2.12  4 4( 1) ( 2) 0x x     

 2.13  4 2 2 1 0x x x      2.14  6 3 0x x   

 2.15  3 125 0x       2.16  3 22 2 4 0x x x     

 2.17  4 49 0x      2.18  4 234 225 0x x    

2.19 6 27 0x     

 

3. จงหาผลเฉลยของอสมการตอไปน้ี 

  3.1   3 1 0x      3.2   3 5 13x    

  3.3  2 2 8x x     3.4   2  2 1x    

  3.5  
1

  1
1

x
x




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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 3 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. ระบบพิกัดฉาก  

2. กราฟเสนตรง 

3. ระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร 

4. กราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. สามารถลงพกิัดใน 4 จตุภาคไดถูกตอง 

2. เมื่อกําหนดจุด A  และ B  แลวสามารถหา AB   
3. เมื่อกําหนดจุด 

1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  เปนจุดสองจุดใด ๆ ที่ตางกัน สามารถหา

ระยะทางระหวางจุดทั้งสองได 
4. สามารถหาความชันของเสนตรง 
5. จากทฤษฏีบทการหาความชันของเสนตรงแลวสามารถประยุกตนําไปใชในเรื่องที่

เกี่ยวของได 
6. สามารถตรวจสอบไดวาเสนสองเสนเปนบเสนขนานหรือเสนต้ังฉาก 
7. สามารถประยุกตเสนขนานและเสนต้ังฉากกับเรือ่งทีเ่กี่ยวของได 
8. วาดกราฟของสมการเสนตรง 
9. อธิบายกราฟของสมาการที่อยูในรปู 0Ax By C    โดยที่ ,A B  และ C  เปน

จํานวนจรงิใด ๆ และ ,A B  ไมเทากบัศูนยทั้งคู 

10. อธิบายลักษณะของระบบสมการเสนสองตัวแปรได 
11. หาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปรได 
12. สามารถวาดกราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปรได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 ระบบพิกัดฉาก  

1.2 กราฟเสนตรง 

1.3 ระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร 

1.4 กราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร 
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2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

2.1 ศึกษาขอมูล เกี่ยวกบัเรื่องระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปรประกอบเพิม่เติม 

2.2 ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 3 
ระบบสมการเชิงเสน 2 ตัวแปร 

 

 การศึกษาเน้ือหาเรื่องระบบสมการเชิงเสน 2 ตัวแปรน้ันกอนอื่นจะเริ่มตนศึกษาจากระบบ
พิกัดฉากแบบคารทีเซียน ระยะทางระหวางจุด กราฟเสนตรงระบบสมการเสนตรงสองตัวแปร กราฟ
อสมการเสนตรงสองตัวแปรซึ่งเปนพื้นฐานสําหรบัแกปญหาเรื่องกําหนดการเชิงเสน ซึง่กําหนดการเชิง
เสน เปนเทคนิคทีเ่ริม่ใชในปค.ศ. 1947 ในชวงที่สหรัฐอเมรกิากําลังประสบปญหาทรัพยากรไมเพียงพอ
และตองหาวิธีจัดสรรใหไดประโยชนสูงที่สุด เทคนิคการแกปญหาแบบน้ีถูกนําไปใชในหลายดาน เชน 
การผลิตสนิคาแตละประเภทดวยวัตถุดิบที่มีใหไดกําไรสูงที่สดุ การขนสงสินคาใหสิ้นเปลืองนอยทีสุ่ด 
การหาปรมิาณวัตถุผสมใหไดสวนประกอบตามตองการโดยเสีย คาใชจายนอยที่สุด การมอบหมายงาน
ใหแตละกลุม เพื่อใหงานสําเรจ็ในเวลานอยที่สุด ฯลฯ การศึกษาในเรื่อง ตองมีพื้นฐานความรู ในเรื่อง
สมการเชิงเสน สมการเชิงเสนหลายตัวแปร และระบบสมการเชิงเสนหลายตัวแปร ซึ่งปญหาเหลาน้ี 
สําหรับในบทน้ี จะแบงออกเปน 4 เรื่อง ไดแกระบบพกิัดฉาก กราฟเสนตรง ระบบสมการเสนตรงสอง

ตัวแปร และกราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปร 

 

3.1 ระบบพกิดัฉาก  

 สําหรับเสนตรงใด ๆ u  และ E  เปนจุด ๆ หน่ึง ถาเสนตรง v  เปนเสนตรงทีล่ากผาน E  ไป

ต้ังฉากกับ u  ที่จุด A  วาเปนโปรเจคชันของจุด E  บนเสน u  ดังภาพประกอบ 3.1 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.1  แสดงวาจุด A  เปนโปรเจคชันของจุด E  บนเสน u  

     ที่มา : สุนทร แสวงผล และกอสุข วีระถาวร. 2541 : 12  

 

 สําหรับระบบพิกัดฉากแบบคารทีเซียนน้ันประกอบดวยระนาบ  2 ( , ) / ,R x y x y R   

ซึ่งแทนดวยแผนภาพของเสนจํานวนจริง 2  เสนตัดกันเปนมุมฉาก เสนตรงทั้งสองเรียกวา แกนพิกัด 

แกนแนวราบ เรียกวาแกน x  และแกนแนวด่ิงเรียกวาแกน y  จุดตัดระหวางแกนทั้งสองคือจุด O  

เรียกวาจุดกําเนิด แสดง 
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ภาพประกอบ 3.2  แสดงพิกัดฉากแบบคารทีเซียน 

     ที่มา : ภัทรา เตชาภิวาทย 2540 : 1 

 

 แกนพิกัดทั้งสองแบงระนาบออกเปน 4 สวนแตละสวนเรียกวา จตุภาค แสดงดวยเซตของจุด

ในระนาบ ดังน้ี 

  1
0Q x x   และ 0y    

  2
0Q x x   และ 0y    

  3
0Q x x   และ 0y    

  4
0Q x x   และ 0y   

 

 พิกัด ของจุดในระนาบ หมายถึงการกําหนดตําแหนงของจุดโดยใช คูอันดับ ของจํานวนจริง 

x  คือระยะทางตามแนวแกน x  และ y  คือระยะทางตามแนวแกน y  การวัดระยะทางตามแนวแกน

พิกัดตองเริ่มจากจุดกําเนิดเสมอ และใชเครือ่งหมายบอกทิศทางของการวัดระยะทางดังน้ี 

 ระยะทางตามแกน x  วัดจากจุดกําเนิดไปทางขวาเปนบวก และไปทางซายเปนลบ 

 ระยะยางตามแกน y  วัดจากจุดกําเนิดไปขางบนเปนบวก และลงขางลางเปนลบ 

 ดังภาพประกอบ 3.2 เมื่อกําหนดพกิัดของจุดใหกส็ามารถลง จุดน้ัน ๆ ในระนาบได 
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ตัวอยาง 3.1  จงลงจุดซึ่งมีพิกัด(5,4)  และ ( 6,2)   

 

 

 
 

 จากตัวอยาง  

  
1

(5,4) Q  เพราะ 0x   และ 0y    

  
2

( 6,2) Q   เพราะ 0x   และ 0y    

 

3.1.1 ระยะบอกทิศทาง 

  

 บทนิยาม 3.1 

  ถา A  และ B  เปนจุดใด ๆ เราเรียก AB  วาระยะบอกทิศทางจากจดุ A   

 ไปยังจุด B   

 

 

 บทนิยาม 3.2 

  ถา A  และ B  มีพิกัด 
1

( , )x b  และ 
2

( , )x b  ตามลําดับ 
2 1

AB x x    

 เมื่อ b  เปนคาคงตัว 

 

 

 บทนิยาม 3.3 

  ถา A  และ B  มีพิกัด 
1

( , )a y  และ 
2

( , )a y  ตามลําดับ 
2 1

AB y y    

 เมื่อ a  เปนคาคงตัว 
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ตัวอยาง 3.2  จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด (3,2)A  และ (8,2)B   

วิธีทํา จากบทนิยาม 3.2 น่ันคือ 
2 1

AB x x   

 จะไดวา            8 3AB    

          5  

 สามารถแสดงไดดังภาพ 

 

 
 

 

ตัวอยาง 3.3  จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด (5,4)A  และ ( 3, 4)B    

วิธีทํา จากบทนิยาม 3.2 น่ันคือ 
2 1

AB x x   

 จะไดวา            3 5 8AB       

 สามารถแสดงไดดังภาพ 

 

 
 

 

  



99 

ขอสังเกต 3.1 

 AB  มีคาเปนบวก ถาจุด B  อยูทางขวาของจุด A   

 AB  มีคาเปนลบ ถาจุด B  อยูทางซายของจุด A   

 

ตัวอยาง 3.4  จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด ( 2, 3)A    และ ( 2, 4)B    

วิธีทํา จากบทนิยาม 3.3 น่ันคือ 
2 1

AB y y   

 จะไดวา            4 ( 3) 7AB      

 สามารถแสดงไดดังภาพ 

 

 
ขอสังเกต 3.2 

 AB  มีคาเปนบวกถาจุด B  อยูเหนือจุด A   

 AB  มีคาเปนลบถาจุด B  อยูใตจุด A   

3.1.2 ระยะทาง 

 ระยะทางคือระยะที่ไมบอกทิศทางหรือกลาวไดวาระยะทางระหวางจุดสองจุดใด ๆ คือ คา

สัมบรูณของระยะบอกทิศทางระหวางจุดทั้ง 2 น่ันเอง เชน AB  หรือ BA  คือระยะทางระหวางจุด 

A  กับจุด B  เน่ืองจาก 0AB   และ 0BA   ดังน้ันระยะทางระหวางจุดสองจุดจึงเปนตัวเลขที่

ไมติดลบ(ภัทรา เตชาภิวาทย, 2540 : 4) 

 

ตัวอยาง 3.5  จงหาระยะทางระหวางจุด A  และ B  เมื่อกําหนดพิกัดของจุดทั้งสองดังตอไปน้ี 

 1. (3,2)A  และ (8,2)B  

 2. (5,4)A  และ ( 3, 4)B   

 3. ( 2, 3)A    และ ( 2, 4)B   



100 

วิธีทํา ใชบทนิยาม 3.1 AB  คือระยะทางระหวางจุดทัง้สอง 

 1. 3 8 5 5AB       

 2. 3 5 8 8AB        

 3. 4 ( 3) 7AB      

 

 จากตัวอยางทผีานมาจะเห็นวาการหาระยะทางระหวางสองจุดน้ันโดยการใชบทนิยาม 3.1 

เปนการหาจากระยะบอกทิศทางจากจุด A  ไปยังจุด B  ซึ่งจะแยกเปนเฉพาะกรณี A  และ B  มี

พิกัด 
1

( , )x b  และ 
2

( , )x b  ซึ่งจุดทัง้สองอยูบนเสนตรงที่ขนานกับแกน x  และกรณีที่ A  และ B  มี

พิกัด 
1

( , )a y  และ 
2

( , )a y  ซึ่งอยุบนเสนตรงที่ขนานกบัแกน y  เทาน้ันแตถาจุด P  และ Q  อยูบน

เสนตรงที่ไมขนานกบัแกน x  และแกน y  เราสามารถหาระยะทางระหวางจุด
1
P  และ 

2
P  ไดดังน้ี 

(เลิศ สทิธิโกศล, 2541 : 3) 

 

 

 
 

ภาพประกอบ 3.3  แสดงการหาระยะทางระหวางจุด 
1
P  และ 

2
P  

     ที่มา : เลิศสิทธิโกศล 2541 : 3 

 

 ลากสวนของเสนตรง 
1
PQ  และ 

2
PQ  ใหขนานกับแกน x  และ y  ตามลําดับ จุดQ  จะมี

พิกัดเปน 
2 1

( , )x y  และมีมุม 
1 2
PQP  เปนมุมฉาก จากทฤษฎีบทปทาโกรัส จะไดวา 
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2 2

1 2 1 1

2 2

1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

( ) ( )

]
]

PP PQ PQ

x x y y

x x y y

 

   

   

  

 

 ทฤษฎีบท 3.1 

  ถา 
1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  เปนจุดสองจุดใด ๆ ที่ตางกัน แลว 

 ระยะทางระหวางจุดทั้งสองคือ 2 2
1 2 1 2 1 2

( ) ( )PP x x y y     

   

ตัวอยาง 3.6  จงหาระยะทางระหวางจุด 
1
(7, 3)P  และ 

2
(4, 1)P   

วิธีทํา 2 2
1 2

(7 4) (3 ( 1))PP       

         

2 23 4

9 16

25

5

]
]
]

 

 





 

ดังน้ัน ระยะทางระหวางจุด 
1
(7, 3)P  และ 

2
(4, 1)P   มีคาเทากับ 5  หนวย 

 

ตัวอยาง 3.7  จงแสดงวา ( 1,3), (4,1)A B  และ (2, 4)C   เปนจุดมมุของสามเหลี่ยมมุมฉาก 

วิธีทํา พิจารณา 2 2(4 ( 1)) (1 3)AB       

                     

2 25 2

25 4

29

]
]

 

 



 

   
2 2

2 2

(2 4) (( 4) 1)

( 2) ( 5) ]
BC     

   
 

                     
4 25

29]
 


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 และ  2 2(2 ( 1)) (( 4) 3)AC        

                     

2 23 ( 7)

9 49

58

]
]

  

 



 

 พบวา 
2 2 2

AB BC AC   ซึ่งเปนคุณสมบัติสามเหลี่ยมมมุฉาก 

ดังน้ัน  สามเหลียม ABC  เปนสามเหลี่ยมมุมฉากโดยมุมที่ B  เปนมมุฉาก 

 

ตัวอยาง 3.8  จงแสดงวา (3,8), ( 11,3)A B   และ ( 8, 2)C    เปนจุดยอดของสามเหลี่ยมหนาจั่ว 

วิธีทํา พิจารณา 2 2(3 ( 11)) (8 3)AB       

                     

2 214 5

196 25

221

]
]

 

 



 

   

2 2

2 2

( 11 ( 8)) (3 ( 2))

( 3) 5

9 25

34

]
]
]

BC       

  

 



 

 และ  2 2(3 ( 8)) (8 ( 2))AC        

                     

2 211 10

121 100

221

]
]

 

 



 

 พบวา AB AC   

ดังน้ัน  สามเหลียม ABC  เปนสามเหลี่ยมหนาจั่ว 

3.1.3 ความชันของเสนตรง 

 มุมเอียงของเสนตรง L  ซึ่งตัดกับแกน x  ในที่น้ีแทนดวยสัญลักษณ   (ทีตา) คือมุมที่วัดจาก

แกน x  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาไปยังเสนตรง L  โดยที่ 0 180    เสนตรงที่ขนานกบัแกน 

x  ทุกเสนมีมุมเอียงเทากบั 0  ดังภาพประกอบ 3.4 
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ภาพประกอบ 3.4  แสดงมุม   เปนมมุเอียงของเสนตรง L   

     ที่มา : เลิศสิทธิโกศล 2541 : 4 

 

 บทนิยาม 3.4 

  ความชันของเสนตรง L  (เขียนแทนดวยสัญลักษณ m ) คือคาแทนเจนต 

 ของมุมเอียงของเสนตรง L   

 

 

พิจารณารปูตอไปน้ี 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.5  แสดงความชันของเสนตรง 
1 2
,L L  และ 

3
L   
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จากภาพประกอบ 3.5  

 ความชันของ 
1
tan 45 1L     

 ความชันของ 
2

tan90L    หาคาไมได 

 ความชันของ 
3

tan120 120L      

 

 น่ันคือถา 0 90    จะได tan 0   ดังน้ันความชันของเสนตรงมีคาเปนบวกถา 

90 180    จะได tan 0   ดังน้ัน ความชันของเสนตรงมีคาเปนลบ และถา 90    แลว

เราไมสามารถหาความชันของเสนตรงได และการหาความชันของเสนตรงน้ันไมจําเปนเสมอไปวาตอง

ทราบมุมเอียงของเสนตรงแตในกรณีทีเ่ราทราบจุดเพียงสองจุดที่เสนตรงผานเราก็สามารถหาคาความ

ชันของเสนตรงเสนน้ันไดดังทฤษฎีบทตอไปน้ี 

 

 ทฤษฎีบท 3.2 

  เสนตรง L  ผานจุด 
1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  เมื่อ 

1 2
x x  

 มีความชันเทากับ 1 2 2 1

1 2 2 1

y y y y
m

x x x x

 
 

 
  

 

 

ตัวอยาง 3.9  จงหาความชันของเสนตรงที่ผานจุด (2,5)  และ (7,3)   

วิธีทํา  

 
 

 ให 
1 1

( , ) (2,5)x y   และ 
2 2

( , ) (7,3)x y   

  ความชัน 2 1

2 1

3 5 2
7 2 5

y y
m

x x

 
   

 
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 หรือ  ความชัน 1 2

1 2

5 3 2
2 7 5

y y
m

x x

 
   

 
 

 

ตัวอยาง 3.10  จงหาความชันของเสนตรงทีผ่านจุด ( 4,0)  และ (2,5)   

วิธีทํา  

 
 

 ความชันของเสนตรงทีผ่านจุด ( 4,0)  และ (2,5)  

 คือ 5 0 5
2 ( 4) 6

m


 
 

 

  

ตัวอยาง 3.11  เสนตรง L  มีความชันเทากับ 3  และผานจุด 
1
(0,1)P  และ 

2
( ,7)P x  จงหาพิกัดของ

จุด 
2
P    

วิธีทํา ความชันของเสนตรงทีผ่านจุด 
1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  คือ 1 2 2 1

1 2 2 1

y y y y
m

x x x x

 
 

 
 

 จะได  
7 1

3
0x





 

        

7 1
3

3 7 1

6

3

2

]
]
]

x

x

x

x




 





 

ดังน้ัน 
2
P  มีพิกัด (2,7)  
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3.1.5 เสนขนานและเสนต้ังฉาก 

 

 บทนิยาม 3.5 

  ให 
1
  และ 

2
  เปนมุมเอียงของเสนตรง 

1
L  และ 

2
L  ตามลําดับ  

 ถา 
1 2
  เรากลาววาเสนตรง 

1
L  ขนานกับเสนตรง 

2
L  

 

 

 บทนิยาม 3.6 

  เสนตรง 2  เสนจะต้ังฉากกันก็ตอเมื่อผลตางของมมุเอียงของเสนตรงทั้งสอง 

 เทากับ 90   

 

 

 

 ทฤษฎีบท 3.3 

  เสนตรงสองเสนที่ไมขนานกับแกน y  จะขนานกันก็ตอเมือ่ 

 ความชันของเสนตรงทัง้สองเสนเทากัน 

 

 

ตัวอยาง 3.12  จงแสดวา เสนตรงที่เช่ือมจุด (1, 1)  กับ (2,1)  ขนานกับเสนตรงที่เช่ือมจุด (0,4)  

กับ ( 2, 0)  

วิธีทํา  เสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (1, 1)  กับ (2,1)และเสนตรงที่เช่ือมจุด (0,4)  กับ ( 2, 0)   

 แสดงไดดังกราฟตอไปน้ี 
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 ความชันของเสนตรง 
1

1 ( 1)
2

2 1
L

 
 


 และ 

 ความชันของเสนตรง 
1

4 0
2

2 0
L


 


 

 จะเห็นวาความชันของเสนตรง 
1
L  และ 

2
L  มีคาเทากัน 

ดังน้ัน  เสนตรง 
1
L  และ 

2
L  ขนานกัน 

 

ตัวอยาง 3.13  กําหนดใหเสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (3,3)  กับ (4,7)  ขนานกับเสนตรงที่เช่ือมจุด (2, 9)  

กับ ( , 0)x  จงแสดงวิธีทําเพื่อหาคา x   

วิธีทํา ให m  เปนความชันของเสนตรงที่เช่ือมจุด (2, 3)  กับ (4,7)   

 จะได  
7 3

4
4 3

m


 


  

 เน่ืองจากเสนตรงทีผ่านจุด(3,3)  กับ (4,7)  ขนานกับเสนตรงทีเ่ช่ือมจุด ( 2, 3)  กับ ( , 0)x  

 ความชันของเสนตรงทัง้สองเสนเทากัน   

 ได  
9 0

4
2 x
 




 

   

4(2 ) 9

8 4 9

4 9 8

4 17

17
4

]
]
]

x

x

x

x

x

  

  

   

  



 

ดังน้ัน  
17
4

x   

 

 ทฤษฎีบท 3.4 

  เสนตรง 
1
L  มี 

1
  เปนมุมเอียง 

1
m  เปนความชัน เสนตรง 

2
L   

 มี 
2
  เปนมุมเอียง 

2
m  เปนความชัน โดยที่ 

1 2
   และ 

1
0    แลว 

 
1
L  ต้ังฉากกับ 

2
L  ก็ตอเมื่อ 

1 2
1m m    
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ตัวอยาง 3.14  จงแสดงวา เสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (3,1)  กับ (6,0)  ต้ังฉากกับเสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (1, 8)  

กับ (0,5)  

วิธีทํา ให 
1

m  เปนความชันของเสนตรงที่เช่ือมจุด (3,1)  กับ (6,0)  

 จะได 
1

0 1 1
6 3 3

m


  


 

 ให 
2

m  เปนความชันของเสนตรงที่เช่ือมจุด (1, 8)  กับ (0,5)  

 จะได 
2

8 5
3

1 0
m


 


 

 เน่ืองจาก 
1 2

1
3 1

3
m m        

ดังน้ัน  เสนตรงทีเ่ช่ือมจุด (3,1)  กับ (6,0)  ต้ังฉากกับเสนตรงที่เช่ือมจดุ (1, 8)  กับ (0,5)  

 

ตัวอยาง 3.15  จงแสดวา จุด (8,6), (4,8)A B  และ (2, 4)C  เปนจุดยอดของสามเหลี่ยมมมุฉาก 

วิธีทํา ให 
1

m  แทนความชันของเสนตรงทีผ่านจุดA  และจุด 
8 6 1
4 8 2

B


  


  

 ให 
2

m  แทนความชันของเสนตรงทีผ่านจุด B  และจุด 
4 8

2
2 4

C


 


 

 เน่ืองจาก 
1 2

1
2 1

2
m m        

ดังน้ัน  จุด (8,6), (4,8)A B  และ (2, 4)C เปนจุดยอดของสามเหลี่ยมมุมฉากที่มี มุม B  เปนมุมฉาก 

ตัวอยาง 3.16  เสนตรง 
1
L  เช่ือมตอดวยจุดสองจุด (2, 6)  กับ (1, 4)  จงหาความชันของเสนตรง 

2
L  ซึ่งต้ังฉากกบัเสนตรง 

1
L   

วิธีทํา ให 
1

m  แทนความชันของเสนตรง 
1
L   

 จะได  
1

4 ( 6)
2

1 2
m

  
  


 

 ให 
2

m  เปนความชันของเสนตรง 
2
L  

 เน่ืองจาก เสนตรง 
1
L  ต้ังฉากกับเสนตรง 

2
L  

 จะได 
1 2

1m m    

         
2

2

2 1

1
2

m

m

   


 

ดังน้ัน  เสนตรง 
2
L  มีความชันเทากับ 

1
2
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3.2 กราฟและสมการเสนตรง 

 สมการเชิงเสน หรือสมการเสนตรงหรือสวนของเสนตรง ซึ่งเปนสมการกําลังหน่ึงสองตัวแปรมี
รูปแบบคือ 0Ax By C    เมื่อ ( , )x y  เปนจุดบนเสนตรง ,A B  และ C  เปนจํานวนจริงใด ๆ 
โดยที่ A   และ B   ไมเปนศูนยทั้งคูจากจุดสองจุดใดๆ มีเสนตรงผานไดเพียง 1  เสน การเขียนกราฟ
สมการเสนตรงจงึสามารถทําไดโดยงายจากการหาจุดสองจดุที่อยูบนเสนตรงผานจุดทัง้สอง ซึ่งจุดทีห่า
งายที่สุดคือ จุดที่เสนตรงตัดแกนพิกัดฉาก ซึ่งเรียกวา สวนตัดแกน สามารถทําไดคือ สวนตัดแกน x  

หาไดโดยการแทนคา 0y   แลวหาคา x  ในทํานองเดียวกัน สวนตัดแกน y  หาไดโดยการแทนคา 
0x   แลวหาคา y  (อําพล ธรรมเจริญ และอุบลวรรณา เงินวิจิตร, 2541 : 56-57) 

 

 ทฤษฎีบท 3.5 

  เสนตรงซึง่มีความชัน m  และผานจุด 
1 1

( , )x y  มีสมการเปน 

 
1 1

( )y y m x x     

 

 สมการเสนตรงเปนเสนที่เขียนกราฟไดงาย เพียงแคสามารถกําหนดจุด 2  จุด ก็สามารถเขียน

เสนตรงได 1  เสนดังน้ันจุดทีเ่สนตรงผานจงึเปนเงือ่นไขเบื้องตนที่สําคัญในการศึกษาเสนตรงซึ่งจะเริ่ม

จากการหาสมการเสนตรงแบบตาง ๆ ซึ่งในที่น้ีเราจะศึกษาเฉพาะสมการเสนตรง และสมาการเสนตรง

น้ันเขียนไดในหลายรปูแบบซึง่กลาวดังตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 3.17  จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (3, 5)  และมีความชันเทากับ 4   

วิธีทํา เสนตรงทีผ่านจุด
1 1

( , )x y  มีสมการเปน
1 1

( )y y m x x     

 น่ันคือเสนตรงทีผ่านจุด (3, 5)  และมีความชันเทากับ 4  

 จะได              ( 5) 4( 3)y x     

  

5 4 12

4 17 0

4 17 0

]
]

y x

x y

x y

  

   

  

 

ดังน้ัน  สมการเสนตรงที่ผานจุด (3, 5)  และมีความชันเทากบั 4  คือ 4 17 0x y    

ตัวอยาง 3.18  จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด ( 1, 3)   และมีความชันเทากับ 
1
3

  

วิธีทํา เสนตรงทีผ่านจุด
1 1

( , )x y  มีสมการเปน
1 1

( )y y m x x    

 น่ันคือเสนตรงทีผ่านจุด ( 3, 3)   และมีความชันเทากับ 
1
3

 

 จะได               1
( 3) ( 3)

3
y x      
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1
3 ( 3)

3
3( 3) 3

3 9 3

3 6 0

3 6 0

]
y x

y x

y x

x y

x y

  

  
  

   
  

 

ดังน้ัน  สมการเสนตรงที่ผานจุด ( 1, 3)   และมีความชันเทากบั 
1
3

  คือ 3 6 0x y    

 

 ทฤษฎีบท 3.6 

  เสนตรงทีผ่านจุด
1 1

( , )x y  และ 
2 2

( , )x y  เมื่อ 
1 2
x x  มีสมการเปน 

 2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x


  


 หรือ 2 1

2 2
2 1

( )
y y

y y x x
x x


  


 

   

ตัวอยาง 3.19  จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (0, 2)  และ (1, 3)   

วิธีทํา  เสนตรงทีผ่านจุด
1 1

( , )x y  และ 
2 2

( , )x y  มีสมการเปน  

   2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x


  


 

 จะได          
3 ( 2)

( 2) ( 0)
1 0

y x
 

   


 

         

3 2
2 ( 0)

1
2 5

5 2 0

]
]

y x

y x

x y


  

 

  

 

 หรือ   2 1
2 2

2 1

( )
y y

y y x x
x x


  


 

 จะได              
3 ( 2)

3 ( 1)
1 0

y x
 

  


 

         

3 5( 1)

3 5 5

5 2 0

]
]

y x

y x

x y

  

  

  

 

ดังน้ัน  สมการเสนตรงทีผ่านจุด (0, 2)  และ (1, 3)  คือ 5 2 0x y    
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 ทฤษฎีบท 3.7 

  เสนตรงซึง่มีความชัน m  ระยะตัดแกน y  เทากับ b  มีสมการเปน y mx b    

 

 

ตัวอยาง 3.20  จงหาความชันและระยะตัดแกน y  ของเสนตรงซึง่มสีมการเปน 6 4 18 0x y      

วิธีทํา เขียนสมการใหอยูในรูปแบบความชันและระยะตัดแกน 

 จากโจทย 6 4 18 0x y    

 จะได   6 18 4x y    

          

6 18
4

6 18
4

6 18
4 4
3 9
2 2

3 9
2 2

x
y

x
y

x
y

x y

y x


 


 

  

  

  

 

ดังน้ัน  สมการ 6 4 18 0x y    มีความชันเทากับ 
3
2

m    และระยะตัดแกน y  คือ 
9
2

  

 นอกจากเสนตรงในรูปแบบที่ไดกลาวมาแลว เรายังพบเหน็สมการเสนตรงทีเ่ขียนในรปูสมการ 

1
x x  ซึ่งเรียกวาเสนตรงในแนวด่ิง และเขียนในรูป 

1
y y  ซึ่งเรียกวาเสนตรงในแนวนอน ใหสงัเกต

วาเราไมสามารถหาความชันของเสนตรงในแนวด่ิงไดแตความชันของเสนตรงในแนวนอนมีคาเทากบั

ศูนย ดังภาพประกอบ 3.5 และ 3.6 (เลิศ สิทธิโกศล, 2541 : 15) 
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ภาพประกอบ  3.6  สมการเสนตรงทีเ่ขียนในรูปสมการ 
1

x x  

     ที่มา : เลิศสิทธิโกศล 2541 : 15 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ  3.7  สมการเสนตรงทีเ่ขียนในรูปสมการ 
1

y y  

     ที่มา : เลิศสิทธิโกศล 2541 : 15 

 

 ทฤษฎีบท 3.8 

  เสนตรงทีม่ีระยะตัดแกน x  เทากับ a  ระยะตัดแกน y  เทากับ b   

 โดยที่ a  และ b  ไมเทากับศูนยมสีมการเปน 

    1
x y
a b
    

 

ตัวอยาง 3.21  จงหาระยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  สมการเสนตรง 6 4 24 0x y    

วิธีทํา จากสมการ   6 4 24 0x y    

 จัดรูปใหมไดดังตอไปน้ี             6 4 24x y    

       

6 4
1

24
6 4

1
24 24
6 4

1
24 24

]
]

x y

x y

x y






 
 

  
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1

4 6

1
4 6

]
]

x y

x y

  

 


 

ดังน้ัน  ระยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  เทากบั 4  และ 6  ตามลําดับ 

 

ตัวอยาง 3.22  สมการเสนตรงที่มรีะยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  เทากับ 2  และ 5  

ตามลําดับ 

วิธีทํา จากทฤษฎีบทจะได 1
2 5
x y
 


  

      

1
2 5

5 2
1

10

5 2 10

5 2 10 0

]
]
]

x y

x y

x y

x y

 




 

  

 

ดังน้ัน  สมการเสนตรงที่มรีะยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  เทากับ 2  และ 5  คือ 

5 2 10 0x y    

 

ตัวอยาง 3.23  สมการเสนตรงที่มจีุดตัดแกนคือ ( 3, 0)  และ (0,7)   

วิธีทํา จะไดวา 3a    และ 7b    

 แทนในทฤษฎีบท 3.8 จะได 1
3 7
x y

 


 

      

1
3 7

7 3
1

21

7 3 21

]
]

x y

x y

x y

  

 


  

 

            7 3 21 0x y     หรือ 

               7 3 21 0]x y    

ดังน้ัน  สมการเสนตรงที่มจีุดตัดแกนคือ ( 3, 0)  และ (0,7)  คือ 7 3 21 0]x y    
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 บทนิยาม 3.7 

  สมการที่อยูในรูป 0Ax By C    โดยที่ ,A B  และ C   

 เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ ,A B  ไมเทากับศูนยทั้งคูจะเรียกวาสมการกําลังหน่ึง 

 หรือสมการเชิงเสน 

 

 

 ทฤษฎีบท 3.9 

  เสนตรงทกุเสนสามารถเขียนแทนดวยสมการในรูป 0Ax By C    

 

 

ตัวอยาง 3.24 จงหาความชัน m  และระยะตัดแกน y  ของสมการ 4 12 15 0x y     

วิธีทํา จัดสมการที่โจทยกําหนดใหอยูในรปู y mx b    

 จะได        4 12 15 0x y    

           

12 4 15

4 15
12

4 15
12 12
4 15
12 12
1 15
3 12

]
]
]
]

y x

x
y

x
y

x
y

y x

   

 





 
 

 

 

 

ดังน้ัน  ความชัน 
1
3

m   และระยะตัดแกน 
15
12

y    

 

ขอสังเกต 3.3 

 จากสมการเสนตรง 0Ax By C    จัดรูปสมการใหมได 
A C

y x
B B

    อยูในรูป 

y mx b   น้ันคือ 
A

m
B

   และระยะตัดแกน 
C

y
B

   ดังน้ันจากตัวอยาง 3.24 จะไดวา  

4 1
12 3

m   


 และระยะตัดแกน 
15 15
12 12

C
y

B


     

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ตัวอยาง 3.25  จงเขียนกราฟเสนตรง 3 4 12 0x y     

วิธีทํา จากสมการ 3 4 12 0x y    

 เมื่อ 0y    จะได 3 4(0) 12 0x     

               

3 12 0

3 12

12
3
4

x

x

x

x

 






 

 น่ันคือจุดตัดแกน X  คือ (4,0)   

 เมื่อ 0x    จะได 3(0) 4 12 0y    

             

4 12 0

4 12

12
4
3

y

y

y

y

  
 




 

 

 น่ันคือจุดตัดแกน Y  คือ (0, 3)   

 นําจุดตัดแกน X  และจุดตัดแกน Y  ไปลงจุดในระนาบแกนพิกัดฉาก แลวลากเสนตรง 

 ผานจุดเหลาน้ีแลวจะไดกราฟเสนตรงดังตอไปน้ี 

 

 
 

 

ตัวอยาง 3.26  จงเขียนกราฟเสนตรง 3 9 0x y     

วิธีทํา จากสมการ 3 9 0x y    

 เมื่อ 0y    จะได 4(0) 9 0x     

               
9 0

9

x

x

 
 

 

 

 



116 

 น่ันคือจุดตัดแกน X  คือ ( 9, 0)   

 เมื่อ 0x    จะได 3 9 0x y    

             

0 3 9 0

3 9 0

3 9

9
3
3

y

y

y

y

y

  
  

  







 

 น่ันคือจุดตัดแกน Y  คือ (0,3)   

 นําจุดตัดแกน X  และจุดตัดแกน Y  ไปลงจุดในระนาบแกนพิกัดฉาก แลวลากเสนตรง 

 ผานจุดเหลาน้ีแลวจะไดกราฟเสนตรงดังตอไปน้ี 

 

 
 

 

 เสนตรงสองเสนใด ๆ ในระบบพกิัดแกจะขนานกันหรือไมก็ตัดกัน ถาเสนตรงสองเสนตัดกัน

และทํามมุ 90  เรากลาววาเสนตรงทัง้สองต้ังฉากกัน เสนตรงสองเสนขนานกันและมีมุมเอียงเทากัน

ดังน้ันความชันจึงเทากันดวย (เลิศ สทิธิโกศล, 2541 : 18) 

 

ตัวอยาง 3.27 เสนตรง 2 6 4 0x y    มีความสัมพันธกับเสนตรงตอไปน้ีอยางไร 

 เสนตรง  
1
: 4 12 8 0L x y     

  
2
: 3 4 0L x y     

  
3
: 3 9 0L x y    

  
4
: 2 4 0L x y    
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วิธีทํา จากโจทยสมการ 2 6 4 0x y    จัดใหอยูในรปู y mx c   จะได 
1 2
3 3

y x    

 น้ันคือเสนตรงน้ีมีความชัน 
1
3

m     

พิจารณาเสนตรง 
1
: 4 12 8 0L x y     

 จัดใหอยูในรูป y mx c   จะได 
1 2
3 3

y x     

 เน่ืองจากเสนตรง 
1
L  มีสมการเหมอืนกันกบัสมการที่โจทยกําหนดให 

 ดังน้ัน เสนตรงทัง้สองเปนเสนตรงเดียวกัน 

 

พิจารณาเสนตรง 
2
: 3 4 0L x y      

 จัดใหอยูในรูป y mx c   จะได 3 4y x   

 เสนตรง 
2
L  มีความชัน 

2
3

L
m   เมื่อนํา 

2

1
3 1

3L
m m        

 ดังน้ัน เสนตรง 
2
L  ต้ังฉากกับเสนตรงที่กําหนดให  

 

พิจารณาเสนตรง 
3
: 3 9 0L x y     

 จัดใหอยูในรูป y mx c   จะได 
1

3
3

y x    

 เสนตรง 
3
L  มีความชันเทากับเสนตรงที่กําหนดให 

 ดังน้ัน เสนตรง 
3
L  ขนานกับเสนตรงที่กําหนดให  

 

พิจารณาเสนตรง 
4
: 2 4 0L x y     

 จัดใหอยูในรูป y mx c   จะได 2 4y x    

 เสนตรง 
4
L  มีความชันเทากับ 

4
2

L
m    ซึ่งไมเทากับความชันของเสนตรงทีก่ําหนดให  

 และผลคูณของความชันทั้งสองก็ไมเทากับ 1   

 ดังน้ัน เสนตรง 
4
L  ตัดนันกับเสนตรงที่กําหนดให  

 

3.3 ระบบสมการเสนสองตัวแปร 

 สมการเชิงเสนสองตัวแปรซึง่ไดศึกษาในหัวขอที่ผานมาแลวน้ันหมายถึงสมการที่อยูในรูป 

0Ax By C    เมื่อ x  และ y  เปนตัวแปร , ,A B C  เปนคาคงตัวโดยที่ A  และ B  ไมเปน

ศูนยพรอมกัน ตัวอยางเชน 
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2 0

3 5 0

2 4 0

3 7 3 0

x y

x y

x y

x y

 
 

  
   

   

 นอกจากน้ันเราพบวา กราฟของสมการเชิงเสนสองตัวแปรจะเปนเสนตรง จุดทุกจุดบนกราฟ

เสนตรงจะสอดคลองหรือเปนคําตอบของสมการเชิงเชิงเสนน้ัน ตัวอยางเชน เสนตรงในรูปตอไปน้ีเปน

กราฟของสมการเชิงเสนสองตัวแปรตามที่ระบุในกราฟ 

 

 
 

 

ภาพประกอบ 3.6  แสดงกราฟของสมการเชิงเสน  

 

 ระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปร หมายถึงชุดของสมการเชิงเสนสองตัวแปรซึ่งมสีมการจํากัด

ต้ังแตหน่ึงสมการข้ึนไปดังบทนิยาม (จินดา อยูเปนสุข, 2551 : 2) 

 

 บทนิยาม 3.8 

  ให , , , , ,a b c d e f  เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ ,a b  ไมเปนศูนยพรอมกันและ 

 ,c d  ไมเปนศูนยพรอมกัน เรียก 

   
ax by e

cx dy f

 
 

  

  วาระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปร ,x y  และคําตอบขอระบบสมการน้ีคือ 

 คาของ x  และ y  ที่ทําใหสมการทัง้สองเปนจริง 
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3.3.1 คําตอบของระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปร 

 กําหนดระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปร 

(1)  ax by c   

 คําตอบของระบบสมการเชิงเสน (1) คือ คูอันดับ ( , )x y  ที่สอดคลองกับสมการ (1) หรือกลาว

ในเชิงเรขาคณิตไดวา คําตอบของระบบสมการเชิงเสน (1) ไดแกจุด ( , )x y  บนระนาบที่อยูบนเสนตรง

ซึ่งเปนกราฟของสมการ (1) 

 ผานจุดเหลาน้ีแลวจะไดกราฟเสนตรงดังตอไปน้ี 

 

 
 

ภาพประกอบ 3.7  แสดงคําตอบของสมการเชิงเสน ax by c    

 ดังน้ัน คําตอบของระบบสมการเชิงเสน (1) จึงมีมากมายเปนอนันต ไดแก ทุกจุดทุกที่อยูบน

เสนตรง ซึ่งเปนกราฟของสมการ ax by e   

 สําหรับคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  

(2)  ax by e   

(3)  cx dy f   

 น้ันคือคูอันดับ ( , )x y  ซึ่งเปนคําตอบของสมการ (2) และสมการ (3) ขอบระบบสมการเชิง

เสน ดังน้ันจึงกลาวไดวา คูอันดับ ( , )x y  เปนคําตอบของระบบสมการเชิงเสนก็ตอเมื่อ( , )x y  เปน

จุดตัดของเสนตรงของสมการ (2) และของสมการ (3) ดังตอไปน้ี 
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ภาพประกอบ 3.8  แสดงคําตอบของระบบสมการเชิงเสน ax by e   และ cx dy f    

 ระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปรอาจไมมีคําตอบ หรือมีคําตอบเดียว หรอืมหีลายคําตอบก็ได 

สําหรับคําตอบของสมการเชิงเสนมักนิยมเขียนเปนรูปคูอันดับ ดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 3.28  จงแกระบบสมการ 

  
2 3

3 2 8

x y

x y

 
 

  

วิธีทํา   2 3x y      --- (1)   

              3 2 8x y      --- (2)  

 (2) 2          4 2 6x y      --- (3)  

 (2) (3)         7 0 14x     

          
14
7

2]
x 


  

 แทนคา 2x   ในสมการ (1)  จะได  

           

2(2) 3

4 3

3 4

1

]
]
]

y

y

y

y

 

 

 

 

 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ (2, 1)   

เขียนกราฟของระบบสมการ ไดดังน้ี  
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 จะเห็นวากราฟของสมการ 2 3x y   และสมการ 3 2 8x y   ตัดกันที่จุด (2, 1)  

ตัวอยาง 3.29  จงแกระบบสมการ 

  
4 2 1

6 3 4

x y

x y

 
 

  

วิธีทํา   4 2 1x y      --- (1)   

                6 3 4x y      --- (2)  

 (1) 3          12 6 3x y      --- (3)  

 (2) 2          12 6 8x y      --- (4)  

 (4) (3)                  0 5  เปนเท็จ 

 น่ันคือไมมีคาของ x  และ y  ที่ทําใหสมการ (1)และ (2)  เปนจริงพรอมกัน 

ดังน้ัน  ระบบสมการที่กําหนดใหไมมีคําตอบ 

เขียนกราฟของระบบสมการ ไดดังน้ี  

 

 
 จะเห็นวากราฟของสมการ 4 2 1x y   และสมการ 6 3 4x y   ขนานกัน 
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ตัวอยาง 3.30  จงแกระบบสมการ 

  
2 3 4

4 6 8

x y

x y

 
   

  

วิธีทํา   2 3 4x y      --- (1)   

             4 6 8x y        --- (2)  

 (1) 2            4 6 8x y      --- (3)  

 (2) (3)                  0 0   

 น่ันคือไมวาจะแทนคา x  และ y  เปนจํานวนจริง ใด ๆ ก็ตามกจ็ะทําใหสมการ (1)และ (2)  

เปนจริง 

ดังน้ัน  ระบบสมการเชิงเสนน้ีจึงมีคําตอบมากมายเปนอนันต 

เขียนกราฟของระบบสมการ ไดดังน้ี  

 

 
 

 จะเห็นวากราฟของสมการ 2 3 4x y   และสมการ 4 6 8x y     เปนเสนตรง

เดียวกัน 

จากตัวอยางทีผ่านมาระบบของสมการ 2   สมการ ที่มีตัวแปร 2   ตัว ซึ่งมรีูปแบบทั่วไป ดังน้ี 
(อําพล ธรรมเจริญ และอุบลวรรณา เงินวิจิตร, 2541 : 56-57) 

1 1 1

2 2 2

0

0

Ax B y C

Ax B y C

  
  

  

เมื่อกําหนด ,x y  เปนตัวแปร และ 
1 1 2 2
, , , ,A B C A B  และ 

2
C  เปนคาคงตัว ในระนาบ 2   

มิติเสนตรง 2  เสน มีความสัมพันธเปนไปได 3   กรณีคือ 
1. ตัดกันเพียงจุดเดียว ในกรณีน้ีมีคําตอบเดียว 
2. ขนานกัน ในกรณีน้ีไมมีคําตอบ 

  3. กราฟของสมการเปนเสนเดียวกัน ในกรณีน้ีมีเซตคําตอบเปนเซตอนันต 
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 ระบบสมเชิงเสนสองตัวแปรน้ันอาจจะมีคําตอบหรือไมมีคําตอบก็ไดและถามีคําตอบแลวอาจมี

เพียงคําตอบเดียวหรือมากกวาหน่ึงคําตอบก็ได และสําหรบัการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน

สองตัวแปรน้ันสามารถทําไดหลายวิธีซึ่งดังที่แสดงดังตัวอยางที่ผานมาแลวน้ัน เปนการหาโดยการใช

กราฟ และใชสมบัติทางพีชคณิตแตจะเห็นวาการใชกราฟในการหาเฉลยน้ันเหมาะสําหรบัระบบสมการ

เชิงเสนบางระบบทีส่ามารถเห็นจุดตัดของกราฟไดอยางชัดเจนและแมนยํา หากเปนระบบสมการเชิง

เสนที่ยุงยาก การใชการฟในการหาคําตอบก็จะทําไดยาก ดังน้ันการหาผลเฉลยของระบบสมการที่งาย

ที่สุดคือการใชสมบัติทางพีชคณิตโดยไมตองใชกราฟแตใชสมบัติตาง ๆ ทางพีชคณิตโดยในที่น้ีจะใช 2 

วิธีคือวิธีกําจัดตัวแปรและวิธีการแทนคาดังจะแสดงในตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 3.31  จงแกระบบสมการ 

  
2 9

4 3 6

x y

x y

 
 

  

วิธีทํา โดยวิธีการกําจัดตัวแปร  

   2 9x y      --- (1)   

              4 3 6x y      --- (2)  

 (1) 4           4 8 36x y      --- (3)  

 (2) (3)                5 30y     

           
30
5

6]
y  

 
 

 แทนคา 6y    ในสมการ (1)  จะได 

         

2( 6) 9

12 9

9 12

3

]
]

]

x

x

x

x

  

 

 

 

 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ ( 3, 6)    

วิธีทํา โดยวิธีการแทนคา 

   2 9x y      --- (1)   

              4 3 6x y      --- (2)  

 จากสมกา (1)  จะได 

                    9 2x y   
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 แทนคาในสมการ (2)  จะได 

  

4(9 2 ) 3 6

36 8 3 6

36 5 6

5 6 36

5 30

30
5
6

]
]
]
]

]

y y

y y

y

y

y

y

y

  

  

 

 

 

 

 

 

 

แทนคา 6y    ในสมการ (1)  จะได 

           

2( 6) 9

12 9

9 12

3

]
]

]

x

x

x

x

  

 

 

 

 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ ( 3, 6)    

 

ตัวอยาง 3.31  จงแกระบบสมการ 

  
3 2 8

2 5 1

x y

x y

 
  

  

วิธีทํา โดยวิธีการกําจัดตัวแปร  

   3 2 8x y      --- (1)   

                2 5 1x y       --- (2)  

 (1) 5         15 10 40x y      --- (3)  

 (2) 2          4 10 2x y       --- (4)  

 (3) (4)                19 38x    

           
38
19

2]
x 


 

 แทนคา 2x   ในสมการ (1)  จะได 
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3(2) 2 8

6 2 8

2 8 6

2 2

2
2
1

]
]

]
]
]

y

y

y

y

y

y

 

 

  

 




 

 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ (2, 1)   

 

วิธีทํา โดยวิธีการแทนคา 

   3 2 8x y      --- (1)   

                2 5 1x y       --- (2)  

 จากสมการ (1)  จะได 

             

3 2 8

3 8 2

8 2
3

]
]

x y

x y

y
x

 

 




 

 แทนคาในสมการ (2)  จะได 

    

8 2
2 5 1

3

16 4
5 1

3
]

y
y

y
y

 
   

 


  

 

  

16 4 15
1

3 3
16 4 15

1
3

16 4 15 3

16 19 3

19 3 16

19 19

19

19

1

]
]
]
]

]

]

]

y y

y y

y y

y

y

y

y

y


  

 
 

   

  

  

 

 

 
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แทนคา 1y    ในสมการ (1)  จะได 

           

3 2( 1) 8

3 2 8

3 8 2

3 6

6
3
2

]
]

]
]
]

x

x

x

x

x

x

  

 

 







 

ดังน้ัน  คําตอบของระบบสมการน้ีคือ (2, 1)   

 

3.4 กราฟอสมการเสนตรงสองตวัแปร 

 อสมการเชิงเสนสองตัวแปร จะสามารถเขียนในรปูแบบตอไปน้ี (กานดา ลือสุทธิวิบลูณและ 
ยุพิน จิรสุขานนท, 2544 : 172-173) 

  
ax by c

ax by c

 
 

  และ  
ax by c

ax by c

 
 

 

เมื่อ ,a b  และ c  เปนคาคงตัว ในการเขียนกราฟของอสมการเชิงเสนจะเขียนทํานองเดียวกัน

กับกราฟของสมการเชิงเสนในหัวขอที่ผานมา และพจิารณากราฟของเสนตรงใด ๆ จะแบงระนาบ

ออกเปน 3 สวน หรือ 3 บริเวณ ดังภาพประกอบสวนที่ I  และสวนที่ II  จะเรียกวา ครึ่งระนาบ อีก

สวนหน่ึงคือเสนตรงเรียกวา ขอบ (ครึง่ระนาบ 2 สวนและเสนตรงอีก 1 สวนรวมเปนสามสวน) ดัง

ภาพประกอบ 

x

y

 

 
ภาพประกอบ  3.11  แบงระนาบออกเปน 3 สวน 

     ที่มา : พลอนันตแสงประสิทธ์ิ. 2554 : 12 
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5

5

-5

-5

1232  yx

x

y

5

5

-5

-5

1232  yx x

y

ถาระนาบใดรวบเสนขอบเขาไปดวยจะเรียกวาครึ่งระนาบน้ันวาครึ่งระนาบปด และเรียกครึ่ง

ระนาบที่ไมรวมเสนขอบเขาไปดวยเรียกวาครึ่งระนาบเปดกราฟของอสมการจะเปนครึ่งระนาบปดถา

อสมการมเีครื่องหมายเทากบั และเปนครึ่งระนาบเปดถาไมมีเครื่องหมายเทากับดังภาพประกอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 3.9  ครึ่งระนาบปด 2 3 12x y    

 
 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.10  ครึ่งระนาบเปด 2 3 12x y    

 
 จากรปูจะเห็นวาอสมการเชิงเสนจะสัมพันธกับสมการที่เปนขอบของครึง่ระนาบในการเขียน
กราฟของอสมการทําดังน้ี 

ข้ันที่  1 เขียนกราฟของสมการซึ่งเปนเสนขอบกอน  ถาอสมการมเีครื่องหมายเทากับ( )   

ใหเขียนเปนเสนทบึ ถาไมมีเครื่องหมายเทากับเขียนเปนเสนประ 
   ข้ันที่  2 ใชจุดที่ไมอยูบนเสนขอบเปนจุดตรวจสอบ จุดทีง่ายทีสุ่ดคือจุดกําเนิด (0,0)   

  ถาจุดตรวจสอบสอดคลองกบัอสมการแสดงวาครึง่ระนาบทีจุ่ดตรวจสอบอยูเปน 
  ครึ่งระนาบที่ตองการ แตถาจดุตรวจสอบไมสอดคลอง กับอสมการแสดงวาครึ่ง 
  ระนาบทีอ่ยูตรงขามจุดตรวจสอบน้ันเปนครึง่ระนาบที่ตองการ 
 ข้ันที่  3 แรเงาครึ่งระนาบที่ไดจากข้ันที่ 2 
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5-5

-5

5

1025  yx

ตัวอยาง 3.32  จงเขียนกราฟของ 5 2 10 0x y     

วิธีทํา ข้ันที่  1 เขียนกราฟของเสนขอบ คือ 5 2 10 0x y    
  หาจุดตัดแกน y  ให 0x    

5(0) 2 10 0

2 10 0

2 10

5

y

y

y

y

  
 




 

   จุดตัดแกน y  มีพิกัด (0,5)    

  หาจุดตัดแกน x  ให 0y    
5 2(0) 10 0

5 10 0

5 10

2

x

x

x

x

  
 




 

   จุดตัดแกน x  มีพิกัด (2, 0)    
  เน่ืองจากอสมการที่กําหนดใหเปนเครื่องหมาย   จึงเขียนเสนเปนเสนทบึ ดังภาฟ
ประกอบ 

                            
 
 
 
 

                         

    
 
 

 ข้ันที่  2 ใชจุด (0,0)  ตรวจสอบ อสมการ 5 2 10 0x y    

  
5(0) 2(0) 10 0

0 0 10 0

10 0

  
  

 
 

                    เปนจริง 
 

ข้ันที่  3 แรเงาครึ่งระนาบทีจุ่ด (0,0)  อยูจะไดกราฟของอสมการ 5 2 10 0x y    ดัง
ภาพประกอบ 
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5-5

-5

5

1025  yx

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอยาง 3.33  จงเขียนกราฟของ 2 6y x     

วิธีทํา ข้ันที่  1 เขียนกราฟของเสนขอบ 2 6y x    
หาจุดตัดแกน y  ให 0x    

2 6

2(0) 6

6

y x

y

y

  
  


 

   จุดตัดแกน y  มีพิกัด (0,6)    

  หาจุดตัดแกน x  ให 0y    
2 6

0 2 6

2 6

3

y x

x

x

x

  
  



 

   จุดตัดแกน x  มีพิกัด (3,0)    
 

เน่ืองจากอสมการที่กําหนดเปนเครื่องหมาย   จึงเขียนเสนประดังภาพประกอบ 
 

62  xy

x

y
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 ข้ันที่  2 ใชจุด (0,0)  ตรวจสอบ อสมการ 2 6y x    

   0 2(0) 6

0 6

  


 

   เปนเท็จ 
 
ข้ันที่  3 แรเงาครึ่งระนาบทีอ่ยูตรงขามจุด(0,0)  อยูจะไดกราฟของอสมการ 2 6y x  

  ดังภาพประกอบ 
 
 

   

62  xy

y

x

 

ตัวอยาง 3.34  จงเขียนกราฟของ 2y     

วิธีทํา   เขียนกราฟของเสนขอบ 2y    เปนเสนทึบขนานแกน x     
และ กราฟ 2y    จึงเปนบรเิวณเหนือเสน  2y    ดังภาพประกอบ  

 

            

2y

2y

x

y
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ตัวอยาง 3.35  จงเขียนกราฟของ 6y    

วิธีทํา   เขียนกราฟของเสนขอบ 6y   เปนเสนปะขนานแกน x     

และ กราฟ 6y   จึงเปนบรเิวณใตเสน  6y   ดังภาพประกอบ  

              

6y

6y

x

y

 

ตัวอยาง 3.36  จงเขียนกราฟของ 3x     

วิธีทํา   เขียนกราฟของเสนขอบ 3x    เปนเสนปะขนานแกน y     
และ กราฟ 3x     ฝงขวาของของเสน 3x    ดังภาพประกอบ  

                 

3x
3x

5

-5

-5 5

x

y

 
 
สรุปทายบทที่ 3 

สําหรับเน้ือหาในบทน้ีผูเขียนไดเรยีบเรียงเน้ือหาต้ังแตการลงพิกัดใน 4 จตุภาค การหาAB  
เมื่อกําหนดจุด A  และ B  เมื่อกําหนดจุด 

1 1 1
( , )P x y  และ 

2 2 2
( , )P x y  เปนจุดสองจุดใด ๆ ที่ตางกัน 

สามารถหาระยะทางระหวางจุดทัง้สองไดเมือ่กําหนดจุดสองจุดแลวสามารถหาความชันของเสนตรง 
รวมทั้งสามารถใชทฤษฏีบทการหาความชันของเสนตรงไปประยุกตนําไปใชในเรื่องทีเ่กี่ยวของได 
ตรวจสอบเสนสองเสนเปนเสนขนานหรือเสนต้ังฉากพรอมทัง้สามารถประยุกตเสนขนานและเสนต้ัง
ฉากกับเรื่องที่เกี่ยวของได การวาดกราฟของสมการเสนตรงและอธิบายกราฟของสมาการที่อยูในรูป 

0Ax By C    โดยที่ ,A B  และ C  เปนจํานวนจรงิใด ๆ และ ,A B  ไมเทากบัศูนยทั้งคู 
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อธิบายลักษณะของระบบสมการเสนสองตัวแปรได เพื่อนําไปหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนสอง
ตัวแปรได และสามารถวาดกราฟอสมการเสนตรงสองตัวแปรไดเพื่อจะไดนําไปแกปญหาเบื้องตนได  
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 3 
 

1. จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด A  และ  B ดังตอไปน้ี 
 1.1  (3,2)A  และ (8,2)B  

 1.2  ( 2,2)A   และ (4,2)B  
 1.3  ( 3,1)A   และ ( 8,1)B   

 1.4  ( 2,1)A   และ ( 2,6)B   
 1.5  (2, 3)A   และ (2, 6)B   

 
2. จงหา AB  เมื่อกําหนดจุด A  และ  B ดังตอไปน้ี 

 1.1  (1,2)A  และ (3, 2)B   

 1.2  ( 2, 2)A    และ (3,9)B  
 1.3 ( 3,1)A   และ ( 2,5)B   

 1.4  (6,1)A  และ ( 2,6)B   
 1.5  ( 2, 3)A    และ (2, 6)B   

 
3. วงกลมวงหน่ึงมจีุดศูนยกลางอยูที่ (0, 3)  ถาวงกลมวงน้ีผานจุด (3,5)  จงหารัศมีของวงกลม 
 
4. จุด A  เปนจุดบนแกน Y  ซึ่งหางจากจุด (1,1)  กับ ( 4,6)  เปนระยะเทากนั จงหาพกิัดจุด A   
 
5. จงหาความชันของเสนตรงทีผ่านจุดที่กําหนดใหตอไปน้ี 
 5.1  (1,2)A  และ (3, 2)B   
 5.2  ( 2, 2)A    และ (3,9)B  

 5.3  ( 3,1)A   และ ( 2,5)B   
 5.4  (6,1)A  และ ( 2,6)B   

 5.5  ( 2, 3)A    และ (2, 6)B   
 
6. จงใชความรูเรือ่งความชันแสดงใหเห็นวาจุดสามจุดที่กําหนดใหตอไปน้ีเปนจุดมมุของสามเหลี่ยมมมุ

ฉากหรือไม 

 6.1  (1,3), (5, 7)A B   และ (6,5)C  

 6.2  (1, 2), (3,2)A B  และ (2,6)C  

 6.3  ( 2, 1), (3,4)A B   และ (4,1)C  
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7. จงตรวจสอบดูวา เสนตรงทีผ่านจุด A  และ B  จะต้ังฉากหรอืขนานกับเสนตรงที่ผาน 
จุด P  และ Q  หรือไมเพราะเหตุใด 

 7.1  (3, 1), ( 5,2)A B   และ (4,2), (12,1)P Q   
 7.2  (4, 8), (12,8)A B  และ ( 6,1), (3,1)P Q   

 7.3  ( 5,1), (2, 3)A B   และ (0, 2), (4,5)P Q   
 7.4  (0,3), (7, 1)A B   และ ( 5,1), (2, 3)P Q    

 

8. จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด ( 1,3)  และมีความชันเทากับ 
1
3

  

9. จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (0, 2)  และมีความชันเทากับ 5   

10. จงหาความสมการเสนตรงที่ผานจุดที่กําหนดใหตอไปน้ี 
 10.1  (1,2)A  และ (3, 2)B   

 10.2  ( 2, 2)A    และ (3,9)B  
 10.3  ( 3,1)A   และ ( 2,5)B   

 10.4  (6,1)A  และ ( 2,6)B   
 10.5  ( 2, 3)A    และ (2, 6)B   

11. จงหาระยะตัดแกน x  และระยะตัดแกน y  สมการเสนตรง 2 3 12 0x y    

12. จงหาสมการเสนตรงที่มจีุดตัดแกนคือ (3,0)  และ (0, 7)   

13. จงเขียนกราฟสมการเสนตรงที่กําหนดใหดังตอไปน้ี 

 13.1  3 4 12 0x y    

 13.2  4 12 0x y    

 13.3  2 3 18 0x y    

 13.4  5 0x y    

14 จงหาคําตอบของระบบสมการตอไปน้ี 

 14.1  9 3 12x y   และ 3 2 5x y   

 14.2  2 3 -1x y   และ 3 2 5x y   

 14.3  3 2 1x y   และ 6 4 2x y   
 14.4  12 5 34x y   และ 2 6y x   

 14.5  2 3 6 0x y    และ 3 5 8 0x y    
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15. จงเขียนกราฟของอสมการตอไปน้ี 
 15.1  2 3y x   

 15.2  3x y   
 15.3  3 12x y   

 15.4  3 4x y   
 15.5  2 5y x   
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 4 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. ความสัมพันธ 

2. ความสัมพันธผกผัน 

3. ฟงกชัน 

4. ชนิดของฟงกชัน 

5. ฟงกชันผกผัน 

6. ฟงกชันประกอบ 

7. พีชคณิตของฟงกชัน 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. เมื่อกําหนด ,a b  
แลวสามารถแยกสวนประกอบที่หน่ึงและสวนประกอบทีส่องได 

2. เมื่อกําหนดเซต A  และ B  แลวสามารถหาA B  ได 
3. สามารถหาใหความหมายและอธิบายความสัมพันธตาง ๆ ได 
4. สามารถโดเมนและเรจนของความสัมพันธได 
5. สามารถหาความสัมพันธผกผันได 
6. สามารถใหความหมายและแยกวาความสัมพันธตาง ๆ ทีก่ําหนดใหมาเปนฟงกชันหรือไม 
7. สามารถอธิบายและใหความหมายพรอมทั้งยกตัวอยางฟงกชันทั่วถึงได 
8. สามารถอธิบายและใหความหมายพรอมทั้งยกตัวอยางฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงไดได 

9. สามารถอธิบายและใหความหมายพรอมทั้งยกตัวอยางฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงทั่วถึงได 
10. สามารถหาฟงกชันผกผันได 
11. เมื่อกําหนดฟงกชันใด ๆ มาใหแลวสามารถหาฟงกชันประกอบและพีชคณิตของฟงกชันได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 ความสัมพันธ 

1.2 ความสัมพันธผกผัน 

1.3 ฟงกชัน 

1.4 ชนิดของฟงกชัน 

1.5 ฟงกชันผกผัน 

1.6 ฟงกชันประกอบ 

1.7 พีชคณิตของฟงกชัน 
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2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

2.1 ศึกษาขอมูล เกี่ยวกบัเรื่องความสัมพันธและฟงกชันเพิ่มเติม 

2.2 ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 4 
ความสัมพันธและฟงกชัน 

 
ความสัมพันธและฟงกชันนับเปนเน้ือหาที่สําคัญในการเรียนวิชาคณิตศาสตรโดยใชพื้นฐาน

จากการเรยีนเรื่อง เซต สมการ อสมการ และความสัมพันธตาง ๆ มีการนําความรูเรื่องน้ีไปใชอยาง
กวางขวาง ประยุกตใชในการทํางานหลากหลายสาขาวิชา ทั้งทางดานพาณิชยศาสตรดานวิศวกรรม
ดานคอมพิวเตอรฯลฯ นอกจากน้ียังเปนพื้นฐานการเรียนคณิตศาสตรข้ันสูงในเรื่องอื่น ๆ เชน ฟงกชัน
ตรีโกณมิติฟงกชันเอก็ซโปแนนเชียล ฟงกชันลอกาลิทมึ แคลคูลสั เปนตน จึงเปนเรื่องปกติที่ความรู
เรื่องความสัมพันธและฟงกชันจะถูกนํามาเปนเรือ่งพื้นฐานในหลายวิชา และเปนเน้ืองเรื่องในหลกัสูตร
หลากหลายสาขาวิชา เมื่อเขาใจเน้ือหาพื้นฐานในเรื่องน้ีเปนอยางดีแลว จึงนําไปประยุกตใหตรงกบัสาย
วิชาชีพ เชน การเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อหาผลลพัธที่ตองการจําเปนตองใชสมการที่อยูในรูป
ของฟงกชัน หรือวิศวกรที่ทํางานทางดานคลื่นเสียง คลื่นแมเหล็กไฟฟา พฤติกรรมของคลื่นชนิดตาง ๆ
จะศึกษากราฟของฟงกชันตรีโกณมิติเปนตน สําหรับบทน้ีจะแบงออกเปน 7 เรือ่ง คือ ความสัมพันธ
ความสัมพันธผกผัน ฟงกชัน ชนิดของฟงกชัน ฟงกชันผกผัน ฟงกชันประกอบ พีชคณิตของฟงกชัน 
ดังน้ี 

 
 กอนที่จะกลาวถึงความสัมพันธ และฟงกชันน้ัน เราจะตองศึกษาบทนิยามตาง ๆ ทีเ่กี่ยวของ

เพื่อเปนขอตกลงในการศึกษาเน้ือหาทีจ่ะกลาวถึงดังน้ี (ศุภกิจ เฉลิมวิสุตมกลุ, 2553 : 84-88) 
 

บทนิยาม 4.1 

สําหรับ a  และ b ซึ่งเปนจํานวนจริงใด ๆ คูอันดับ ,a b  เขียนแทนดวยสัญลกัษณ

 ,a b  
เรียก a  วาสวนประกอบท่ีหน่ึงและเรียก b  วาสวนประกอบท่ีสอง  

 

ตัวอยาง 4.1  คูอันดับ  2, 3  

มี  2  เปนสวนประกอบทีห่น่ึง  

และ  3  เปนสวนประกอบทีส่อง 

 

 บทนิยาม 4.2 

สําหรับจํานวนจรงิ , ,a b c  และ d  ใด ๆ เรากลาววาคูอันดับ  ,a b  และ ,c d
เทากันซึง่แทนดวย    , ,a b c d  นิยามโดย    , ,a b c d  ก็ตอเมื่อ a c  

และ b d  
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ขอสังเกต 4.1 

สําหรับ ,a b R ถาa b  แลว   , ,a b b a  

ตัวอยาง 4.2  คูอันดับ    1,3 6, 4x y    

 จะได 1 6x    และ  4 3y    

    5x   และ        7y   

 

บทนิยาม 4.3 

ถา A  และ B  เปนเซตที่ไมเปนเซตวางผลคูณคารทีเซียนของ A  และ B  

ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ A B  หมายถึงเซตที่ประกอบดวยคูอนัดับ  ,x y  โดยที่ 

x A  และ y B  น้ันคือ   , :A B x y x A   และ y B  

 

ตัวอยาง 4.3  กําหนดให  ,A a b  และ  1,2,3B    

จากบทนิยาม 1.22 จะได 
            ,1 , ,2 , , 3 , ,1 , ,2 , , 3A B a a a b b b   

            1, , 1, , 2, , 2, , 3, , 3,B A a b a b a b   

 สังเกตวา  ,1a A B   แต  ,1a B A   

ขอสังเกต 4.2 

จากตัวอยาง 4.3 จะไดวา A B B A    ในกรณีทั่ว ๆ ไปถา A B  แลว

A B B A    

4.1 ความสัมพันธ 

 ประโยค ตอไปน้ี “x y ” “ นอยเปนพีส่าวของนาง” “ 3 มากกวา 5.” เปนตัวอยางของ

ความสัมพันธซึ่งจะเห็นวาความสัมพันธน้ันเกี่ยวของกบัของสองสิ่ง (ซึ่งอาจจะเหมือนกัน เทากัน หรือ

ตางกัน) สมการหรืออสมการที่แสดงความสัมพันธระหวางจาํนวน x  และ y ใด ๆ ก็เปนตัวอยาง

ความสัมพันธเชนเดียวกัน ดังบทนิยามตอไปน้ี (สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี, 

2546 : 122-125) 

บทนิยาม 4.4 

ถา r  เปนเซตยอยของ A B  เราจะเรียก r  วาเปนความสัมพันธจาก A  ไปยัง 

B  ถา  ,x y r  เรากลาววา “x  สัมพันธ r  กับ y  ” 
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ตัวอยาง 4.4  กําหนดให  1,2,3A   และ  1,2,3,4B   

1. จงหาความสมัพันธ นอยกวา จาก A  ไปยัง B  

2. จงหาความสมัพันธ เทากับ จาก A  ไปยัง B  

ให 
1
r  เปนความสัมพันธ นอยกวา จาก A  ไปยัง B  

ดังน้ัน             1
1,2 , 1, 3 , 1, 4 , 2, 3 , 2, 4 , 3, 4r   

ให 
2
r  เปนความสัมพันธ เทากับ จาก A  ไปยัง B  

ดังน้ัน       2
1,1 , 2,2 , 3, 3r   

 

 

บทนิยาม 4.5 

ถา r  เปนความสมัพันธจาก A  ไปยังA  จะเรียก r  เปนความสัมพันธใน A  

 

 

ตัวอยาง 4.5  กําหนดให  1,2,3,4A   

และ   , : , ,r x y x y A x y    

ดังน้ัน             2,1 , 3,1 , 3,2 , 4,1 , 4,2 , 4, 3r   เปนความสัมพันธใน A 

 

บทนิยาม 4.6 

กําหนดให r  เปนความสัมพันธจาก จาก A  ไปยัง B  

โดเมนของความสัมพันธ r  หมายถึงเซตของสวนประกอบที่หน่ึงของคูอันดับ 

ที่อยูใน r  เขียนแทนดวย r
D  

น่ันคือ  :
r
D x x A   จะมี y  บางตัวใน B  ที่ทําให

   ,x y r  

เรนจ ของความสัมพันธ r  หมายถึงเซตของสวนประกอบทีส่องของคูอันดับ 

ที่อยูใน r  เขียนแทนดวย 
r
R  

น่ันคือ  :
r
R y y B   จะมี x  บางตัวใน A  ที่ทําให   ,x y r  

จะเห็นวา 
r

D A  และ 
r
R B  
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ตัวอยาง 4.6  กําหนดให N  เปนเซตของจํานวนนับ 

 และ   , : , , 3 15r x y x y N x y     

 ดังน้ัน         12,1 , 9,2 , 6, 3 , 3, 4r   

 จะได  12,9,6,3
r
D   

 และ   1,2,3,4
r
R   

 การหาโดเมนและเรนจจากตัวอยางที่กลาวมาขางตน เปนการหาโดเมนและเรนจของ

ความสัมพันธที่มจีํานวนสมาชิกจํากัดจงึทําใหสามารถหาไดงาย แตในกรณีที่เปนความสมัพันธ ซึ่งมี

จํานวนสมาชิกไมจํากัด เราจะไมสามารถใชวิธีหาโดเมนและเรนจดวยวิธีการดังที่กลาวไดสะดวก แตเรา

จะใชวิธีการดังตอไปน้ี 

 วิธีหาโดเมน เขียน y  ในเทอมของ x  แลวพิจารณาคา x  เปนจํานวนจริงอะไรไดบางจึงจะ

ทําใหคํานวณคา y  ไดเปนจํานวนจริง เซตของคาของ x  ทั้งหมดคือโดเมน  

วิธีหาเรนจ เขียน x  ในเทอมของ y  แลวพิจารณาคา y  เปนจํานวนจริงอะไรไดบางจึงจะ

ทําใหคํานวณคา x  ไดเปนจํานวนจริง เซตของคาของ y  ทั้งหมดคือเรนจ 

ตัวอยาง 4.7  จงหาโดเมนและเรนจของ   1
, : , ,

3
r x y x y R y

x

         
 

วิธีทํา พิจารณาสมการ 
1

3
y

x



 

 จะเห็นวา ถา 3x   แลวจะทําให 
1

0
y  ซึ่งเปนไปไมได  

 ดังน้ัน จํานวนจรงิ 3  จึงไมอยูในโดเมนของ r  สวนจํานวนจริงอืน่ ๆ จะอยูในโดเมนของ r  

     : , 3 ,3 3,
r
D x x R x        

 และจาก 
1

3
y

x



 

เขียน x  ในเทอมของ y  ไดดังน้ี 

   

 3 1

3 1

1 3

1 3

]
]

]

y x

yx y

xy y

y
x

y

 

 

 




 

 จะเห็นวาถา 0y   แลวจะไมสามารถหาคาของ x  ได ดังน้ัน  

     : , 0 ,0 0,
r
R y y R y        
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4.2 ความสัมพันธผกผนั 

 กําหนดให  1,2,3A 
 
และ  1,2,3,4B   และให r  เปนความสัมพันธจาก A  ไปยัง 

B  โดยกําหนดความสัมพันธ r  ดังน้ี 

     , : , ,r x y x A y B x y     

 ซึ่งจะได             1,2 , 1, 3 , 1, 4 , 2, 3 , 2, 4 , 3, 4r   

 และ
    1,2, 3

r
D 

 
และ  2,3,4

r
R   

 

 ถาเราสลับที่กันระหวางสวนประกอบทีห่น่ึงและสวนประกอบที่สองของแตละคูอันดับที่อยูใน 

r  จะไดความสัมพันธอันใหม สมมติใหเปน s  น้ันคือ 

            2,1 , 3,1 , 4,1 , 3,2 , 4,2 , 4, 3s   ซึ่งจะไดวา s  เปนความสัมพันธจาก B  ไป

ยัง A  ซึ่งสามารถเขียนความสมัพันธ s  ไดดังน้ี  

 

  , : , ,s y x x A y B x y     

หรือ   , : , ,s x y x B y A y x     

จะพบวา  2,3,4
s
D   และ   1,2,3

s
R   

เรียกความสัมพันธ s  ที่เกิดข้ึนน้ีวา ความสัมพันธผกผันของความสัมพันธ r  

 

บทนิยาม 4.7 

ผกผันของความสัมพันธ r  คือความสัมพันธซึ่งเกิดจากการสลับทีก่ันระหวาง

สวนประกอบที่หน่ึงและสวนประกอบทีส่องของแตละคูอันดับใน r  เขียนแทนดวย 

สัญลักษณ 1r   น้ันคือ     1 , : ,r y x x y r    

 

 

ตัวอยาง 4.8  กําหนด   , : ,r x y x y R 
 
และ 5 2y x  จงหา 1r   

วิธีทํา  จากบทนิยาม 1.26 จะได   1 , : ,r y x x y R   และ 5 2y x   

 หรือ     1 , : ,r x y x y R   และ 5 2x y   

       , : ,x y x y R  และ 2

5

x
y


  
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4.3 ฟงกชัน 

 โดยทั่วไปเราสนใจความสัมพันธทีม่ีลักษณะพเิศษชนิดหน่ึง ซึ่งเรียกวาฟงกชัน เราอาจทํา

ความเขาใจอยางงาย ๆ วา จํานวน y  เปนฟงกชันของจํานวน x  ถาสําหรับแตละ x  มีวิธีการ เพื่อ

หาคาของ y  ไดเพียงหน่ึงคาเทาน้ันทีส่มนัยกับคาของ x  เชนสมการ 1y x   เปนฟงกชัน 

เพราะวาแตละคาของ x  จะหา y  ไดเพียงหน่ึงคาเทาน้ัน ดังบทนิยามตอไปน้ี (ปราณี เหรียญกิติวัฒน 

และลัดดาวัลย เพ็ญสุภา, 2530 : 21-23) 

 

 บทนิยาม 4.8 

ฟงกชันคือความสัมพันธซึ่งสองคูอันดับใด ๆ ที่มสีวนประกอบที่หน่ึง 

เหมอืนกันแลวสวนประกอบที่สองตองเหมือนกันดวย น่ันคือ f  เปนฟงกชัน  

ก็ตอเมื่อ f  เปนความสัมพันธทีส่ําหรบัคูอันดับใด ๆ  1 1
,x y  และ  2 2

,x y f  

ถา 
1 2
x x  แลว 

1 2
y y  

 

ตัวอยาง 4.9  กําหนด  1,2,3A   และ  , ,B x y z  

 และ          1
1, , 2, , 2, , 3,r x y x y  

      
      

2

3

1, , 2, , 3,

1, , 2, , 3,

r z y x

r y y y




 

จะไดวา 
1
r  ไมเปนฟงกชัน สวน 

2
r  และ 

3
r  เปนฟงกชัน 

ตัวอยาง 4.10  กําหนด   , : ,f x y x y R   และ 2 1y x   

จะไดวา f  เปนฟงกชันเพราะ f  เปนความสัมพันธทีส่ําหรับแตละ  1 1
,x y , 2 2

,x y f  จะได 

ถา 
1 2
x x  แลว 

1 2
y y  

 เราสามารถพสิูจนไดดังน้ี 

ให       
1 2
x x  

จะได      2 2
1 2
x x  

ดังน้ัน

  

2 2
1 2

1 1x x     

จาก
  1 1
,x y , 2 2

,x y f  จะไดวา 

        
1 2
y y  

น่ันคือคูอันดับ  1 1
,x y  และ  2 2

,x y
 
ใดๆ ที่เปนสมาชิกของ f  ถา 

1 2
x x  แลว 

1 2
y y  
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ตัวอยาง 4.11    , : ,g x y x y R  และ 2 3y x 
  

ไมเปนฟงกชัน เพราะ
  1,2 g

 
และ  1, 2 g   เน่ืองจาก 1 1  แต 2 2   

 เน่ืองจากฟงกชันเปนความสัมพันธ ดังน้ัน โดเมนและเรนจของฟงกชันคือโดเมนและเรนจของ

ความสัมพันธน่ันเองและวิธีการหาโดเมนและเรนจของฟงกชันเชนเดียวกับการหาโดเมน และเรนจของ

ความสัมพันธถา f  เปนฟงกชันจะเขียน 
f

D  และ 
f

R  แทนโดเมนและเรนจของฟงกชัน f  

ตามลําดับ 

 

4.4 ชนิดของฟงกชัน 

 

บทนิยาม 4.9 

ถา f  เปนความสมัพันธจาก A  ไปยัง B  ที่เปนฟงกชันและ 
f

D A  

เรียก f  วาเปนฟงกชันจาก A  ไปยัง B  เขียนแทนดวย :f A B  

 

 

 ถา  ,x y f
 
เรียก y  วาภาพของ x  ภายใต f  หรือ y  เปนคาของฟงกชัน f  ที่ x

เขียนแทนดวย  y f x  ดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.1  แสดงภาพฟงกชัน  y f x  

     ที่มา : ดวงใจ ลิ้มอําไพ. 2544 : 121 
 

 จากบทนิยามเซต A  และเซต B  อาจเปนเซตเดียวกัน น่ันคือ A B  และในที่น้ีจะ

กลาวถึงเฉพาะกรณีทีเ่ซต A  และเซต B  เปนเซตยอยของ R (เซตของจํานวนจริง) 
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บทนิยาม 4.10 

ถา f เปนฟงกชันจากเซตยอยของ R  ไปยัง R  จะเรียกวา f  เปนฟงกชันคาจริง  

และถา   , : ,f x y x y R  และ  y f x  นิยมเขียนโดยยอวา  y f x  
 

 

ตัวอยาง 4.12  กําหนดให   3 4f x x   และ   5 3g x x 
 
ดังน้ัน 

 1.    1 3 1 4 1f      

 2.     3 3 3 4 5f        

 3.    3 4 3 4f t t t     

 4.     2 5 2 3 7g        

5.    3 5 3 3 18g     

6.            2 5 2 3 5 3 2 4 3 5 2 3 13g f f         

 

บทนิยาม 4.11 

ให :f A B  และถา 
f

R B  จะเรียก f  เปนฟงกชันจาก A  ไปท่ัวถึง B

เขียนแทนดวย : ontof A B  

 

 

บทนิยาม 4.12 

ให :f A B  จะเรียก f  เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงก็ตอเมื่อถา    1 2
f x f x  

แลว 
1 2
x x  เขียนแทนดวย 1 1:f A B  

 

 

บทนิยาม 4.13 

f  เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงจาก A  ไปทั่วถึง B  จะเรียก f  วาเปนฟงกชัน 

สมนัยหน่ึงตอหน่ึง และเรียกเซต A  กับเซต B  วามีการสมนัยหน่ึงตอหน่ึง 

เขียนแทนดวย 1 1:
onto

f A B  
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4.5 ฟงกชันผกผนั  

 ในหัวขอที่ผานมาน้ัน เมื่อใหความสัมพันธใด ๆ มา เราจะสามารถหาความสมัพันธผกผันของ

ความสัมพันธน้ันไดเสมอ และเน่ืองจากวาถา f  เปนฟงกชันแลว f  จะตองเปนความสัมพันธดวย 

ดังน้ัน จึงสามารถหาความสัมพันธผกผันของ f  ไดเสมอเชนกนั ซึ่งความสัมพันธผกผันของฟงกชัน f

อาจจะเปนหรอืไมเปนฟงกชันก็ได (รณชัย มาเจริญทรัพย, 2547 : 45-46) 

 

ตัวอยาง 4.13  กําหนด          1,2 , 2, 4 , 3,6 , 4,8f   

 ดังน้ัน         1 2,1 , 4,2 , 6,3 , 8, 4f     

 

ตัวอยาง 4.14  กําหนด   , : ,f x y x y R  และ 2y x   จงหา 1r   

วิธีทํา  จากบทนิยามจะได   1 , : ,f y x x y R   และ 2y x   

     1 , : ,y xf x y R   และ 2x y   

 1 , : ,y xf x y R   และ 2y x   

 

ขอสังเกต 4.3 

 จะพบวาถา f  เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึง 1f   จะเปนฟงกชันและถา f  เปนฟงกชัน 

หน่ึงตอหน่ึงและทั่วถึงแลว 1f   จะเปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงและทั่วถึงดวย กลาวคือ ถา f  เปน 

ฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงจาก A  ไปทั่วถึง B  แลว 1f   เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงจาก B  ไปทั่วถึง A  

น่ันคือ 1 1:
onto

f A B  แลวจะได 1 11 :
onto

f A B   

 

 บทนิยาม 4.14 

ให f  เปนฟงกชัน ฟงกชันผกผันของ f  คือความสัมพันธผกผันของ f  

ที่เปนฟงกชัน  

 

 

ตัวอยาง 4.15  กําหนด   , : ,f x y x y R  และ 2 6y x   

วิธีทํา  จากที่กําหนดให   2 6y f x x    

 จะเห็นวา f  เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงและทั่วถึง 

 ดังน้ัน จึงสามารถหาฟงกชันผกผันของ f  ได 
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ดังน้ัน  1 , : ,f y x x y R    และ 2 6y x   

   1 , : ,x yr x y R    และ 2 6x y   

        , : ,x y x y R   และ 6
2

x
y

  
 

 

4.6 ฟงกชันประกอบ 

 พิจารณาฟงกชัน    1002 3 1f x x x    จะเห็นวาในการดําเนินการหรือคํานวณ

เกี่ยวกับฟงกชันน้ีโดยตรงอาจจะไมสะดวกแตถาเราให   2 3 1F x x x    และ   100G x x  

ดังน้ันจะได      
100

2 3 1 ( )f x x x G F x   
 
ซึ่งเราเรียกวา  ( )G F x

 
“เปนฟงกชัน

ประกอบระหวางฟงกชัน G กับฟงกชัน F ” ซึ่งทําใหการคํานวณหรือการดําเนินการในบางครัง้กระทํา

ไดสะดวกและรวดเร็วย่ิงข้ึน กระบวนการอาจเขียนเปนแผนผังไดดังภาพ (ปยรัตน จาตุรันตบุตร, 2547 

: 116-118) 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.2  แสดงแผนผังการประกอบของฟงกชัน 

     ที่มา : ดวงใจ ลิ้มอําไพ. 2544 : 125 
 

 

บทนิยาม 4.15 

ให :f A B  และ :g B C  แลว ฟงกชันประกอบของ f  และ g  

เขียนแทนดวย g f  (อานวา g โอ f  ) คือฟงกชันจาก A  ไป C  น้ันคือ 

 :g f A C  โดยที่    ( )g f x g f x  สําหรับทกุ x A  
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ภาพประกอบ 4.3  แสดงฟงกชันประกอบ g f  

     ที่มา : ปยรัตน จาตุรันตบุตร. 2547 : 162 
 

จากภาพประกอบ 4.3 ถาให x A ,y B  และ z C  แลว f  เปนฟงกชันจาก A  ไป

ยัง B โดยที่  ,x y f  หรือ  y f x  และ g  เปนฟงกชันจาก B  ไปยัง C  โดยที่  ,y z g  

หรือ    ( )z g y g f x 
 
ดังน้ัน g f  เปนฟงกชันจาก A  ไปยัง C  โดยที่  ,x z g f   

หรือ  z g f x   ซึ่งจะเห็นวา    ( )g f x g f x z   กลาวคือคาของ g f  ที่ x เทากับ

คาของฟงกชัน g  ที่  f x  ซึ่งมีคาเทากบั z  น่ันเอง 

 

ตัวอยาง 4.16  กําหนด :f R R  และ :g R R  เปนฟงกชันที่นิยามดังน้ี   2 3f x x   

และ   2 1g x x   สําหรับ x R  จะสามารถหา g f  และ f g  ไดหรือไม 

วิธีทํา     ( )g f x g f x  

 

   
 

2

2

2

3

2 3 1

2 5

]
]

g g xf

x

x

x  

  

 



 

น้ันคือ   , : ,g f x y x y R  และ 22 5y x   

    
 

 
 

2

2

2

2 1

2 1 3

4 4 1 3

4 4 4

]
]
]

]

f g x f g x

f x

x

x x

x x



 

  

   

  



 

น้ันคือ   , : ,f g x y x y R   และ 24 4 4y x x    

  

  

 

  



150 

4.7 พีชคณิตของฟงกชัน 

พีชคณิตของฟงกชัน จะเปนการกลาวถึงการสรางฟงกชันข้ึนใหมจากฟงกชันคาจริงที่ใหมา

ต้ังแตสองฟงกชันข้ึนไปโดยการนําฟงกชันเหลาน้ันมาดํานินการ บวก ลบ คูณ หรอืหารกัน ดังบทนิยาม

ตอไปน้ี (จินดา อยูเปนสุข, 2551 : 343). 

 

บทนิยาม 4.16 

 f  และ g  เปนฟงกชันซึง่มีโดนเมนและเรนทเปนสับเซตของจํานวนจริง ผลบวก  

ผลตาง ผลคูณ และ ผลหารของฟงกชัน นิยามโดย 

  1. ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x     เมื่อ 
f g

x D D    

2. ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x     เมื่อ 
f g

x D D   

3. ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x     เมื่อ 
f g

x D D   

4. ( )
( )

( )
f f x
x

g g x

 
 

 
   เมื่อ 

f g
x D D   และ ( ) 0g x    

 

 

ขอสังเกต 4.4 

1. 
f g f g f g f g

D D D D D        

2.  ( ) 0
f f g
g

D D D x g x     

 

ตัวอยาง 4.17  ให   ( ,0),( ,2),( ,4),( ,6),( ,8)f a b c d e   

      ( ,1),( , 4),( ,9),( ,16)g a b c f  

จงหา  1. f g   2. ( )( )f g b   3. f g   4. ( )( )g f a  

5. f g   6. ( )( )f g c   7. 
g
f

   8. ( )
f
c

g
 

 

วิธีทํา   จาก   ( ,0),( ,2),( ,4),( ,6),( ,8)f a b c d e  และ  

 ( ,1),( , 4),( ,9),( ,16)g a b c f  

 จะได   , , , ,
f

D a b c d e   

 และ  , , ,
f

D a b c f  



151 

 ดังน้ัน  , ,
f g

D D a b c   

 เน่ืองจาก   , ,
f g f g f g f g

D D D D D a b c        

  1.    ( ,0 1),( ,2 4),( , 4 9) ( ,1),( ,6),( ,13)f g a b c a b c       

  2. ( )( ) ( ) ( ) 2 4 6f g b f b g b       

  3.    ( , 0 1),( ,2 4),( , 4 9) ( , 1),( , 2),( , 5)f g a b c a b c          

  4. ( )( ) ( ) ( ) 1 0 1g f a g a f a       

  5.    ( ,0 1),( ,2 4),( , 4 9) ( ,0),( ,8),( ,36)f g a b c a b c       

  6. ( )( ) ( ) ( ) 9 4 36f g c f c g c       

 เน่ืองจาก  , ,
f g

D D a b c   และ ( ) 0f a    

 ดังน้ัน      , , ,
g
f

D a b c a b c    

  7. 
4 9
, , ,
2 4

g
b c

f

          
     

 

  8. ( ) 4
( )

( ) 9
f f c
c

g g c
   

 

สรุปทายบทที่ 4 

 สําหรับเน้ือหาที่กลาวมาทั้งหมดในบทน้ีแบงเปนสองสวนใหญๆ คือความสัมพันธซึง่ศึกษาทั้ง
คุณสมบัติทฤษฎีมีความกวางของเน้ือหามาก และอีกสวนคือ ฟงกชันที่สรางมาจากความสมัพันธศึกษา
ทั้งโดเมน เรนจการดําเนินการของฟงกชัน รวมถึงฟงกชันทีถู่กนิยมนํามาใชบอยๆ เชน ฟงกชันเชิงเสน 
ฟงกชันกําลงัสอง ฟงกชันตรีโกณมิติเปนตน ซึ่งถูกนําไปใชประโยชนอยางกวางขวางและหลากหลาย
สาขา ประยุกตใชในการทํางานทัง้ทางดานพาณิชยศาสตรดานวิศวกรรม ดานคอมพิวเตอรฯลฯ 
นอกจากน้ียังเปนพื้นฐานในการเรียนคณิตศาสตรในเรื่องอื่น ๆ เชน ฟงกชันตรโีกณมิติฟงกชันเอ็กซ
โปแนนเชียล ฟงกชันลอกาลิทมึ แคลคูลสั เปนตน รวมถึงขยายพื้นฐานการเรียนรูคณิตศาสตรข้ันสงู 
ทั้งพีชคณิตนามธรรม พีชคณิตเชิงเสน แคลคูลัสข้ันสงู การวิเคราะหเชิงคณิตศาสตรทฤษฎีกราฟ 
ทฤษฎีรหัส เปนตน จึงถือวาเปนอีกหน่ึงเรือ่งพื้นฐานที่อีกหลายสาขาวิชาตองเรียนรูและทําความเขาใจ 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 4 
 

1. กําหนดให  1,2A  และ  1,2,3B   จงหา A B  และ B A  

2. กําหนดให  1,2,3A และ  1,2,3,4B  จงหาความสัมพันธ มากกวา จาก A       

ไปยัง B  

3. กําหนดให N  เปนเซตของจํานวนนับและ   , : , , 3 18r x y x y N x y   
      

จงหา r
D และ r

R  

4. จงบอกวาความสัมพันธตอไปน้ีเปนฟงกชันหรือไม พรอมทั้งบอกโดเมน และ เรนจ 

  4.1          12,1 , 9,2 , 6, 3 , 3, 4f   

  4.2          1,1 , 1,2 , 6, 3 , 3, 4g   

  4.3    , : , , 3 1h x y x y R y x     

  4.4    2 2, : , , 1i x y x y R x y     

5. กําหนด   , : , , 9 2r x y x y R y x     จงหา 1r   

6. กําหนด   2, : , , 2s x y x y R x y     จงหา 1s  

7. กําหนด   2 1f x x  ,   2 3g x x  , และ   5h x x   จงหา 

  7.1   f g x     7.2   h g x  

  7.3   g h x     7.4   h f x  

  7.5   1f g x    7.6   1g h x  

8. ให   ( ,1),( ,2),( ,3),( ,6),( ,8)f a b c d e  

 ( ,0),( ,1),( , 2),( ,5)g a b c f   

จงหา   

8.1  f g      8.2  ( )( )f g b    

8.3  f g      8.4 ( )( )g f a  

8.5 f g      8.6  ( )( )f g c    

8.7  
g
f

     8.8  ( )
f
c

g
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 5 

 
เน้ือหาประจําบท 

1. ฟงกชันช้ีกําลัง 

2. กราฟของฟงกชันช้ีกําลงั 

3. สมการฟงกชันช้ีกําลัง 

4. ฟงกชันลอการิทมึ 

5. กราฟของฟงกชันลอการทิึม 

6. ลอการิทึมสามญั และลอการทิึมธรรมชาติ 

7. สมการลอการทิึม 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. ใหความหมาและอธิบายฟงกชันช้ีกําลังได 

2. เขียนกราฟของฟงกชันช้ีกําลังได 

3. แกสมการฟงกชันช้ีกําลังในรูปแบบตาง ๆ ได 

4. อธิบายและใหความหมายฟงกชันลอการิทมึได 

5. เขียนกราฟของฟงกชันลอการิทึม 

6. อธิบายและเขียนลอการิทึมสามญั และลอการิทึมธรรมชาติ ได 

7. เขาใจทฤษฎีบทตาง ๆ ของลอการิทมึ 

8. นําทฤษฎีบทตาง ๆ ไปแกสมการลอการิทมึได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปน้ีพรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 ฟงกชันช้ีกําลัง 

1.2 กราฟของฟงกชันช้ีกําลงั 

1.3 สมการฟงกชันช้ีกําลัง 

1.4 ฟงกชันลอการิทมึ 

1.5 กราฟของฟงกชันลอการทิึม 

1.6 ลอการิทึมสามญั และลอการทิึมธรรมชาติ 

1.7 สมการลอการทิึม 
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2. ใหนักศึกษาทํากจิกรรมตอไปน้ี 

2.1 ศึกษาขอมูล เกี่ยวกบัเรื่องความสัมพันธและฟงกชันเพิ่มเติม 

2.2 ทําแบบฝกหัดที่กําหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตําราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความต้ังใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมสีวนรวมในกจิกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 5 
ฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขช้ีกําลัง 

 

การยกกําลัง คือ การดําเนินการทางคณิตศาสตรอยางหน่ึงเขียนอยูในรูป ซึ่งประกอบดวยสอง

จํานวนคือฐาน และเลขช้ีกําลัง โดย พื้นฐานแลวการยกกําลงัจะมีความหมายเหมอืนกับการคูณ ซ้ําๆ 

กันซึ่งเราไดศึกษาในบทที่ผานมาแลวซึ่งเราไดศึกษาต้ังแตเลขช้ีกําลังเปนจํานวนเต็มและเลขช้ีกําลังไม

เปนจํานวนเต็ม และฟงกชันที่ไดศึกษามาน้ันเปนฟงกช้ันพีชคณิตแตในหัวขอที่เราจะศึกษาตอไปน้ีซึ่งไม

เปนฟงกชันพีชคณิต และฟงกชันทีเ่ราจะศึกษาตอไปน้ีตองอาศัยความรูเรื่องเลขยกกําลังเปน

องคประกอบ ในการศึกษา เราเรียกฟงกชันดังกลาววา ฟงกชันช้ีกําลังหรือฟงกชันเอกซโพเนนเชียล 

น่ันคือ ฟงกชันที่เลขช้ีกําลังถูกใชเพื่อจําลอความสมัพันธ เมือ่การเปลี่ยนแปลงคงตัวในตัวแปรอสิระ ทํา

ใหเกิดการเปลี่ยนแปลงตามสัดสวนเดียวกันในตัวแปรตามฟงกชันน้ีมักเขียนเปน exp( )x  โดยเฉพาะ

อยางย่ิงเมื่อตัวแปรอิสระเขียนเปนเลขช้ีกําลัง ไมไดเชนเดียวกัน เชนกําหนดให a  เปนจํานวนจริงที่ 

0a   และ 1a   ฟงกชัน xy a  เรียกวาฟงกชันเลขช้ีกําลังซึ่ง สวนอินเวอรสฟงกชันเลขช้ีกําลัง 

ซึ่งเขียนไดในรปู yx a  เรียกวาฟงกชันลอการิทึม ดังน้ันจะมสีมการเปน yx a  แตเน่ืองจาก
yx a  เราไมสามารถใชความรูทางพีชคณิต มาทําใหสมการการดังกลาวอยูในรปูฟงกชันชัดแจงได

ดังน้ันจึงกําหนดสัญลักษณใหมข้ึนมาแทน yx a  ซึ่งใชสัญลักษณ log
a

y x  และสําหรับในบทน้ี

แบงเน้ือหาออกเปน 7 เรื่อง ไดแก ฟงกชันช้ีกําลงั กราฟของฟงกชันช้ีกําลัง สมการฟงกชันช้ีกําลัง

ฟงกชันลอการิทมึ กราฟของฟงกชันลอการิทมึ ลอการิทึมสามัญ และลอการิทึมธรรมชาติ และสมการ

ลอการิทึม 

 

5.1 ฟงกชันช้ีกําลัง 

 จากฟงกชันที่เคยศึกษามา แลวในบทที่ผานมาเชน ฟงกชัน 2y x  ฟงกชัน 
3 5
3 2
x x

y
x





 

ซึ่งเราเรียกฟงกชันตาง ๆ เหลาน้ีวา ฟงกชันพีชคณิตแตในหัวขอที่เราจะศึกษาตอไปน้ีซึง่ไมเปนฟงกชัน

พีชคณิต และฟงกชันที่เราจะศึกษาตอไปน้ีตองอาศัยความรูเรื่องเลขยกกําลงัเปนองคประกอบใน

การศึกษา เราเรียกฟงกชันดังกลาววา ฟงกชันชี้กําลัง ซึ่งกลาวไดดังบทนิยามตอไปน้ี (สมัย เหลาวา

นิชย และพัวพรรณ เหลาวานิชย, 2521 : 54) 
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 บทนิยาม 5.1 

  ให f  เปนฟงกชันจากเซตของจํานวนจรงิไปยังเซตของจํานวนจริง 

 ฟงกชันช้ีกําลังคือ ฟงกชัน 

  ( , ) xf x y y a   เมื่อ 0a   และ 1a    

 

ตัวอยาง 5.1  ตอไปน้ีเปนฟงกชันช้ีกําลงั 

 1.  ( , ) 2xf x y R R y     

 2. 1
( , )

5

x

g x y R R y
        

   
 

 3.  ( , ) 7
x

f x y R R y
 

    
 

 

 

 5.1.1 กราฟของฟงกชันชี้กําลัง 

  จากบทนิยามของฟงกชันช้ีกําลงั xy a  โดยที่ 0a   และ 1a   น่ันคือฟงกชัน

ช้ีกําลังน้ันตองมีฐานเปนจํานวนจริงบวกที่ไมเทากบั 1  ทั้งน้ีเพราะวาถาฐานเทากบั 1  แลวฟงกชัน 
xy a  คือ 1 1xy    ซึ่งฟงกชันดังกลาวมกีราฟเปนเสนตรงขนานกบัแกน x  ซึ่งเราไดศึกษา

มาแลวในหัวขอที่ผานมา พิจารณากราฟมาตรฐานของฟงกชันเอกซโปเนนเชียลตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 5.2  จงเขียนกราฟของฟงกชัน 1
2

x

y
 

  
 

  

วิธีทํา หาคา x  และ y  ที่สอดคลองกับสมการ จะไดตามตารางตอไปน้ี 
 

x  3  2  1  1  2  3  

y  8  4  2  
1
2

 1
4

 1
8

 

 

 จากเรื่องกราฟของฟงกชัน คา x  และ y  แตละคูก็คือจดุบนกราฟ 1
2

x

y
 

  
 

น่ันเอง  

 ดังน้ันกราฟของ 1
2

x

y
 

  
 

 เปนลกัษณะดังน้ี 
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ตัวอยาง 5.3  จงเขียนกราฟของฟงกชัน 2xy    

วิธีทํา หาคา x  และ y  ที่สอดคลองกับสมการ จะไดตามตารางตอไปน้ี 
 

x  3  2  1  1  2  3  

y  1
8

 1
4

 1
2

 2  4  8  

 

 จากเรื่องกราฟของฟงกชัน คา x  และ y  แตละคูก็คือจดุบนกราฟ 2xy  น่ันเอง  

 ดังน้ันกราฟของ 2xy   เปนลกัษณะดังน้ี 
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 จากกราฟในตัวอยาง 5.2 และ 5.3 น้ันเราสามารถจําแนกลกัษณะของฟงกชันช้ีกําลัง xy a  

อยางคราว ๆ ได 2 แบบโดยการสงัเกตจากคา a  คือ ถา 0 1a   ฟงกชัน xy a  เปนฟงกชันลด

และ ถา 1a   ฟงกชัน xy a  เปนฟงกชันเพิม่ (สมัย เหลาวานิชย และพัวพรรณ เหลาวานิชย, 

2521 : 59) 

  

 5.1.2 สมการฟงกชันชี้กําลัง 

   ช้ีกําลังเรียกวาสมการช้ีกําลังซึ่งเราสามารถใช ทฤษฏีบทตาง ๆ ดังตอไปน้ีในการหา

เซตคําตอบสมการทีม่ีตัวแปรเปนเลข(สุเทพ ทองอยู และสเุทพ จันทรสมศักด์ิ, 2535 : 407) 

 

 ทฤษฎีบท 5.1 

 ถา a  เปนจํานวนจรงิบวกและ x  เปนจํานวนจริงใด ๆ แลว 

  1. xa  เปนจํานวนจรงิบวกเพียงจํานวนเดียว 

  2. สําหรบัจํานวนจริง ,x y  และ 1a   ใด ๆ  x ya a  ก็ตอเมื่อ x y   

  3. สําหรบัจํานวนจริง ,x y  ใด ๆ ซึ่ง x y  จะไดวา 

   - ถา 1a   แลว x ya a   

   - ถา 1a   แลว x ya a  

   - ถา 0 1a   แลว x ya a  

 

 

ตัวอยาง 5.4  จงหาตอบของสมการ 35 125x    

วิธีทํา เน่ืองจาก  35 125x   

      3 35 5x   
 จะไดวา     3 3x    

        
3
3
1

x 


 

ดังน้ัน  1x    

ตัวอยาง 5.5  จงหาตอบของสมการ 3 23(2 ) 48x     

วิธีทํา เน่ืองจาก  3 23(2 ) 48x    

          

3 2

3 2

3 2 4

48
2

3
2 16

2 2

x

x

x












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 จะไดวา     3 2 4x     

           

3 4 2

3 6

6
3
2

x

x

x

x

 






 

ดังน้ัน  2x    

ตัวอยาง 5.6  จงหาตอบของสมการ 1 1 22 4 8x x x     

วิธีทํา เน่ืองจาก  1 1 22 4 8x x x    

      

2 1 3 1 2

2( 1) 3(1 2 )

2 2 3 6

(2 2) (3 6 )

(1 4 )

2 (2 ) (2 )

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

x x x

x x x

x x x

x x x

x x

 

 

 

  



 

 

 





 

 จะไดวา        1 4x x    

  
4 1

5 1

1
5

x x

x

x

 




 

ดังน้ัน  
1
5

x    

 

ตัวอยาง 5.7  จงหาตอบของสมการ 23 3 72x x    

วิธีทํา เน่ืองจาก         23 3 72x x   

      23 3 72 0x x    

 ให 3xa   จะได 

    
2 72 0

( 9)( 8) 0

a a

a a

  
  

 

 ได 9a    หรือ 8a     

 เน่ืองจาก 3xa   จะได 

  3 9x   หรือ 3 8x    แตเน่ืองจาก 3 0x   ทําให 3 8x    เปนไปไมได 

 พิจารณา  3 9x   

   33 3x   
 ดังน้ัน  3x    
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ตัวอยาง 5.8  จงหาตอบของสมการ 2 22 2 9 2x x      

วิธีทํา เน่ืองจาก     2 22 2 9 2x x     

    
2 2

2

2 2 2 9 2

4 2 9 2 2 0

x x

x x

   

    
 

 ให 2xa   จะได 

         
24 9 2 0

( 2)(4 1) 0

a a

a a

  
  

 

 ได 2a    หรือ 1
4

a    

 เน่ืองจาก 2xa   จะได 

  2 2x    หรือ   1
2

4
x    

  12 2x   หรือ   1 22 4 2x     

   1x     หรือ   2x    

      

 ดังน้ัน   1x   หรือ 2x    

 

5.2 ฟงกชันลอการิทึม 

กําหนดให a  เปนจํานวนจรงิที่ 0a   และ 1a   ฟงกชัน  ( , ) : xf x y y a   

เรียกวาฟงกชันเลขช้ีกําลังซึ่งเราไดศึกษามาแลวในหัวขอทีผ่านมา สวนอินเวอรสฟงกชันเลขช้ีกําลังคือ

 1 ( , ) : yf x y x a    เรียกวาฟงกชันลอการิทึม ดังน้ันจะมสีมการเปน yx a  แตเน่ืองจาก

yx a  เราไมสามารถใชความรูทางพีชคณิต มาทําใหสมการการดังกลาวอยูในรปูฟงกชันชัดแจงได

ดังน้ันจึงกําหนดสัญลักษณใหมข้ึนมาแทน yx a  ซึ่งใชสัญลักษณ log
a

y x  (อานวา y  เทากับ 

ลอก x  ฐาน a  ดังน้ัน 1f   จึงเขียนไดอีกรปูแบบหน่ึงดังบทนิยามตอไปน้ี(สเุทพ ทองอยู และสุเทพ 

จันทรสมศักด์ิ, 2535 : 413) 

 

 บทนิยาม  5.2. 

  
ให f  เปนฟงกชันจากเซตของจํานวนจรงิไปยังเซตของจํานวนจริง 

 ฟงกชันลอการิทมึคือ ฟงกชัน 

  ( , ) log
a

f x y y x   เมื่อ 0a   และ 1a    
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5.2.1 กราฟของฟงกชันลอการิทึม 

จากบทนิยามของฟงกชันลอการทิึม log
a
x  โดยที่ 0a   และ 1a   น่ันคือ

ฟงกชันช้ีลอการิทึมก็ตอตองมีฐานเปนจํานวนจริงบวกที่ไมเทากับ 1  เหมือนกันกบัฟงกชันช้ีกําลัง ใน

การหากราฟของฟงกชันลอการิทึมน้ันวิธีการงายทีสุ่ดคือการใชความรูเกี่ยวกบัการหากราฟของฟงกชัน

อินเวอรน่ันเอง ตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 5.9  จงเขียนกราฟของฟงกชัน 
1
2

logy x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 
1
2

logy x  เปนฟงกชันอินเวอรสของ 1
2

x

y
 

  
 

 จากตัวอยาง 5.2  

 เราหาคา x  และ y  ที่สอดคลองกับสมการ จะไดตามตารางตอไปน้ี 
 

x  3  2  1  1  2  3  

1
2

x

y
 

  
 

 8  4  2  
1
2

 1
4

 1
8

 

 จึงไดวา  

x  8  4  2  
1
2

 1
4

 1
8

 

1
2

logy x  
3  2  1  1  2  3  

 ดังน้ันกราฟของ 1
2

x

y
 

  
 

 และ 
1
2

logy x  เปนลกัษณะดังน้ี 
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ตัวอยาง 5.10  จงเขียนกราฟของฟงกชัน 

2
logy x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 
2

logy x  เปนฟงกชันอินเวอรสของ 2xy   จากตัวอยาง 5.3 เราหาคา x  

และ y  ที่สอดคลองกบัสมการ จะไดตามตารางตอไปน้ี 
 

x  3  2  1  1  2  3  

2xy   1
8

 1
4

 1
2

 2  4  8  

 จึงไดวา  

x  
1
8

 1
4

 1
2

 2  4  8  

2
logy x  3  2  1  1  2  3  

 

 ดังน้ันกราฟของ 2xy   และ 
2

logy x  เปนลกัษณะดังน้ี 
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 จากกราฟในตัวอยาง 5.10 และ 5.11 น้ันจะเห็นวากราฟผานจุด (1, 0)  เสมอ โดยที่ 

f
D R  และ 

f
R R  และเราสามารถจําแนกลกัษณะของฟงกชัน log

a
x  อยางคราว ๆ ได 2 

แบบโดยการสงัเกตจากคา a  คือ ถา 0 1a   ฟงกชัน log
a
x  เปนฟงกชันลดและ ถา 1a   

ฟงกชัน xy a  เปนฟงกชันเพิ่ม (สมัย เหลาวานิชย และพัวพรรณ เหลาวานิชย, 2521 : 76) 

 

 5.2.2 ลอการิทึมสามัญ และลอการิทึมธรรมชาติ 

  ในการเขียนลอการทิึมโดยทั่วไป เราตองเขียนฐานของสมการลอการิทมึกํากบัอยูดวย

เสมอ เชน 
2 8 9

log 5, log 10, log 9  เปนตน แตมลีอการิทึมอยู 2 ชนิดที่เราไมนิยมเขียนฐานของ

ลอการิทึม เพราะวาลอการทิึมดังกลาวน้ีเปนลอการทิึมทีเ่รานิยมใชกันมาก จึงไมเขียนฐานใหเกะกะ 

แตเปนทีรู่จักวาลอการิทึมดังกลาวน้ันมฐีานเทาใด ซึ่งลอการทิึมทั้งสองชนิดไดแก  

  1. ลอการิทึมสามัญ ลอการิทมึสามัญก็คือลอการิทมึที่มีฐานเทากับ 10  ซึ่ง

ลอการิทึมสามญัดังกลาวน้ันเราจะไมเขียนฐาน กลาวคือ 

   
10

log x  จะเขียนแทนดวย logx   

 เชน 

   
10

log 7  จะเขียนแทนดวย log 7  

   
10

log 2  จะเขียนแทนดวย log 2  

   
10

log 1000  จะเขียนแทนดวย log1000  

 

 สิ่งที่นาสนใจสําหรับลอการิทมึสามัญก็คือ การหาคาลอการทิึมของจํานวนจรงิบวกซึ่งอยูในรูป 

10n  เมื่อ n  เปนจํานวนเต็ม ซึ่งสามารถสังเกตไดอยางงาย ๆ ดังน้ี 
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0

1

2

3

4

1

2

3

log1 log10 0 log10 0

log10 log10 1log10 1

log100 log10 2 log10 2

log1000 log10 3 log10 3

log10000 log10 4 log10 4

log 0.1 log10 1log10 1

log 0.01 log10 2 log10 2

log 0.001 log10 3 log10 3







  

  

  

  

  

    

    

    

  

  

 จากตัวอยางจะพบวาลอการทิึมสามัญของจํานวนจริงบวกทีอ่ยูในรูป 10n  จะมีคาเทากบั n  

เสมอ กลาวคือ 

  log10 log10n n n   เมื่อ n  เปนจํานวนเต็ม 

   

 

  2. ลอการิทึมธรรมชาติ ลอการิทมึธรรมชาติเปนลอการิทึมที่มีประโยชนอยางมากใน

การศึกษาคณิตศาสตรช้ันสงู ลักษณะของลอการิทมึธรรมชาติก็คือ ฐานของลอการิทมึจะมีคาเทากบั e  

โดยที่ e  เปนสญัลกัษณแทนจํานวนอตกรรกยะ ซึง่จะกลาวในบทนิยามตอไปและเน่ือกจากลอกาลทิึม

ธรรมชาติเปนลอกกาลทิึมอกีชนิดหน่ึงที่ใชกันมากในคณิตศาสตรช้ันสงูเราจงึไมนิยมเขียนฐานของ

ลอการิทึมดังกลาว กลาวคือ 

  log
e
x  จะเขียนแทนดวย ln x  

 เชน  

  log 5
e

  จะเขียนแทนดวย ln 5   

   log 2
e

 จะเขียนแทนดวย ln2  

 

สําหรับ e  เปนคาคงตัวที่เปนจํานวนอตรรกยะมีคาประมาณ 2.71828  โดยที่ e  มีนิยาม

ดังตอไปน้ี (สกุัญญา สนิทวงศ ณ อยุธยา และคณะ, 2556 : 61) 

 

 บทนิยาม  2.7. 

 

1
lim 1

n

n
e

n

      
 หรือ  

1

0

1
lim 1 ,s
x

e s s
n

    
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ขอสังเกต 5.1 

 ln log 1
e

e e    

 

 5.2.3 สมการลอการิทึม 

 สมการลอการทิึม ก็คือสมการที่มลีอการิทึมของตัวแปรรวมอยูดวย ดังน้ันการแก

สมการลอการทิึมก็คือการหาเซตคําตอบของตัวแปรที่สอดคลองกบัสมการน้ันเอง สําหรับการหาผล

เฉลยของสมการนอกจากอาศัยรูปแบบของลอการิทมึ log
a
x c  เมื่อ c  เปนคาคงตัว เราสรุปไดวา

cx a  น้ันเอง และนอกจากรูปแบบพื้นฐานที่จะชวยในการหาผลเฉลยของสมการลอการิทมึแลวเรา

ยังตองทฤษฏีบทตาง ๆ ดังที่จะกลาวตอไปน้ี(คณาจารย Think Beyond Genius, 2558 : 159)  

 

 

 

 

 ทฤษฎีบท 5.2 

  ให , ,M N a  และ b  เปนจํานวนจริงบวก โดยที่ 1, 1a b    

 และ n  เปจํานวนจริงใด ๆ 

1.  log log log
a a a
MN M N   

2.  log log log
a a a

M
M N

N
   

3.  log logn
a a
M n M  

4.  log 1
a
a   

5.  log 1 0
a

  

6.  loga Ma M  

7.  1
log logn aa

M M
n

  เมื่อ 0n   

8.  
log

log
log

b
a

b

M
M

a
  

9.  1
log

loga
b

b
a

  

10.  log log 1
ab ab
a b   
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 ดังน้ันเมื่อเราทราบทฤษฎีบททีจ่ะนําไปชวยในการหาผลเฉลยของสมการลอการิทึมดังตัวอยาง

ตอไปน้ี 

ตัวอยาง 5.11  จงหาคําตอบของสมการ 
2

log ( 1) 3x    

วิธีทํา จากสมการ  
2

log ( 1) 3x    

 จะได           31 2x    

             
1 8

9

]
]

x

x

 


 

ตรวจสอบ  

 แทน 9x   ใน 
2

log ( 1) 3x    

 จะได
2

log 8 3  เปนไปได 

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 9x    

ตัวอยาง 5.12  จงหาคําตอบของสมการ 2log( 1) 1x    

วิธีทํา จากสมการ  2log( 1) 1x    

 จะได       2 1( 1) 10x    

             
2

2

2 1 10

2 9 0

]
]

x x

x x

  

  
 

    

2 4 4(1)( 9)

2
2 40
2

2 40
2

2 2 10
2

1 1 10

1 10

x
  












 

 

  

ตรวจสอบ  

 จาก 2log( 1) 1x    และ 2( 1) 0x    เสมอ  

  

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 1 10x     
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ตัวอยาง 5.13  จงหาคําตอบของสมการ log 50 log2 2x    

วิธีทํา จากสมการ  log 50 log2 2x    

 จะได    log 50 log 2 2 log10x    

                

2

2

2

log50 log2 log10

log50 log(2 10 )

50 (2 10 )

50 2 100

50 200

4

]
]
]

]
]

x

x

x

x

x

x

 

 

 

 





 

ตรวจสอบ 

แทน 4x   ใน log 50 log2 2x    

จะได log200 log2 2   เปนไปได 

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 4x    

ตัวอยาง 5.14  จงหาคําตอบของสมการ 
2 2

log ( 2) log ( 3) 1x x     

วิธีทํา จากสมการ 
2 2

log ( 2) log ( 3) 1x x     

 จะได    
2

log ( 2)( 3) 1x x    

    

2

1

log ( 2)( 3) 1

( 2)( 3) 2

( 2)( 3) 2

5 6 2

5 4 0

( 4)( 1) 0

]
]
]
]
]

x x

x x

x x

x x

x x

x x

  

  

  

  

  

  

 

  1x   หรือ 4x   

ตรวจสอบ  

 แทน 1x   ใน 
2 2

log ( 2) log ( 3) 1x x     

  จะได
2 2

log ( 1) log ( 2) 1     เปนไปไมได เพราะ log
a
x , 0x    

 แทน 4x   ใน 
2 2

log ( 2) log ( 3) 1x x     

จะได
2 2

log 2 log 1 1   เปนไปได 

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 4x    
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ตัวอยาง 5.15  จงหาคําตอบของสมการ log( 4) log(2 3) log(1 2 )x x x      

วิธีทํา จาสมการ            log( 4) log(2 3) log(1 2 )x x x      

จะได   log( 4) log(2 3) log(1 2 ) 0x x x       

     

0

2

2

( 4)(2 3)
log 0

(1 2 )

( 4)(2 3)
10

(1 2 )

( 4)(2 3)
1

(1 2 )

( 4)(2 3) 1 2

2 11 12 1 2

2 13 11 0

(2 11)( 1) 0

]
]

]
]

]
]

x x
x

x x
x

x x
x

x x x

x x x

x x

x x

 




 




 




   

   

  

  

 

11
2

x    หรือ 1x    

ตรวจสอบ  

แทนคา 
11

5.5
2

x      ใน log( 4) log(2 3) log(1 2 )x x x      

 จะได log( 1.5) log( 8) log12     เปนไปไมได เพราะ log
a
x , 0x   

แทนคา 1x    ใน log( 4) log(2 3) log(1 2 )x x x      

จะได log 3 log1 log 3   เปนไปได  

ดังน้ัน  คําตอบของสมการ คือ 1x     

 

ตัวอยาง 5.16  จงหาคําตอบของสมการ 2
2 1

2

log ( 1) log ( 1)x x    

วิธีทํา ทําฐานของลอกกาลิทึมในสมการใหเทากันกอน 

 พิจารณา 11 2
2

log ( 1) log ( 1)x x    

จากทฤษฎีบท 5.2 ขอ 7 ( 1
log logn aa

M M
n

 ) 

 จะได 1 2 22

1
log ( 1) log ( 1) log ( 1)

1
x x x      


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 น่ันคือ  2
2 1

2

log ( 1) log ( 1)x x    

   

2
2 2

2
2 2

2
2

2 0

3 2

3 2

2

2

log ( 1) log ( 1)

log ( 1) log ( 1) 0

log ( 1)( 1) 0

( 1)( 1) 2

1 1

0

( 1) 0

( 1) 0

]
]
]
]
]
]
]

x x

x x

x x

x x

x x x

x x x

x x x

x x x

   

   

  

  

   

  

  

  

 

    0x     หรือ 2 1 0x x    

   
1 1 4(1)( 1)

2(1)
x

  
  

      

1 5
2

1 5
2 2




 

 

 เน่ืองจากในการตรวจสอบโดยการนําคา x  ที่หาได แทนในโจทยน้ันคอนขางจะยุงยาก ดังน้ัน

เราจงึใชวิธีการตรวจสอบโดยพิจารณาคา x  ซึ่งเปนไปตามเงื่อนไขที่วา log
a
x  แลว 0x   

 น่ันคือ   2 1 0x      และ  1 0x     

   ( 1)( 1) 0x x           1x   

   1x   หรือ 1x      และ          1x    

 จะไดวา x  ที่เปนผลเฉลยของสมการน้ันตองมีคามากกวา 1  เทาน้ัน  

ดังน้ัน   ผลเฉลยของสมการคือ 
1 5
2 2

x    

 

ตัวอยาง 5.17  จงหาคําตอบของสมการ 2
4 4

log ( 1) log (5 )
x x
x x

 
    

วิธีทํา จากสมการที่โจทยกําหนดใหจะพบวาฐานของลอการิทมึอยูในลักษณะเปนพจนมีตัวแปร x  

ดังน้ันตามเงือ่นไขของฐานของลอกาลิทึมจะไดวา 

  4 0x      และ  4 1x     

 น่ันคือ  4x    และ  3x     
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 จาก  2
4 4

log ( 1) log (5 )
x x
x x

 
    

 จะได      2 1 5x x    

            
2 6 0

( 3)( 2) 0]
x x

x x

  

  
 

  3x     หรือ 2x    

 แตเน่ืองจาก 3x   ดังน้ัน 2x   เทาน้ัน 

 ตรวจสอบ 

  แทนคา 2x   ใน 2
4 4

log ( 1) log (5 )
x x
x x

 
    

จะได log 3 log 3  เปนไปได  

ดังน้ัน   ผลเฉลยของสมการคือ 2x   

 

 

 

ตัวอยาง 5.18  จงหาคําตอบของสมการ log 100xx x  

วิธีทํา จาก           log 100xx x  

 จะได                      loglog log100xx x  

            

2

2

2 2

2

2

log log log100

(log ) log100 log

(log ) log log100 0

(log ) log log10 0

(log ) log 2 log10 0

(log ) log 2 0

]
]
]
]
]

x x

x x

x x

x x

x x

x x



 

  

  

  

  

 

 จะพบวาสมการดังกลาวอยูในรปูกําลงัสอง และเพื่อใหมองเห็นอยางงาย ๆ ให loga x   

 จะได   2 2 0a a     

         ( 2)( 1) 0a a    

   2a      หรือ   1a     

 จาก loga x   

 จะได       log 2x    หรือ        log 1x    

            210x   หรือ  110x   

            100x   หรือ  
1
10

x   
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 ตรวจสอบ 

  แทนคา 100x   ใน log 100xx x  

จะได log100100 100(100)  เปนไปได  

  แทนคา 
1
10

x   ใน log 100xx x  

จะได 

1
log
101 1

100
10 10

 
  

 
 เปนไปได  

ดังน้ัน   ผลเฉลยของสมการคือ 10x   หรือ 
1
10

x    

 

 

 

 

 

สรุปทายบทท่ี 5 

 ฟงกชันพีชคณิตโดยทั่วไปที่เราไดศึกษาผานมาแลวน้ันจะเหน็ไดวาแตกตางจาก

ฟงกชันช้ีกําลังในบทน้ีมากดังน้ันผูเขียนจกึไดใหศึกษาต้ังแตการเขียนการาฟของฟงกชันช้ีกําลงัจากบท

นิยามของฟงกชันช้ีกําลัง xy a  โดยที่ 0a   และ 1a   น่ันคือฟงกชันช้ีกําลงัน้ันตองมีฐานเปน

จํานวนจรงิบวกที่ไมเทากบั 1  ทั้งน้ีเพราะวาถาฐานเทากับ 1  แลวฟงกชัน xy a  คือ 1 1xy    

ซึ่งฟงกชันดังกลาวมีกราฟเปนเสนตรงขนานกบัแกน x  ซึ่งเราไดศึกษามาแลวในหัวขอที่ผานมา และ

เราสามารถใชทฤษฏีบทตาง ๆเพื่อชวยแกสมการช้ีกําลัง สวนอินเวอรสฟงกชันเลขช้ีกําลัง ซึ่งเขียนไดใน

รูป yx a  เรียกวาฟงกชันลอการทิึม ดังน้ันจะมสีมการเปน yx a  แตเน่ืองจาก yx a  เราไม

สามารถใชความรูทางพีชคณิต มาทําใหสมการการดังกลาวอยูในรูปฟงกชันชัดแจงไดดังน้ันจึงกําหนด

สัญลักษณใหมข้ึนมาแทน yx a  ซึ่งใชสัญลักษณ log
a

y x  น่ันเองทัง้น้ีเราก็สามารถใช

คุณสมบัติ และทฤษฏีบทตาง ๆ เพื่อแกสมการในรูปแบบลอกาลิทึมได 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 5 
 

1. จงเขียนกราฟของฟงกชันตอไปน้ี 

1.1  3xy       1.2  3
x

y   

1.3  1
4

x

y
 

  
 

    1.4  1
4

x

y
 

  
 

 

 

2. จงหาคําตอบของสมการตอไปน้ี 

2.1  2 13 3x x      2.2  15 0x     

2.3  5 125x      2.4 ( 1)2 8x x     

2.5  ( 4) 43 3x x       2.6 1 1 23 9 27x x x     

2.7  2 1 35 25 5x x x     

 

3. จงเขียนกราฟของฟงกชันตอไปน้ี 

3.1  
3

logy x    3.2  
1
3

logy x  

3.3  
7

logy x    3.4  
1
7

logy x  

3.5  logy x     3.6  lny x  
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4. จงหาคําตอบของสมการตอไปน้ี 

4.1  
4

1
log

2
x       4.2  

5
log 3x   

4.3  
3

2
log 1

3
x
 

   
 

  4.4  2
2

log ( 2) 3x x    

4.5  log 8 3
x

     4.6  
3 3

2
log log ( 2)

1
x

x

 
   

 

4.7  
4 2

log (3 ) log (2 )x x    4.8  23 3
log log (3 4)x x   

4.9  ( 1) 2
3 3

log 3 log 5x x    4.10  2
2

log ( 2 ) 3x x  210
log 3x  2log xx  
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